
Toward spin 3/2 geometry

本間 泰史 (早稲田大学理工学術院)∗

1. 序論（スピン1/2幾何学）

スピン幾何学とは，スピノール場とディラック作用素を用いてスピン多様体を研究する微分
幾何学・微分位相幾何学である（[5], [12], [22]）．このときスピノール場のスピンは 1/2（数
学的に言えば highest weightが (1/2, · · · , 1/2)）であるが，「スピンを 3/2（highest weightが
(3/2, 1/2, · · · , 1/2)）へと上げた場合に，どのような幾何学が展開されるのであろうか？」．こ
の問への部分的な回答として，スピン3/2版の消滅定理と平行スピノール場に関する研究成果
[20]（U. Semmelmann氏との共同研究）について報告する．また，そこで利用した様々なワイ
ゼンベック公式について説明する．
この序論ではスピン幾何学における基本的な定理を述べよう．(M, g)をスピン多様体，S1/2

を (M, g)上のスピノール束，Γ(M,S1/2)を滑らかな切断（スピノール場）の空間とする．そし
て，楕円型（形式的）自己共役作用素であるディラック作用素を

D : Γ(M,S1/2) → Γ(M,S1/2) (1.1)

とする．M が偶数次元ならスピノール束は S1/2 = S+
1/2 ⊕ S−

1/2と既約分解でき，この分解に
沿ってディラック作用素は

D =

(
0 D−

D+ 0

)
(1.2)

と表せる．M2nが閉スピン多様体ならAtiyah-Singerの指数定理「ディック作用素のフレド
ホルム指数が微分位相不変量 Â(M)（Â-genus）に一致する」が成立する [2]．

indD = dimkerD+ − dimkerD− =

∫
M

Â(M) = Â(M). (1.3)

もう一つの重要な定理はリヒネロビッツ公式（またはディラック作用素に対するワイゼンベッ
ク公式）である：

D2 = ∇∗∇+
1

4
Scal, （リヒネロビッツ公式）, (1.4)

−1

2
P ∗P +

(n− 1)

2n
D2 =

1

8
Scal, （ワイゼンベック公式）. (1.5)

ここで，Scalはスカラー曲率であり，Pはペンローズ作用素（またはツイスター作用素）

P : Γ(M,S1/2) → Γ(M,S3/2), S1/2 ⊗ T ∗M ∼= S1/2 ⊕ S3/2, (1.6)

である．閉リーマン多様体上で接続ラプラシアン∇∗∇は非負の作用素であるので，Scal > 0な
らkerD = {0}という消滅定理を得る．さらに，指数定理により Â(M) = 0となる．このよう
に，Â-genusはM上に正スカラー曲率を持つリーマン計量が存在するための位相的な障害であ
る．また，P ∗P ≥ 0より，Dの固有値λに対する固有値評価を得る [12]:

λ2 ≥ n

4(n− 1)
max
x∈M

Scal(x), （フリードリッヒの固有値評価）. (1.7)
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等号を成立させるスピノール場はキリングスピノール場と呼ばれ，そのような場が存在すれば
(M, g)はアインシュタイン多様体になる．また，Scal = 0ならキリングスピノール場は平行ス
ピノール場であり，(M, g)はリッチ平坦多様体になる．平行スピノール場の存在はS1/2に自明
部分束があることを意味し，ホロノミー群の簡約が起こる．そこで，Bergerによるホロノミー
群分類定理と合わせれば，平行スピノール場をもつスピン多様体の分類定理を得る．

定理 1 (Wang [30]). (M, g)を完備単連結既約n次元スピン多様体とし，

N := {ϕ ∈ Γ(M,S1/2) | ∇ϕ = 0}, N± := {ϕ ∈ Γ(M,S±
1/2) | ∇ϕ = 0}

とする（n ≥ 3）．dimN > 0なら，(M, g)はリッチ平坦多様体であり次のいずれか．

n = dimM Hol(M) 幾何構造 dimN or (dimN+, dimN−)

4k SU(2k) カラビ・ヤウ (2, 0)

4k + 2 SU(2k + 1) カラビ・ヤウ (1, 1)

4k Sp(k) 超ケーラー (k + 1, 0)

7 G2 G2 1

8 Spin(7) Spin(7) (1, 0)

Remark 2. キリングスピノール場をもつスピン多様体 (M, g)を分類するには，(M, g)のリー
マン錘を考えればよい．キリングスピノール場はリーマン錘上の平行スピノール場になるので，
上の定理を利用できる．そこで，（正の）キリングスピノール場をもつ完備単連結スピン多様体
は，球面，佐々木アインシュタイン，3−佐々木アインシュタイン，nearlyケーラー，nearly平
行G2のいずれかである（Bär [3]）.

2. ワイゼンベック公式の基本例

この sectionではワイゼンベック公式を導くためのアイデアを，外微分と余微分を用いて説明す
る．(M, g)をn次元の向き付けられたリーマン多様体とする．このとき，一階微分作用素であ
る外微分と余微分を得る．

d : Γ(M,Λp(M)) → Γ(M,Λp+1(M))， δ = ∗−1d∗ : Γ(M,Λp(M)) → Γ(M,Λp−1(M)). (2.1)

これらの微分作用素はレビチビタ接続からの共変微分

∇ : Γ(M,Λp(M)) → Γ(M,Λp(M)⊗ T ∗M) ∼= Γ(M,Λp(M)⊗ TM) (2.2)

を用いてd =
∑
ei ∧∇ei，δ = −

∑
ι(ei)∇eiとも書ける．この意味を考えよう．Λp(M)⊗ TM

を既約分解すれば，

Λp(M)⊗ TM ∼= Λp,1(M)⊕ Λp+1(M)⊕ Λp−1(M) (2.3)

となる．既約因子への射影（の定数倍）がウェッジ積と内部積なのである．

ΠΛp+1(ϕ⊗ ei) = ei ∧ ϕ ∈ Λp+1(M), ΠΛp−1(ϕ⊗ ei) = ι(ei)ϕ ∈ Λp−1(M). (2.4)

このように，d = ΠΛp+1 ◦ ∇，δ = −ΠΛp−1 ◦ ∇となる．残りの既約因子Λp,1(M)への射影を考
えれば，共形キリング作用素C = ΠΛp,1 ◦ ∇ : Γ(M,Λp(M)) → Γ(M,Λp,1(M))を得る 1．これ
らの微分作用素に対して，次の関係式が成立する．

C∗C +
1

p+ 1
δd+

1

n− p+ 1
dδ = ∇∗∇, (2.5)

−C∗C +
p

p+ 1
δd+

n− p

n− p+ 1
dδ = q(R)Λp , （ワイゼンベック公式）. (2.6)

1kerCが共形キリング微分形式（p = 1なら共形キリングベクトル場）の空間である [25]



ここで，∇∗∇は接続ラプラシアンであり，∇2
X,Y = ∇X∇Y −∇∇XY（X,Y ∈ X(M)）とした

とき∇∗∇ = −
∑

i∇2
ei,eiにより定義される．また，q(R)Λpは曲率に依存したΛp(M)上の束自

己準同型である．例えば，p = 1ならTM ∼= Λ1(M)上のリッチ変換 q(R)Λ1 = Ricである．式
(2.5)は∇をC + d+ δと分解した式なので自明であるが，式 (2.6)は「2階微分作用素の適当な
線形結合を考えると階数がゼロとなり曲率で与えられる」ことを意味する．両方合わせれば，

dδ + δd = ∇∗∇+ q(R)Λp := ∆ (2.7)

を得る．この右辺∆を標準ラプラシアンと呼ぶ．そのように呼ぶ理由は，d∆ = ∆d，δ∆ = ∆δ

などの交換関係式が成立し，対称空間上ならカシミール作用素に一致するなど幾何学的によい
性質を満たすためである．標準ラプラシアンは任意の同伴ベクトル束Sρ = SO(M)×ρ Vρ上で
も∆ := ∇∗∇+ q(R)ρとして定義され，似たような性質を満たす [28]．
ワイゼンベック公式から閉リーマン多様体における消滅定理や固有値評価が得られるが，例と

してΛ1(M)上で考えてみよう．Ric = q(R)Λ1 > 0ならdδ + δd > 0となり消滅定理 b1(M) = 0

を得る．また，

dδ + δd = ∆ =
n

n− 1
C∗C +

n− 2

2(n− 1)
δd+

n

n− 1
Ric (2.8)

と変形できるので，ある正の定数 rが存在して Ric ≥ r > 0を満たせば，∆の固有値 λは
λ ≥ n

n−1rと下から評価できる（等号成立は小畠の定理により球面である）．
上記のワイゼンベック公式を導くアイデアを二通の方法で述べよう．第一の方法は微分作用

素の主表象の代数関係式をもとめるという方法である．ξ∧，ι(ξ)の反対称な関係式は，

ξ ∧ ι(η)− 1

2
g(ξ, η) = −(ι(η)ξ ∧ −1

2
g(η, ξ)), η, ξ ∈ TM ∼= T ∗M (2.9)

となる．この式とΛp(M)上の曲率の定義式から導かれる対称な関係式

∇2
η,ξ −

1

2
RΛp(η, ξ) = ∇2

ξ,η −
1

2
RΛp(ξ, η), η, ξ ∈ TM ∼= T ∗M (2.10)

を組み合わせれば，ワイゼンベック公式dδ + δd = ∇∗∇+ q(R)Λpを得る（(2.6)も同様に得る
ことができる）．また，代数的関係式として ξ ∧ ξ∧ = 0，ι(ξ)ι(ξ) = 0から準同型タイプのワイ
ゼンベック公式である dd = 0，δδ = 0を得る．第二の方法は捩れディラック作用素を用いる．
スピノール束S1/2をその束自身で捩じった場合のディラック作用素

D̂ =
∑
i

(ei · ⊗id)∇ei : Γ(M,S1/2 ⊗ S1/2) → Γ(M,S1/2 ⊗ S1/2) (2.11)

を考える．ベクトル束の既約分解S1/2 ⊗ S1/2 = ⊕pΛ
p(M)に沿って D̂を分解すると，

D̂ =


0 δ 0 · · · 0

d 0 δ · · · 0

0 d 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

 , D̂2 =


δd 0 δδ · · · 0

0 dδ + δd 0 · · · 0

dd 0 dδ + δd · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

 (2.12)

となる．また，捩れディラック作用素に対するリヒネロビッツ公式を考えると，

D̂2 = ∇∗∇+ q(R)S1/2⊗S1/2
+

Scal

8
− id⊗ q(R)S1/2

= ∆+
Scal

8
− id⊗ q(R)S1/2

= ∆ (2.13)

を得る．ここで，q(R)S1/2
= Scal/8を用いた．各Λp(M)上で見ると dδ + δd = ∆，d2 = 0，

δ2 = 0を得る．さらに，D̂2D̂ = D̂D̂2から，d∆ = ∆d，δ∆ = ∆δという交換関係式を得る．
　以上を基本例として，次の sectionでワイゼンベック公式を一般化する（別の同伴ベクトル

束を考えるまたは別のホロノミー群を考えるという意味での一般化）．



3. generalized gradientとワイゼンベック公式の一般論

(M, g)をn次元の向き付けられたリーマン多様体（resp. スピン多様体）とし，接フレーム束で
ある主 SO(n)束をSO(M)（resp. スピン構造である主 Spin(n)束をSpin(M)）とする．構造
群SO(n)（resp. Spin(n)）の各既約表現 (πρ, Vρ)に対して既約ベクトル束Sρ = SO(M)×πρ Vρ

（resp. Spin(M)×πρ Vρ）を得る．ここで，ρはhighest weightを表す．このとき，generalized
gradientという自然な一階微分作用素

Dρ
λ : Γ(M,Sρ)

∇−→ Γ(M,Sρ ⊗ TM)
Πλ−−→ Γ(M,Sλ) (3.1)

を得る．ここで，Πλ : Sρ ⊗ TM = ⊕λSλ → Sλは既約因子への直交射影（束準同型）であ
り，分解に現れる既約成分の数をNと書く．ディラック作用素，外微分，余微分，共形キリン
グ作用素，ペンローズ作用素，（後で定義する）ラリタ-シュインガー作用素などは generalized

gradientsである．さらに，ホロノミー群が簡約する場合に，同様の構成方法で幾何構造に付
随した自然な１階微分作用素を得る．例えば，ケーラー多様体ならホロノミー群U(n)を考え
れば，∂, ∂∗, ∂̄, ∂̄∗を得る．また，G2多様体やSpin(7)多様体の場合に，構造群に沿ってΛp(M)

を分解することで，外微分dやディラック作用素Dも分解される．分解された各微分作用素が
G2-（Spin(7)-）generalized gradientであり dやDの性質をより詳しく調べられることになる
（[16],[17],[18],[27],[28]）．
さて，{Dρ

λ}λは∇を分解したものなので，∑
λ

(Dρ
λ)

∗Dρ
λ = ∇∗∇ (3.2)

が成立する．ワイゼンベック公式とは２階微分作用素の適当な線形結合に対して∑
λ

aλ(D
ρ
λ)

∗Dρ
λ =曲率自己準同型 (3.3)

となる式であるが，独立なものは [N/2]個存在する．このような式もとめるにはSection 2で述べ
たように{Dρ

λ}λの主表象の反対称な関係式を与えればよい．実は，リー環so(n) = Lie(SO(n))

の普遍展開環U(so(n))における次の関係式からすべて導ける．

定理 3 (普遍ワイゼンベック公式 [17]). {eij = ei ∧ ej}i<jをso(n) ∼= Λ2(Rn)の標準基底として，

êqij =
∑

i1,··· ,iq−1

êii1 êi1i2 · · · êiq−1j ∈ U(so(n)), êij := eij −
n− 1

2
δij (3.4)

とする．ĉq =
∑

i ê
q
ii ∈ Z(U(so(n))はU(so(n))の中心元（カシミール元）である．このとき，

次の反対称関係式が成立する（p = 1, 2, · · ·）．

Ê2p+1
ij + Ê2p+1

ji = 0, where Ê2p+1
ij =

∑
0≤k≤2p+1

(−1)k ĉ2p+1−kê
k
ij . (3.5)

この式 (3.5)をベクトル束Sρに作用させれば，微分作用素{Dρ
λ}λの主表象の反対称な関係式

を得る．そして，Sρ上の曲率の定義式による対称な関係式

∇2
ei,ej −

1

2
Rρ(ei, ej) = ∇2

ej ,ei −
1

2
Rρ(ej , ei) (3.6)

と合わせれば，すべての（独立な [N/2]個の）ワイゼンベック公式を得る．ここで述べている
のはリーマン多様体の場合であるが，ホロノミー群がGへ簡約するなら，リー環Lie(G)に対
して同様のことを考えればよい．よって，各ホロノミー群に付随した形でシステマティックに
ワイゼンベック公式が得られ，消滅定理や固有値評価を与えるのである．次の例で見るように
四元数ケーラー幾何ではとても強力な道具となる．



例 1 ([26], [18]). (M, g)を正の 4n次元四元数ケーラー多様体とする．(M, g)はアインシュタ
イン多様体であり，ホロノミー群は Sp(n)Sp(1) = (Sp(n) × Sp(1))/Z2となる．Sp(n)，Sp(1)

の自然表現に対応するベクトル束をSalamonの表記に従いE,Hと書けば，TM ⊗C = E ⊗H

となる（[24]）．Hの対称テンソル積をSp(H)とする．Eの交代テンソル積Λa(E)をSp(n)に
関して既約分解したときの primitive項（highest weightが最も大きいもの）をΛa

0(E)と書き，
Λa
0(E)⊗ Λb

0(E)のprimitive項をΛa,b
0 (E)と書くことにする．このとき，k次微分形式のベクト

ル束Λk(M)を既約分解すると，Λa,b
0 (E)⊗Sp(H)（0 ≤ p ≤ 2n−a− b，0 ≤ b ≤ a ≤ n）という

形の既約ベクトル束を既約因子にもつ．このベクトル束上には高々10個のgeneralized gradients

があるが，ワイゼンベック公式を使えば

∆ =

(∑
λ

bλ(D
ρ
λ)

∗Dρ
λ

)
+

(p+ a− b)(p− a− b+ 2n+ 2)

8n(n+ 2)
Scal (bλ ≥ 0) (3.7)

と変形できる（p ̸= 0の場合）．このようにして，∆ = dδ + δdのΛa,b
0 (E)⊗ Sp(H)における固

有値λをスカラー曲率を用いて下から評価できる：

λ ≥ (a− b)(2n− a− b+ 4)

8n(n+ 2)
Scal (for p = 0), (3.8)

λ ≥ (p+ a− b)(p− a− b+ 2n+ 2)

8n(n+ 2)
Scal (for p ̸= 0). (3.9)

特に，p = 0かつa = bのとき∆は零固有値をもつ可能性がある．言い換えれば，調和形式が存
在するなら，それはΛa,a

0 (E)の切断でなければならない．実は，Λ2k+1(M)を既約分解しても
Λa,a
0 (E)という束は現れないので，正の四元数ケーラー多様体上でb2k+1(M) = 0（k = 0, 1, · · ·）
という消滅定理を得る．また，四元数ケーラー多様体上のツイスター空間Z(M)を考えたとき，
Z(M)のコホモロジー消滅からペンローズ変換を通して得られるM上の消滅定理が多数存在す
る．それらの消滅定理はツイスター空間を利用しなくても，上記の手法で直接証明できる．

次に，第二の方法である捩れディラック作用素を用いると何が得られるかについて述べる
（[19]）．既約同伴束Sµをテンソルした，捩れディラック作用素

D̂µ =
∑
i

(ei · ⊗id)∇ei : Γ(M,S1/2 ⊗ Sµ) → Γ(M,S1/2 ⊗ Sµ) (3.10)

を考える．このとき，（捩れ）リヒネロビッツ公式は次で与えられる．

D̂2
µ = ∇∗∇+ q(R)S1/2⊗Sµ + Scal/8− idS1/2

⊗ q(R)µ = ∆+ Scal/8− idS1/2
⊗ q(R)µ (3.11)

また，ベクトル束の既約分解S1/2 ⊗ Sµ = ⊕ρ∈ΛµSρに沿って D̂µを分解しSρへ制限すれば，

D̂µ|Sρ =
∑
λ

aλD
ρ
λ : Γ(M,Sρ) → Γ(M,⊕λ∈ΛµSλ), (aλ ∈ R) (3.12)

となり，generalized gradientsたちの線形結合で表せる．よって，

D̂2
µ|Sρ =

∑
λ

a2λ(D
ρ
λ)

∗Dρ
λ = ∆+ Scal/8− (id⊗ q(R)µ)|Sρ : Γ(M,Sρ) → Γ(M,Sρ) (3.13)

となり，ワイゼンベック公式（右辺の第1項が非負であることに注意）

∆ =

(∑
λ

a2λ(D
ρ
λ)

∗Dρ
λ

)
− Scal/8 + (id⊗ q(R)µ)|Sρ (3.14)



を得る．この式から，∆の消滅定理や曲率による固有値評価を得ることができる（テンソルす
るベクトル束Sµを代えて，より良い固有値評価を探すのである）．さらに，次のような準同型
タイプのワイゼンベック公式を得る：

Γ(M,Sρ)
Dρ

λ−−−−→ Γ(M,Sλ)

Dρ

λ′

y yDλ
ν

Γ(M,Sλ′) −−−−→
Dλ′

ν

Γ(M,Sν)

, (3.15)

という図式がある場合に，次が成立する（係数a, b ∈ Rも具体的にもとまる）．

aDλ
νD

ρ
λ + bDλ′

ν D
ρ
λ′ =曲率準同型 : Γ(M,Sρ) → Γ(M,Sν). (3.16)

例 2. S3/2をテンソルした捩れディラック作用素を考えよう．ベクトル束は

S1/2 ⊗ S3/2 = ⊕1≤p≤mΛp(M)⊕⊕1≤p≤mΛp,1(M) n = 2m+ 1の場合 (3.17)

と分解される．ここでΛ0(M)は現れないので，(D̂3/2)
2をΛ1(M)へ制限すると，

(D̂3/2)
2|Λ1(M) =

n

n− 1
C∗C +

n− 2

2(n− 1)
δd = ∆− n

n− 1
Ric (3.18)

となり (2.8)を得る．そこで，Λ1(M)上の∆の固有値評価が従う．また，Cとd（または δ）に
対する交換関係式（準同型タイプのワイゼンベック公式）を得る．

Remark 4. ワイゼンベック公式を２通りの方法でシステマティックにもとめることができた
が，同伴ベクトル束に対する表現が複雑になればなるほどワイゼンベック公式における曲率自
己準同型 q(R)ρや id⊗ q(R)µが複雑になってしまい計算できない．微分幾何学的に面白いこと
が得られるのは，微分形式，対称テンソル積，スピン 1/2，スピン k/2ぐらいが限度であるよ
うに思う．

4. スピン3/2幾何学

この sectionでは，U. Semmelmann氏との共同研究である [20]について述べる．スピン3/2の
スピノール場を扱ったスピン幾何学の第一歩である．

4.1. ラリタ-シュインガー場

(M, g)をn次元スピン多様体とし，S3/2をスピン 3/2スピノール束とする．スピン 1/2のスピ
ノール束S1/2に対応する Spin(n)の highest weightは (1/2, · · · , 1/2)であるが，スピン 3/2ス
ピノール束S3/2とは，highest weightが (3/2, 1/2, · · · , 1/2)に対応する同伴ベクトル束である．
具体的に記述するには次のようにする：テンソル積S1/2 ⊗ TMは，S3/2 ⊕ S1/2と既約分解さ
れるが，射影Π1/2 : S1/2 ⊗ TM → S1/2は（定数倍を除いて）クリフォード積を用いて表せる．
すなわち，Π1/2(ψ ⊗X) = X · ψである．そこで，ϕ =

∑
i ϕi ⊗ ei ∈ S1/2 ⊗ TM（{ei}iは正規

直交フレーム）に対して，ϕ ∈ S3/2 ⇐⇒
∑
ei · ϕi = 0となる．

さて，S3/2上の共変微分∇ : Γ(M,S3/2) → Γ(M,S3/2 ⊗ T ∗M)を考える．

S3/2 ⊗ T ∗M ∼= S3/2 ⊗ TM ∼= S3/2 ⊕ S1/2 ⊕ S5/2 ⊕ S(3/2,3/2) (4.1)

と既約分解されるので，∇と各成分への射影を合成することにより，４つのgeneralized gradients

を得る．Π1/2 ◦ ∇は (1.6)で述べたペンローズ作用素Pの随伴作用素P ∗である：

P ∗ : Γ(M,S3/2) → Γ(M,S1/2) (4.2)



そして，Π3/2 ◦∇はスピン3/2におけるディラック作用素ともいうべきラリタ-シュインガー作
用素と呼ばれる楕円型自己共役作用素である：

Q : Γ(M,S3/2) → Γ(M,S3/2), （ラリタ-シュインガー作用素）. (4.3)

Section 1で述べたようにスピン幾何学ではkerD（resp. ker∇）の元である調和スピノール場
（resp. 平行スピノール場）が重要であった．そこで，そのスピン3/2版を考える．

定義 5. ϕ ∈ Γ(M,S3/2)がQ(ϕ) = 0かつP ∗(ϕ) = 0を満たすときラリタ-シュインガー場と呼
び，その全体を kerQ ∩ kerP ∗で表す．また，∇ϕ = 0を満たすとき平行ラリタ-シュインガー
場と呼び，その全体をker∇で表す．

[物理的・数学的な背景]ラリタ-シュインガー場は 1941年にRaritaと Schwingerにより定義
され（[23]），物理学では活発な研究が行われている．重力波を媒介するゲージ粒子はグラビト
ン（重力子．スピンは 2）と呼ばれるが，その超対称性パートナーであるグラビティーノ（ス
ピン3/2）を記述するのがラリタ-シュインガー場である．2016年に重力波が検出されてはいる
が，重力子やグラビティーノは未発見であり存在するかもわからない．ラリタ-シュインガー場
はWittenの重力アノマリーの一連の論文（[1],[33],[35]）に現れるが，そこでは「Scal > 0なら
indD = 0であるが，indQはゼロとは限らない．実際，SU(4)/(SU(2)×SU(2)×U(1))，HP 2，
G2/SO(4)上で indQ ̸= 0である」と述べられている 2．この指数は indQ = indD̂TM + indDと
表せるが，捩れディラック作用素の指数 indD̂TMは楕円種数での第二項であり，等質空間なら
楕円種数が rigidであるという一般的な主張からも indQ = 0（dimM ≥ 12）となることに注意
しよう（[34],[13]）．さらに，S1作用があるスピン多様体の場合に indD̂TMが消滅するかにつ
いて [10]，[11]などで研究されている．微分幾何学においてラリタ-シュインガー場が現れるの
は「アインシュタイン計量の無限小変形への応用」（[31], [9]）や「8次元多様体上のPSU(3)構
造やSp(2)Sp(1)構造への応用」（[15], [32], [8]）ぐらいであり，物理学で頻繁に現れるわりには
微分幾何学の視点からあまり議論されてこなかった 3．そこで，ラリタ-シュインガー場を微分
幾何学の視点から調べ，特に，指数定理とも関係する消滅定理について論じたのが今回の話で
ある．

4.2. スピン3/2でのワイゼンベック公式

話を元に戻そう．S3/2上には4つのgeneralized gradientsがあり，2つの独立なワイゼンベック
公式が成立するので，Π5/2 ◦ ∇，Π3/2,3/2 ◦ ∇を消去することで次を得る．

Q2 +
4

n
PP ∗ = ∆+

Scal

8
−Ric3/2 : Γ(M,S3/2) → Γ(M,S3/2) (4.4)

ここで，∆は標準ラプラシアン∆ = ∇∗∇ + q(R)3/2であり，Ric3/2はS3/2へのRicの作用で
ある．

Ric3/2(
∑
i

ϕi ⊗ ei) =
∑
i,k

(Ricikϕi +
1

n

∑
j

Ricijek · ej · ϕi)⊗ ek. (4.5)

公式 (4.4)は次のように捩じれディラック作用素から導いてもよい．ディラック作用素を接束
TMで捩じった D̂TMを既約分解S1/2 ⊗ TM = S1/2 ⊕ S3/2に沿って2× 2行列として書けば，

D̂TM : Γ(M,S1/2 ⊗ TM) → Γ(M,S1/2 ⊗ TM), D̂TM =

(
2−n
n D 2P ∗

2
nP Q

)
(4.6)

2証明はBorel-Hirzebruchの等質空間での特性類 [4]による
3クリフォード解析学という調和解析学の一分野ではRn上で kerQの多項式解はかなり調べられている [6],[7]



となる．そして，（捩れ）リヒネロビッツの公式

D̂2
TM = ∆+

Scal

8
− id⊗Ric =

(
∆+ n−8

8n Scal (Ric− Scal
n g)∗

Ric− Scal
n g ∆+ Scal/8−Ric3/2

)
(4.7)

と合わせれば式 (4.4)や次の準同型タイプのワイゼンベック公式（及びその随伴）を得る．

2− n

n
PD +QP =

1

2
(Ric− Scal

n
g),

Γ(M,S1/2)
D−−−−→ Γ(M,S1/2)

P

y yP

Γ(M,S3/2)
Q−−−−→ Γ(M,S3/2)

(4.8)

さらに，D̂2
TMD̂TM = D̂TMD̂

2
TMを利用すれば∆とD,P,Qに対する交換関係式を得る．特

に，アインシュタイン条件を仮定すると色々と可換になってしまう 4．

定理 6. n次元スピン閉多様体 (M, g)において，Γ(M,S3/2) = kerP ∗ ⊕ Im(P )（∵ P ∗Pが楕円
型より）が成立．さらに，アインシュタイン多様体と仮定すると次が成立する

• ∆Q = Q∆，∆D = D∆，∆P = P∆，∆P ∗ = P ∗∆．

•

Q2 =

∆+ n−8
8n Scal : kerP ∗ → kerP ∗

(n−2
n )2(∆ + 1

8Scal) : ImP → ImP
. (4.9)

• Scal ≥ 0ならkerQ∩Im(P ) = {0}でありkerQ = kerQ∩kerP ∗ = {ラリタ-シュインガー場}．

Remark 7. Scal < 0かつ kerD ̸= {0}となるアインシュタイン-スピン閉多様体を考える．
ϕ ∈ kerDに対し (4.8)よりQ(Pϕ) = 0となる，また，PはkerD上では単射となるのでPϕ ̸= 0．
よって，kerQ ̸= {0}を得る．

そこで，Scal ≥ 0となるアインシュタイン-スピン多様体上でラリタ-シュインガー作用素を
調べたいならQ2 = ∆+ n−8

8n Scal（on kerP ∗）を調べればよいが，標準ラプラシアン∆は非負
の作用素とは限らない．そこで，色々な幾何構造を課した場合に∆を調べることになる．

4.3. 四元数ケーラー多様体，対称空間の場合

正四元数ケーラー-スピン多様体，既約コンパクト-スピン対称空間は正の（Scal > 0の）アイ
ンシュタイン-スピン多様体であるが，kerQ ∩ kerP ∗について次の定理を得る．

定理 8 (H-S[20]). 正四元数ケーラー-スピン多様体M4nが非自明なラリタ-シュインガー場を
もつのは，n = 2（dimM = 8）でGr2(C4)，HP2，G2/SO(4)のいずれかに限る．

Proof. ベクトル束S3/2を Sp(n)Sp(1)に関して既約分解すると例 1におけるΛa,b
0 (E) ⊗ Sp(H)

が現れ，∆の固有値評価 (3.9)から∆ ≥ 0を得る．kerP ∗上でQ2 = ∆ + (4n)−8
8(4n) Scalであるの

で，4n > 8ならkerQ = {0}である．n = 2ならQ2 = ∆であり，∆が零固有値を持つのはS3/2

がΛa,a
0 (E)となる既約成分を持つときである．実は，S3/2は rank1自明束及びΛ1,1

0 (E)を既約
成分としてもち，これらはΛ2(M)の既約束でもある．そこで，dimkerQ = b2(M) + 1となる．
また，n = 2の正四元数ケーラー多様体は上で挙げたものしかない（by Poon-Salamon)．

定理 9 (H-S[20]). 既約コンパクト-スピン対称空間が非自明なラリタ-シュインガー場をもつの
は，8次元対称空間Gr2(C4)，SU(3)，Q4 =

SO(6)
SO(2)×SO(4)（dimkerQ = 2）及びHP2，G2/SO(4)

（dimkerQ = 1）のいずれかに限る．また，このときkerQ = ker∇となる．
4∇∗∇ではなく，標準ラプラシアン∆を利用するというのが鍵である



Proof. 既約コンパクト対称空間において，∆はカシミール作用素なので∆ ≥ 0となる．また，
アインシュタイン多様体でありScal > 0であるので，公式Q2 = ∆+ n−8

8n Scalから，n > 8なら
kerQ = {0}となる．n = 8ならkerQ = ker∆であり，カシミール作用素∆の公式とフロベニ
ウス相互律から，S3/2の自明部分ベクトル束の切断がkerQに対応することがわかる．そのよ
う自明束をもつ8次元既約コンパクトスピン対称空間は上で挙げたものだけである．また，こ
のときkerQ = ker∇に注意しよう．n < 8の場合は，CP 3, Skが既約コンパクトスピン対称空
間であるが，∆の固有値を計算すればkerQ = {0}となる．

4.4. 指数定理を用いたいくつかの結果

(M, g)を偶数次元の閉スピン多様体とする．捩れディラック作用素 D̂TMに対する指数定理から

indQ = indD̂TM + indD =

∫
M

Â(M)ch(TMC) +

∫
M

Â(M). (4.10)

Proof. S±
1/2 ⊗ TM ∼= S±

3/2 ⊕ S∓
1/2とAtiyah-Singerの指数定理から従う．

多様体の次元が低い場合には，indQは次のように表せる．

19σ(M)/8 (n = 4), 25Â(M)− σ(M) (n = 8), 5Â(M) + σ(M)/8 (n = 12) (4.11)

ここで，スカラー曲率が正なら Â(M) = 0であることに注意する．また，スピン多様体M,N

の直積多様体M ×Nに対して，

indQM×N = indQM indDN + indDM indQN − indDM indDN , indDM×N = indDM indDN

(4.12)

である．例えば，M,Nのいずれかが正スカラー曲率を持てば indDM×N = 0であり，M,Nが
どちらも正スカラー曲率を持てば indQM×N = 0となる．さて，正アインシュタイン多様体に
おいてQ2 = ∆ + n−8

8n Scal（on kerP ∗）となるので，n > 8なら一見すると消滅定理が成立す
るように思えるが，∆は非負とは限らない．実際，指数定理を利用すれば次のような例を構成
できる．Xm(d) ⊂ CPm+1をd次斉次多項式による複素m次元の滑らかな超曲面とする．この
ときTian[29]の結果からX6(4), X6(6)（どちらも dimM = 12）には正のケーラーアインシュ
タイン計量を入れることができる．一方，Hirzebruch[14]を参照にすれば，σ(M) ̸= 0となるの
で indQ = 5Â(M) + σ(M)/8 ̸= 0を得る．

命題 10 (H-S [20]). ケーラーアインシュタイン多様体X6(4)，X6(6)においてkerQ = kerQ∩
kerP ∗ ̸= {0}．

また，X2(6)，X4(8)，X6(10)には，負のアインシュタイン-ケーラー計量を入れることがで
きる．また Â(M) ̸= 0がわかるので，Remark 7からdimkerQ ̸= {0} (on Im(P )）となる．そ
して，P がkerD上で単射となるので，indQ = indD + dimkerQ+|kerP ∗ − dimkerQ−|kerP ∗．
そこでσ(M)を計算すると indQ ̸= indDとなり，kerQ|kerP ∗ = kerQ ∩ kerP ∗ ̸= {0}を得る．
このように，非自明なラリタ-シュインガー場をもつ正または負のケーラーアインシュタイン多
様体の例が作れた．

4.5. カラビ-ヤウ，超ケーラー，G2，Spin(7)の場合

リッチ平坦閉スピン多様体場合にはQ2 = ∆（on kerP ∗）であり，

{ラリタ-シュインガー場} = kerQ ∩ kerP ∗ = kerQ = ker∆ (4.13)

となる．Bergerの分類からホロノミー群が SU(n)，Sp(n)，G2，Spin(7)となる場合を考える
ことにする．S3/2をこのホロノミー群に関して既約分解すれば，現れるのは微分形式のベクト



ル束Λp(M)の直和因子であることがわかるので，Q2 = ∆ = dδ + δdと考えてよい．このよう
にリッチ平坦な場合にはラリタ-シュインガー場は調和形式で実現される．例えば，カラビ-ヤ
ウ多様体 (M2n, g)上で

S1/2
∼= ⊕0≤p≤nΛ

0,p(M), S3/2
∼= ⊕0≤p≤n(Λ

1,p(M)⊕ Λn−p,1(M))−⊕0≤p≤nΛ
0,p(M) (4.14)

となるので，dimkerQはホッジ数hp,q = hq,pを用いて表せる．ここで，Λ0,nは自明束である
ことや分解Λn−p,1(M) ∼= Λn−p,1

0 (M)⊕ Λn−p−1,0(M)などを利用して計算する．

定理 11 (H-S[20]). (M2n, g)をカラビ-ヤウ多様体（コンパクトでHol(g) = SU(n)）なら，非
自明な平行ラリタ-シュインガー場は存在しない．また，hp,q = dimker∆|Λp,q(M)とすれば，

dimkerQ = −2 + 2
∑

1≤p≤n−1

hp,1, indQ = 2 + 2
∑

1≤p≤n−1

(−1)php,1. (4.15)

例えば，n = 2（M がK3曲面）なら，dimkerQ = 38となる．n = 3なら，dimkerQ =

2b2(M) + b3(M)− 4となる．

実 4n次元超ケーラー閉多様体の場合も同様に計算すればよい．Hol(M) = Sp(n)に関して
S3/2を分解するとランクn− 1の自明束をもつことに注意する．

定理 12 (H-S[20]). (M4n, g)がコンパクトな超ケーラー多様体（Hol(M) = Sp(n)）なら，

dimkerQ = −(n+1)+2hn,1+4
∑

1≤p≤n−1

hp,1, indQ = (n+1)+(−1)n2hn,1+4
n−1∑

1≤p≤n−1

(−1)php,1

(4.16)

である．また，n− 1次元の平行ラリタ-シュインガー場をもつ．

Remark 13. リッチ平坦スピン多様体上でkerD = ker∇であったが，上で見たようにスピン
3/2スピノール場についてはkerQ ∩ kerP ∗ ̸= ker∇である．

例外幾何学であるG2多様体やSpin(7)多様体の場合も同様の議論をすれば次の定理を得る．
また，Joyce [21]を参考にすればkerQ ̸= {0}となるSpin(7)多様体，G2多様体を得る 5．

定理 14 (H-S[20], Wang[31]). (M, g)を8次元コンパクトリーマン多様体でHol(M) = Spin(7)

とする．このときdimkerQ = b2(M) + b3(M) + b−4 (M)，dimker∇ = 0となる．

定理 15 (H-S[20], Wang[31]). (M, g)を7次元コンパクトリーマン多様体でHol(M) = G2とす
る．このとき，dimkerQ = b2(M) + b3(M)− 1，dimker∇ = 0となる．

以上の定理をすべて合わせると平行なラリタ-シュインガー場をもつ多様体を分類できる．

定理 16 (H-S[20]). (M, g)を既約スピン閉多様体とする 6．(M, g)が平行ラリタ-シュインガー
場をもつなら，定理9で挙げた対称空間のいずれかまたは（局所的に）超ケーラー多様体である．
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