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1. 背景と導入
1.1. Kähler-Einstein計量とK安定性

微分幾何において，Riemann多様体のRicci曲率とはその計量から決まる（Riemann）
曲率の，いわば情報を減らしたバージョンであり，およそ体積の（局所的な）歪みを
捉えたものである．複素多様体の上のKähler計量の場合はもっと単純に∂∂̄ log det gi,j̄
(ω =

√
−1

∑
gi,j̄dzi ∧ dz̄j はKähler形式)と書くこともできる．一般に標準線束KX上

のHermite計量 | · |は体積形式
√
−1

n2
Ω∧Ω̄
|Ω|2 と1:1に対応することに注意されたい．例え

ばKX = 0ならばつまりKXは (位数有限の)局所系と思えるわけであるが，行列式が
平坦な自明計量となるようなKähler計量こそがRicci-平坦である.　
より一般的な計量について次のような予想がされていて，微分幾何的側面の発展を

inspireしていた．スカラー曲率というのはRicci曲率のトレースをとって更に情報を
減らしたバージョンであり，与えられた複素多様体の上の関数を与える．定義により，
Einstein計量は一定スカラー曲率計量である．

予想 1.1 (Yau-Tian-Donaldson予想 (cf., [Don02]))). なめらかな射影多様体Xとその
上の偏極（つまり豊富な線束）Lについて，Xの上の一定スカラー曲率であるKähler計
量であってKähler類が c1(L) ∈ H1,1(X)になるものが存在する事と，(X,L)がK-(poly)

安定であるという代数幾何的条件が同値である．

哲学としてはこれは多くの専門家に確信されていて，もとより満渕汎関数や藤木-

Donaldsonのモーメント写像描像を通して heuristicな説明がある．c1(L)と c1(X) =

−c1(KX)が比例するという状況においては，一定スカラー曲率性とEinstein性は同値
であるが，この場合においてはAubin, Yauの 1970年代の有名なCalabi予想の解決に
加えて，2012年のFano多様体の場合の進展（[Ber16, CDS15, Tia15]等）によって解
決された．その証明の最難関はFano多様体の上のKähler-Einstein計量の極限の代数性
を示す（cf., [DonSun14]）というアイデアが核であった．一般の場合だと，それと「全
く」同じ現象というのは期待されない上，K安定の概念を（テスト配位の概念を広げる
事で）少し強めないといけないかもしれないという業界一部での憶測はあるようだが，
はっきりとしたことはまだわかっていないといえるだろう．久本智之氏の原稿 [His18]

も参照されたい．

1.2. 少し前の研究 - 双有理幾何学や純代数幾何的モジュライ理論との関係

個人的な話をすると，私が元来このK安定性 (cf., [Don02])やKähler-Einstein計量に興
味を持ったのは，代数多様体のモジュライ空間の構成を代数曲線のそれ（Mg）から高
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次元の場合へと拡張する話への興味からであった．一言で言うと，K-(poly)安定な偏
極代数多様体の “良い”代数幾何的なコンパクトモジュライ variety (“K-moduli”)があ
るのではないかという事を研究した．厳密な定式化については若干の subtletyがある
が，[FjkSch90], [Odk10]や [OSS16]等をご覧いただきたい．代数曲線におけるDeligne-

Mumfordコンパクト化Mg
DM
や知られている様々な他の代数多様体の射影的幾何的コ

ンパクト化 (e.g., [Sha80], [AleTho], [LazO’G17])がこれの例といえる．更にMg
DM
が

パラメトライズする安定曲線の高次元化である半対数標準モデル（“一般型多様体の場
合”としばしば略されるが，厳密にはクラスとしては異なる）のコンパクトなモジュ
ライ空間であるKollár-Shepherd-Barron-AlexeevによるKSBA型射影的モジュライは
[She83]によりGIT安定性を満たさないと知られていたが，これらもK-moduliの例で
ある（[Odk13a, Odk12a]）．総じて，今回対象としていただいた

• 双有理幾何学とK安定性の理論の関連 (cf., [Odk10])や

• Fano多様体のK-moduli (cf., [Odk14a], [Sun16], [AnSpo17], [Sun18])

については既に他に多く講演もさせてもらったことに加えて上記サーベイもある上，私
達がやっていたのは少し前 (主に2012年まで, 並びに2014年)でその後の進展も著しい
ので，やはり上記を含むほかの文献の引用で済ませさせて頂きたい．幾らかのみ最近
の進展を述べると，Fano多様体の局所類似であるKLT特異点についての類似の理論も
2015年秋のChi Liによる正規化体積 [C.Li18]の導入以来 (cf., also [Odk15a])多くの方
が研究され，元来のK安定性と同様の現象がより証明されてきている．また，藤田健
人とC.LiによるFano多様体のK安定性の判定理論の発展もある ([Fjt16],[Li17])．これ
は，Tianのアルファ不変量の精密化であるデルタ不変量の導入により,ログCalabi-Yau

多様体の特異性の問題であるという主張としても解釈され得る ([FO18], [BJ17])．
そこで此の度はその後に現在進行形で続けている，主に崩壊現象を取り扱う「トロ

ピカル幾何学的コンパクト化」について焦点を当てたいと思う．とりわけ昨年の10月
に発表した [OO18b]についてである．

2. トロピカル幾何学的コンパクト化
2.1. 双曲的代数曲線のモジュライ空間Mgの場合

まず簡単のために，そして全体像をよく捉えるために，リーマン面の場合Mg(g ≥ 2)

([Odk14b]) からやろう．この場合には以下のような事が基本的な主張である．ここ
で CMet1 は compact距離空間で直径が 1であるものの isometry classのなす集合に
Gromov-Hausdorff距離を入れた距離空間である．Gromovの定理によりこれはコンパ
クトである．

定理 2.1 ([Odk14b]). 複素解析的位相を入れたMgのコンパクト化として，トロピカル
幾何学的コンパクト化Mg

T
（コンパクトHausdorff位相空間）及びその上の幾何的実現

写像
Φ: Mg

T → CMet1

と呼ばれる写像が存在し，以下を満たす．

1. CMet1にGromov-Hausdorff距離を入れるとΦは連続である．



2. [R] ∈ Mgに対して，Φ([R])はRの上の双曲計量から定まる geodesic metric dhyb
を直径で割ったdR := dhyb/diam(dhyb)を付随させた (R, dR)である．

3. ∂Mg
T \Mgはしかるべき重みつき有限グラフ (Γ, w)（“トロピカル曲線”）有限個

でパラメトライズされる階層Sg(Γ, w)に分割され，Sg(Γ, w)は開単体を線形な有
限群で割ったものである．Φ|Sg(Γ,w)はΓの上に適切な距離を入れたものを対応さ
せる写像である．

更には [Odk18]によってMg
T
の構造が完全に explicitに記述される．特に系としては

双曲リーマン面のGromov-Hausdorff崩壊がグラフであると従うが，この事実自体は専
門家には知られていたと思われる．上記主張はそのモジュライ理論的な精密化である．
これらの証明においては、Bersの定理 ([Bers74])によって一定の長さ以下の単純閉曲線
3g − 3個に沿って，任意の閉リーマン面が半ズボンに分割されるという事が大切であ
る．これはAscoli-Arzela型のコンパクト性定理により，帰納的に単純閉曲線を作って
いき，各閉曲線の近傍の計量の構造が explicitにわかる事 (特にカラー定理)を用いてそ
の長さを統制する事によって示される．
またWolpertの双曲計量の漸近挙動の解析 [Wol90]に基づいて，Mg

T
ははり合わせ関

数 log(− log | · |)による一般化されたMorgan-Shalen-Boucksom-Jonssonコンパクト化
と同定された ([Odk18]). ここに，一般論としてはまだ見ぬK-moduli空間 (この場合は
所謂Deligne-Mumfordコンパクト化) との密接な関連の一端が垣間見られるが，これ
と同じレベルの計量の挙動解析の議論を行うことはまだ一般の代数多様体では難しい
であろう．

問題 2.2. Borel-Serre型のコンパクト化の類似と言われるHarveyのbordification[Har81]

との関係は？

境界の incidence complexであるカーブ複体 [Har81]から自然な支配写像が∂Mg
T
の上

に飛んでいるという事までは容易に確認できる．（この節で言及するには少々尚早だが，
局所対称空間におけるTitsコンパクト化と佐武コンパクト化が大きく異なる為，Mgの
場合のこの現象は興味深く思われる．）

2.2. 局所対称空間の既存のコンパクト化復習

2.2.1. 設定

対称空間の基礎等については [Hel]等を参照されたい．我々の設定は一般的には以下の
とおりである．その中で幾らかの特殊な (G, G,K,Γ)の場合にΓ\DにRicci-flat Kähler

多様体のモジュライとしての幾何的意味があるのでそうした場合に計量の境界挙動を
調べていく．

• Gは有理数体上簡約群, Gはその実数体上有理点のなすLie群の開部分群，Kは
そのうち一つの極大コンパクト部分群.

• D := G/KにはHermitian対称空間の構造が入ると仮定．つまりKの中心の次元
が1以上．更にDは既約，よってGはLie群として単純と仮定.

• ΓはD上に正則に作用するGの数論的部分群とする.



更に，gの極大アーベル部分Lie環aと対応する実トーラスA ≃ Rr
>0は固定する．ま

た，一つ positive chamberを固定すると制限ルート系∆(g, a) ⊂ a∗ := HomR(a,R) が
できる．ここでもう一つnotationを導入する：

• N(F )は，DのBorel-Harish-Chandra埋め込みの境界成分Fに対応するGの極大
実放物的部分群 (“µBB-飽和実放物的部分群”) cf., [AMRT]. [BorJi06]に従ってそ
れは今後Q(P )又はQと書かれる. この中で対応するµBB-連結実放物的部分群を
Pとかく．ここで，µBBは制限ルート系においてdistinguished rootにのみ直交し
ないようなウェイト (の一つ)である．

この状況において我々はX := Γ\Dのコンパクト化を論じる．

2.2.2. 佐武コンパクト化

（局所）対称空間のコンパクト化の基本文献として筆者としては [BorJi06]や [佐武99]

をお勧めする．Gの有限次元既約表現 (τ, V ≃ CN)でKに制限するとユニタリである
ものを一つとり，その最高ウェイトを µとする．µと直交しない制限ルートの集合を
I ⊂ ∆(g, a)としたとき，この Iごとに，一つDの，そしてXのコンパクト化ができる
というのが佐武コンパクト化である ([Sat60a, Sat60b])．代数幾何や複素幾何等，現代的
文脈でよく佐武コンパクト化というと佐武-Baily-Borelコンパクト化またはBaily-Borel

コンパクト化（[BB66]）のこととされるが，それは佐武先生の論文からしばらくして射
影代数多様体の構造を持つと示された特殊な場合，すなわち Iがdistiguished rootのみ
からなる場合の佐武コンパクト化のことである．今回はBaily-Borelでない場合の佐武
コンパクト化にトロピカル幾何学的・微分幾何学的・代数幾何的な意味づけを与える．
さて，佐武コンパクト化の定義はおよそ次のようなものである．より細かな事につ

いては [BorJi06, Sat60a, Sat60b, 佐武99]等に詳しい．与えられた (τ, V ≃ CN)から自
然に τ 同変な埋め込み iτ : D = G/K ↪→ P(V ′) を考える．ここで V ′は V の上の歪対
称形式全体のなす実ベクトル空間であって，P(V ′)はその実射影化である．そして閉包
iτ (D)を考えると次のような階層構造を持つ（[Sat60a]）：

iτ (D) = D ⊔
⊔
Q(P )

MP/(K ∩MP ).

ここで P は実放物的部分群であって対応する ∆(g, a)の部分集合 S が µ連結，即ち
{µ} ∪ Sが連結であるものであり (Sが空集合である事を許す)，Q(P )はそれに対応す
るµ-飽和な実放物部分群であり，これが全て動く．そしてMP はP のLanglands分解
P = NPAPMPにおける簡約な部分群MP -partのことである．したがってMP/(K∩MP )

は元のDより低次元であるこれまた対称空間である．S = ∅の時のみ1点集合となる．
[Sat60b]においてはしかるべき条件のもとでこのD ⊂ iτ (D)の中間に “有理閉包”と

いう
D∗,τ := D ⊔

⊔
Q(P ):rational

MP/(K ∩MP )

を定義し，(X ⊂)X
Sat,τ

:= Γ\D∗,τがコンパクトである事を示した．これがXの佐武コ
ンパクト化であるが，定義から見てわかるように τ (またはµ)に依存するわけである．
DがHermite対称空間の構造を持ち，µ = µBBが制限ルート系において distinguished



rootにのみ直交しないようなウェイト (の一つ)である場合に，これは佐武-Baily-Borel

コンパクト化であり，射影的であると示された．
ここ数年行っていた大島芳樹氏（大阪大学情報科学研究科）との共同研究 [OO18b]

をこれ以降解説するが，ここで鍵となるのは，(τ, V )が随伴表現 (τad, g(⊗C))の場合で
ある．この場合，gが球表現 (K同時固有空間が実1次元分だけ存在する)であることか
ら，iτ : D ↪→ P(V ′)をG同変な唯一の写像である ιτ : D ↪→ P(g)で replaceできる．

コメント 2.3 (Borel-Serreコンパクト化). ちなみに，よりよく知られているようであ
る局所対称空間のBorel-Serreコンパクト化 [BorSer73]は同じ局所対称空間のあらゆる
佐武コンパクト化への全射を持つ．このコンパクト化はトポロジーが角付き多様体な
のでその点扱いやすく，例えば近年もP.Scholze等によってGalois表現の構成にも用い
られたようである．

コメント 2.4. [OO18b, §2, 定理 2.1]において，局所Hermitian対称空間 (“志村多様
体”)の随伴型の佐武コンパクト化については，そのトロイダルコンパクト化 ([AMRT])

のMorgan-Shalen型コンパクト化 ([MS84, BouJon17, Odk18]としてより“代数幾何学/

非アルキメデス幾何学/トロピカル幾何学的に”復元できるという事を示した．これも
大切な観点であるが，紙面の都合により詳細は本論文を参照されたい．

2.3. 随伴型佐武コンパクト化とRicci平坦計量の崩壊（[OO18b]）

主偏極 Abel多様体のモジュライ空間 AgのGromov-Hausdorffコンパクト化（或いは
トロピカル幾何学的コンパクト化）については，考えるRicci-flat計量が explicitな平
坦計量であり，行列の挙動の計算に帰着されるので難しくはない（[Odk18]）．しかし
Mg, Agの場合等を超えた一般の（非正Ricci曲率の）Kähler-Einstein計量については
explicitに書くことが一般に困難であるため，具体的計算に基づいて崩壊を調べる事は
できなかった．しかし周期の理論と対称空間の理論を活用して断熱極限の話に帰着を
して [GroWil00, Tos10, GTZ13, GTZ16]，K3曲面の場合（部分的には高次元超Kähler

多様体においても）次のように崩壊ならびにGromov-Hausdorffコンパクト化の構造を
conjecturalに（部分的証明付き）随伴型の佐武コンパクト化と同定した（[OO18b, §4,
§6, §8]）．また，主偏極Abel多様体のモジュライ空間Agの場合は conjecturalでなく定
理として確立した（[OO18b, §3]）．
次数2dの偏極 (ADE特異点を許した)K3曲面のモジュライ空間F2dの場合（[OO18b,

§4]）を扱おう．これが周期写像によって Õ+(Λ2d)\O(2, 19)/O(2) × O(19)とかける事
は有名な事実であり，Torelli型定理並びに周期写像の全射性による（[BR75, Tod79]）．
[OO18b, §4]の鍵となるのは以下の幾何的実現射（geometric realization map）の
定義である．

Φalg : F2d
Sat,τad → CMet1.

ここでF2d
Sat,τadは随伴表現 τadに対応する佐武コンパクト化であり，次のような階層

構造を持つことがわかる．

F2d
Sat,τad

= F2d ⊔
⊔
l

F2d(l) ⊔
⊔
p

F2d(p).

ここで l, pはそれぞれ 1, 2次元のΛ2d ⊗Qの isotropicなQ上部分空間の Õ+(Λ2d)- 同値
類である．各階層は次のような構造を持つ．



• F2d(l) := {v ∈ (l⊥/l) ⊗ R | (v, v) > 0}/ ∼ . ここで v ∼ v′は g · l = lなる
g ∈ Õ+(Λ2d)とある c ∈ R×について g · v = cv′たる事である．

• F2d(p)は単に1点である．

そこで所望のΦalgは以下のように構成する：

• [(X,L)] ∈ F2dに対して，Φalg((X,L))をXの上にKähler類が c1(L)となるRicci-

flat Kähler (orbi)計量から定まる距離空間とする．

• [l, v] ∈ F2d(l)について，l = Qe (e ∈ Λ2d)とかいたとき，Φalg([l, v])は次のようにし
てできる距離の入ったS2（“トロピカルK3曲面”）である：周期がλ2d−

√
−1cv(c ∈

R>0)とかけるあるmarked K3曲面Xで eが基底点自由なものを取り，それの定
める楕円曲面X → B ≃ CP1を考える．BにMcLean計量 (cf., [GroWil00, Gro12]

etc)を入れて直径を1に rescaleしたものをΦalg([l, v])とする．

• F2d(p)の点達はすべて長さ1の区間に移す．

この写像は階層ごとに“ばらばら”に定義したものであるが，以下が期待されるとい
うのが主な内容である．

予想 2.5 (主予想). CMet1にGromov-Hausdorff距離で位相を入れるとΦalgは連続と
なる．

トロピカルK3曲面（球面S2）への崩壊の部分については証明を完成させた：

定理 2.6 (主予想2.5の部分的解決). 少なくともF2d
Sat,τad \(

⊔
pF2d(p)) = F2d⊔

⊔
l F2d(l)

上においてはΦalgは連続である．また，∂F2d
Sat,τad

:= F2d
Sat,τad \F2d 上においてもΦalg

は連続である．

系 2.7 (K3曲面に対してのGross-Wilson-Kontsevich-Soibelman予想 (cf., [GroWil00,

§6],[KS06, Conjecture 1])の解決+α). 偏極K3曲面の1パラメータ極大退化族{(Xt,Lt)t∈∆∗

に対して，そのXt上にKähler類がR>0c1(Lt)内に入っているような直径1のRicci-flat

Kähler計量 gt を考える．この時 (Xt, gt)の t → 0におけるGromov-Hausdorff極限は存
在し，これは球面に同相なトロピカルK3曲面である．
またこれは，この族のHodge構造の変形 {PH2(Xt,Z)}に伴うmonodromyだけから

決定される．

特に上述予想2.5が正しければ，次数一定の偏極射影的K3曲面のGromov-Hausdorff

崩壊は2次元球面または線分しかないと従う．代数的とは限らないKähler K3曲面（の
超Kähler回転による同値類）のモジュライ空間MK3についても [KT87]によりこれは
57次元の局所対称空間の構造を持つ事がわかっているので，[OO18b, §6]において随伴
型の佐武コンパクト化MK3

Sat,adj
を

MK3
Sat

= MK3 ⊔MK3(a) ⊔MK3(b1) ⊔MK3(b2)

⊔MK3(c1) ⊔MK3(c2) ⊔MK3(d).

• MK3(a) は36次元でO(2, 18)/(O(2)×O(18))の数論的商,



• MK3(b1)とMK3(b2) は5次元でSL(3,R)/SO(3)の数論的商,

• MK3(c1) and MK3(c2)は2次元でSL(2,R)/SO(2)の数論的商（モジュラー曲線），

• MK3(d)は1点，

と分割する事によって以下のように幾何学的実現写像

Φ: MK3
Sat → CMet1

が定義された．

• MK3(a) はトロピカルK3曲面 (“S2”）を explicitにパラメトライズ,

• MK3(b1)は平坦なT 3/± 1をパラメトライズ（cf., [Fscl16]），

• MK3(c1)は平坦なT 2/± 1をパラメトライズ，

• その他の境界成分は線分をパラメトライズする（cf., [CC16, HSVZ18]）．

予想 2.8 (主予想2 in [OO18b, §6]). 上記のパラメータ付けによって定まるΦは連続で
ある．

定理 2.9 (主予想 2.8の部分的解決 [OO18b, §6]). Φ|M2d⊔MK3(a)
は連続であり，平坦な

特異Kummer曲面をパラメトライズする locus MKmの閉包MKm はMK3(a)以外の境
界成分を全て含むが，Φ|MKm

も連続である．

上記の予想が正しければ，Ricci平坦なK3曲面の (Gromov-Hausdorff)崩壊極限は

• “トロピカルK3曲面”(S2），

• 平坦なT 3/± 1，

• 平坦なT 2/± 1，

• 線分

の5種類しかない事になる．これら5つの異なるK3曲面の崩壊の種類は，素粒子物理
学の観点からいうと “M理論のつかさどる超弦理論の間の双対性の鍵であるかもしれ
ない”とDave Morrison氏にコメントをいただいた．筆者にはよくわからないが，数理
物理学の方との交流も有意義になればうれしく思う．

2.4. Open problemsの例

多くの分野に関わるコンパクト化の理論であるので今後様々な方向性が考えられるが，
幾つか問題を提示したい．

2.4.1. 応用

多くの皆様に聞かれるのはこのコンパクト化の理論の応用の存在についてである．基
礎的な事の理解を進展すれば何れ応用はあると信じているが，（細かい事を除くと）残
念ながら具体的にはまだ見つかっていない．



2.4.2. Weil-Petersson計量との関係

K-moduli空間においても射影性に関係して大切な役割を果たす（一般化された）Weil-

Petersson計量（cf., [Koi83], [FjkSch90]）であるが，それとトロピカル幾何学的コンパ
クト化の関係についてはC.Spotti氏を始め，様々な人に最近よく聞かれる．次のよう
な問題と考えられる．

問題 2.10. Weil-Petersson計量のK-moduli空間の境界での漸近挙動からトロピカル幾
何学的コンパクト化を再構成できるか？

Mg上のWeil-Petersson計量は [Mas76]により，完備化はDeligne-Mumfordコンパク
ト化と同定できる．この事実は狭義K安定な偏極多様体のモジュライであるK-moduli

の開軌跡に拡張されるだろうと思われる．Calabi-Yau多様体の場合についてはWP計
量は正則体積形式がflatなことを利用してより簡単に書ける（[Tia87]）．超ケーラー多
様体の場合には [Schu85]により，周期領域上のBergman計量に一致する．

2.4.3. Calabi-Yau多様体の場合

我々の [OO18b]の議論は，そこでの 8節で論じたように，高次元の超ケーラー多様体
（正則シンプレクティック多様体）に対しても技術的な困難を覗いておよそ同様に機能
して成立すると考えている．ただ一般のRicci平坦計量については同じ議論は成立し
ない．それにもかかわらずMorgan-Shalen型コンパクト化の理論を使うと [OO18b, §9,
Problem 9.1]で提出したように，一般のRicci-flat Kählerな射影多様体のモジュライ空
間Mについて極小なMorgan-Shalen-Boucksom-Jonssonコンパクト化がMのGromov-

Hausdorffコンパクト化を支配するかどうか？という問が定式化される．特に，[OO18b,

§9]では技術的に仮定していたMの（分岐因子を込めての）対数的一般型性は [Den19]

によって一般に正しいと主張された為に問題はより一般的で厳密な予想に近づいたの
で今後の進展を考えたい．
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