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概 要

極大トーラス作用付きのコンパクト複素多様体のなす圏とある種の組合せ論
的対象からなる圏が同値になることを述べる. また極大トーラス作用付きの
コンパクト複素多様体には自然な葉層構造が入り,横断的には非特異完備トー
リック多様体と似た振る舞いをすることを述べる.

1. 序
Mを連結な可微分多様体とし, コンパクトトーラスGはMに効果的に作用していると
する. このときx ∈ Mにおける接空間TxMは固定部分群Gxの忠実表現になる. G-作
用で不変な計量をとれば, Gxの表現TxMは軌道G ·xの接空間Tx(G ·x)とその直交補空
間 (Tx(G ·x))⊥にGxの表現として分解する. Gが可換であることからTx(G ·x)は自明な
Gxの表現であり, したがって (Tx(G · x))⊥は忠実なGxの表現である. GL((Tx(G · x))⊥)
の極大コンパクトトーラスの次元は高々 (dimM − dimG · x)/2であるから, 不等式

dimGx ≤ 1

2
(dimM − dimG · x) (1.1)

を得る. dimG · x = dimG− dimGxより不等式 (1.1)は

dimG+ dimGx ≤ dimM (1.2)

と同値である.

定義 1.1. Mを連結な可微分多様体とし, コンパクトトーラスGはMに効果的に作用
しているとする. ある x ∈ Mが存在して, dimG + dimGx = dimMが成立 (すなわち
(1.2)の等号が成立)するとき, G-作用は極大であるという.

注意. G-作用が極大であるとき, GはMの微分同相写像のなす群Diff(M)の中の極大
コンパクトトーラスになる. 逆は一般には成り立たない.

コンパクト複素多様体Mと, Mに極大かつ複素構造を保つように作用するコンパク
トトーラスGの組 (M,G)を分類することが, 1つ目の目的である. いくつか例を挙げる.

例 1.2 (複素トーラス). ΓをCnの格子とし, Mを複素トーラスCn/Γ, GをM自身とす
る. Gは2n次元コンパクトトーラスで, Mに自由に, かつ複素構造を保つように作用す
る. 全ての点x ∈ Mに対してGxは自明であるからdimG+ dimGx = dimMが成り立
ち, 特にG作用は極大である.

例 1.3 (非特異かつ完備なトーリック多様体). M を複素 n次元の非特異かつ完備な
トーリック多様体とし, GをMに作用するn次元代数トーラス (C∗)nの極大コンパクト
トーラス (S1)nとする. このときMのG-固定点x ∈ MGにおいてGx = Gであるから
dimG+ dimGx = dimMが成り立ち, 特にG-作用は極大である.
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例1.3に関しては逆が成り立つ. すなわち, Mがコンパクトな複素n次元の複素多様体
であって, n次元コンパクトトーラスGがMに複素構造を保つように,かつ効果的に作用
し,さらにG-固定点が存在するならば, Mはトーリック多様体である([IK2012, Theorem

1]).

例 1.4 (Hopf曲面). 代数トーラス(C×)2のC2\{0}への作用を(g1, g2) ∈ (C×)2, (z1, z2) ∈
C2 \ {0}に対し (g1, g2) · (z1, z2) := (g1z1, g2z2)によって定める. α1, α2 ∈ C, 1 <

|α1| ≤ |α2|とし, (α1, α2)で生成される (C∗)2の部分群を Γα1,α2 とする. 商空間M :=

(C2 \ {0})/Γα1,α2は複素多様体であり, S3 ×S1と微分同相である. 商群 (C×)2/Γα1,α2は
実リー群として (S1)3×Rと同型で, Mに複素構造を保つように効果的に作用している.

Gを (C×)2/Γα1,α2の極大コンパクトトーラスとする. 点x = [1, 0] ∈ Mにおいて, Gxは
1次元トーラスであり, dimG+ dimGx = dimMが成り立つ.

より複雑で興味深い例として, LVMBと呼ばれる多様体のクラスがある. このクラ
スの始まりは, López de MedranoとVerjovskyによって得られたもので, CP n内の 2

つの実 2次超曲面の完全交差に, それと横断的な複素 1次元の葉層構造を上手く定め
て, leaf spaceとして複素構造を入れたものである ([LdMV1997]). これらはHopf多様
体やCalabi-Eckman多様体 ([CE1953])を含み, また複素トーラスを除いてシンプレク
ティック構造を持たず,特にケーラー多様体にならない. 一方で, LoebとNicolauによっ
てこの多様体には複素 1次元の横断ケーラー ∗な葉層構造が自然に入り, これを用いて
ほとんどの場合に複素部分多様体をほとんど持たないことを示した ([LN1999]). LVM,

LVMB多様体はこれ (LV多様体と呼ぶことにする)の一般化のために, LVMとLVMB

を説明する前に, LV多様体とその上の葉層構造についてもう少しだけ説明しておく.

2つの実数列 (a0, . . . , an), (b0, . . . , bn) ∈ Rn+1に対して, CP n内の 2つの実 2次超曲面
{[z] ∈ CP n |

∑n
i=0 ai|zi|2 = 0}, {[z] ∈ CP n |

∑n
i=0 bi|zi|2 = 0}が横断的に交わる場合を

考える. λi = ai +
√
−1biとおき, Cn+1上の正則ベクトル場

∑n
i=0 λizi

∂
∂zi
はCP n上の正

則ベクトル場 ξに落ち, M := {[z] ∈ CP n |
∑n

i=0 λi|zi|n = 0}に対して横断的であるこ
とが確かめられる. これによってMはCP nのある開集合上の正則ベクトル場 ξによる
葉層構造の leaf spaceとして複素構造が定まる. さらに正則ベクトル場

∑n
i=0 aizi

∂
∂zi
は

M上の至る所0でない正則ベクトル場ηに落ち, さらに横断ケーラー形式が具体的に構
成される.

LV多様体の後にMeerssemanは López de Medranoと Verjovskyの構成を CP n 内
の

∑n
i=1 ai|zi|2 = 0で与えられる偶数個の実 2次超曲面の完全交差に, Loebと Nico-

lauの横断ケーラーな葉層構造を一般化したものを得て, LVM多様体と呼ばれている
([Mee2000]). LVM多様体はその上の葉層構造の葉がすべて閉であるときに射影的トー
リック軌道体上のザイフェルトトーラス束の構造を持つ ([MV2004]). また, LVM多様
体のトポロジーが十分複雑であることが, BosioとMeerssemanによって調べられてお
り, 例えば任意の有限生成アーベル群に対し, それを整係数コホモロジー群の部分群に
持つようなLVM多様体が存在することが示されている ([BM2006]). LVM多様体の後,

Bosioによって実 2次超曲面の交叉を介さずに, CP nの開集合上のある葉層構造の leaf

spaceとして構成, 一般化されたものがLVMB多様体である ([Bos2001]). LVMB多様体
の構成はやや複雑であるが, 複素構造を保つような極大トーラス作用が自然に入ること
を見るのは易しい.

∗4節で触れる.



他の興味深い例として, moment-angle多様体がある. Moment-angle多様体が最初
に現れたのは [DJ1991]で, トーリックトポロジーの中で発展, 一般化され, よく研究さ
れている (トーリックトポロジーに関しては, 例えば [BP2015]を参照していただきた
い). PanovとUstinovskyによって, 偶数次元のmoment-angle多様体の多くにケーラー
にならない複素構造が構成され ([PU2012, Theorem 3.7]), 特別な場合のHodge数の記
述を得ている ([PU2012, Theorem 5.10]). またPanov, UstinovskyとVerbitskyはLVM

多様体のときと同様に, 多くの場合ほとんど複素部分多様体を持たないことを示した
([PUV2016]).

2. 不変量の抽出
この節ではMはコンパクト複素多様体で, Mに極大かつ複素構造を保つようにコンパ
クトトーラスGが作用しているものとする. 組 (M,G)に対して, 以下でGのリー代数
gの中の非特異扇∆と複素部分ベクトル空間 h ⊂ gCを定義し, その特徴づけについて
述べる.

Gの部分群G′によるMの固定点集合MG′
の各連結成分はMの複素部分多様体であ

る. Gの1次元部分トーラスG′による固定点集合の連結成分で, 複素余次元1のものを
Mの特性部分多様体という. Mのコンパクト性からMの特性部分多様体M1, . . . ,Mm

は高々有限個であることがわかる. 特性部分多様体Miを固定している 1次元トーラス
をGiとすると, 各点 xi ∈ MiにおいてGiの表現Txi

M/Txi
Mi

∼= Cは忠実であり, この
表現を通じて同型µi : Gi → S1を得る. その逆写像λi : S1 → Gi ⊂ Gは ker expG ⊂ g

の元とみなすことができる. 以上によって錐の集合

∆ := {R≥0λi1 + . . .R≥0λik ⊂ g | Mi1 ∩ · · · ∩Mik ̸= ∅} (2.1)

を得る.

GはMの複素構造を保つように作用していることとMのコンパクト性から, Gの複
素化 ∗GCのMへの正則な作用を得ることができる. これは一般に効果的でない. GCの
global staibilizerからなる部分群

H := {g ∈ GC | g · x = x,∀x ∈ M}

はGCの複素解析的リー部分群. そのリー代数

h = {u+
√
−1v ∈ gC | Xu + JXv = 0}† (2.2)

はgCの複素部分ベクトル空間である.

(2.1)と (2.2)によって得られた gの中の錐の集合∆と gCの複素部分ベクトル空間 h

は次の命題によって統制される.

命題 2.1. 1. ∆はgの格子ker expGに関して非特異な扇になる
‡.

∗G = (S1)nのときは, GCは代数トーラス (C∗)n. GCのリー代数は gの複素化 gC = g⊗ C.
†ここではu, v ∈ gに対しu+

√
−1v = u⊗ 1 + v ⊗

√
−1とする. また JはMの複素構造で, Xu, Xv

はそれぞれ u, v ∈ gで生成されるMの基本ベクトル場.
‡有限次元実ベクトル空間V の中の錐σがV の格子Γについて非特異であるとは, σがΓのZ-基底の

一部で生成されているときをいう. 有限個の錐からなる集合∆が扇であるとは, σ, τ ∈ ∆に対してσ ∩ τ
が σ, τの共通の面になっていることをいう. 扇の各錐が非特異のとき, その扇を非特異な扇という.



2. p : gC → gを直和分解gC = g⊗ 1 + g⊗
√
−1に関する第一射影とする. このとき

制限p|h : h → gは単射になる.

3. h′ := p(h)とする. 商写像 q : g → g/h′によって, gの中の扇∆はg/h′の中の完備 ∗

な扇 q(∆)に写る.

3. 主定理
前節では, 極大トーラス作用付き複素多様体 (M,G)に対して, 扇と複素部分ベクトル空
間の組 (∆, h)を対応させた. ここでは, これらの圏C1, C2を考える.

C1の対象は次を満たす (M,G, y)全てである: Mはコンパクト連結複素多様体, Gは
コンパクトトーラスで, Mに極大かつ複素構造を保つように作用, y ∈ M,Gy = {1}. C1
の対象 (M1, G1, y1), (M2, G2, y2)の間の射の集合は滑らかな準同型α : G1 → G2とα-同
変 †な正則写像f : M1 → M2でf(y1) = y2を満たすものの組 (f, α)全体である.

C2の対象は次を満たす (∆, h, G)全てである: Gはコンパクトトーラス, ∆は gの中
の扇, hは gCの複素部分ベクトル空間で, 命題 2.1を満たす. C2の対象 (∆1, h1, G1)と
(∆2, h2, G2)の間の射の集合は滑らかな準同型写像 α : G1 → G2であって, その微分
dα : g1 → g2が扇の射 ‡dα : ∆1 → ∆2になり, 複素化 dαC = dα ⊗ idC : gC1 → gC2 が
dαC(h1) ⊂ h2を満たすもの全体である.

定理 3.1 ([Ish2016, Theorem 8.2]). 2つの圏C1とC2は同値である.

より詳細には C1 と C2 の間に次の 2つの関手 F1 : C1 → C2, F2 : C2 → C1 がある.

F1 : C1 → C2は C1の対象 (M,G, y)に対して (2.1)と (2.2)によって C2の対象 (∆, h, G)

を対応させるもので, C1 の射 (f, α) : (M1, G1, y1) → (M2, G2, y2)に対し F1(f, α) :=

α : G1 → G2はC2の射α : F1(M1, G1, y1) → F1(M2, G2, y2)になり, F1は関手になるこ
とが確かめられる.

C2の対象 (∆, h, G)に対し, X(∆)を∆に対応するトーリック多様体, H := expGC hを
hに対応するGCの部分群とすると, 商空間X(∆)/Hはコンパクトな複素多様体になる
([Bat2013, Theorem 5.2]). GのX(∆)への作用は商多様体X(∆)/Hへの極大な作用を
誘導する. X(∆)の自然な基点1GC ∈ GC ⊂ X(∆)の商写像による像を [1GC ] ∈ X(∆)/H

とすると, これらによって C1の対象F2(∆, h, G) := (X(∆)/H,G, [1GC ])を得る. C2の
射α : (∆1, h1, G1) → (∆2, h2, G2)はトーリック射φα : X(∆1) → X(∆2)を導き, さらに
φαはα-同変正則写像 fα : X(∆1)/H1 → X(∆2)/H2を誘導する. F2(α) := (fα, α)はC1
の射 (fα, α) : (X(∆1)/H1, G1, [1G1

C ]) → (X(∆2)/H2, G2, [1G2
C ])になり, F2も関手にな

ることが確かめられる.

F1 ◦F2 : C2 → C2はC2の恒等関手 idC2になり, C1の恒等関手 idC1とF2 ◦F1 : C1 → C1
の間に自然同型 η : idC1 → F2 ◦ F1が存在する. この 2つの関手F1, F2が圏C1, C2の同
値を与える.

注意. トーリック多様体の圏と有理扇のなす圏は同値である. これらの圏の対象を “非
特異かつ完備”なものに制限したものは, それぞれC1の対象をトーリック多様体に制限

∗ベクトル空間V の中の扇∆が完備であるとは,
∪

σ∈∆ σ = V を満たすことをいう.
†G1, G2を群, α : G1 → G2を準同型写像, X1, X2をそれぞれG1, G2-集合とするとき, 写像f : X1 →

X2がα-同変であるとは, すべての x ∈ X, g ∈ G1に対し f(g · x) = α(g) · f(x)が成り立つことをいう.
‡ベクトル空間V1, V2の中の扇∆1,∆2に対し, 線形写像 f : V1 → V2で任意のσ1 ∈ ∆1に対しあるσ2

が存在して f(σ1) ⊂ σ2を満たす fが∆1と∆2の間の射.



したもの, C2の対象をdimC h = 0に制限したものと一致する ([Ish2016, Theorem 9.2]).

定理3.1の非同変版として次の定理が成り立つ.

定理 3.2 ([Ish2016, Theorem 8.5]). (M1, G1, y1), (M2, G2, y2) ∈ C1に対し以下は同値.

1. M1, M2は双正則.

2. (M1, G1, y1), (M2, G2, y2)はC1の中で同型.

3. F1(M1, G1, y1),F1(M2, G2, y2)はC2の中で同型.

4. ケーラー形式, 横断ケーラー形式とモーメント写像
Mはコンパクト複素多様体, ωはM上の正の閉 (1, 1)-形式 (ケーラー形式), JはMの複
素構造とする. MにコンパクトトーラスGがω, Jを保って作用するとき, v ∈ gに対し
てある点x ∈ Mで (Xv)x = 0となることと, iXvωが完全形式となることが同値になる
([Fra1959]). 定理3.1とFrankelの定理の応用として, (M,G, y) ∈ C1に対してMがケー
ラー形式を持つための次の強い必要条件を得る.

定理 4.1 ([Ish2016]). (M,G, y) ∈ C1とする. Mがケーラー形式を持つならば, 次の同
値な2条件を満たす.

1. M は複素トーラス上の射影的トーリック多様体をファイバーとする同変ファイ
バー束の構造を持つ.

2. (∆, h, G) = F1(M,G, y)とする. トーリック多様体X(∆)はある射影的トーリッ
ク多様体と代数トーラスの直積である. 特に∆は多面体的な扇と0だけからなる
扇の直積.

ケーラー形式の概念を弱めたものを考える. ωを複素多様体M上の(必ずしも正とは限
らない)非負の閉 (1, 1)-形式とする. x ∈ Mにおけるωの値ωxを線形写像TxM → T ∗

xM

と理解する. MにコンパクトトーラスGが Jを保ちかつハミルトニアン ∗に作用する
とき, 簡単な計算からkerωx ⊃ Tx(G · x)∩ JTx(G · x)が得られる ([Ish2017, Proposition

4.2]). これを動機として, gの部分リー代数

h′ := {u ∈ g |∃v ∈ g s.t. Xu = −JXv} ⊂ g (4.1)

とそれに対応する部分群H ′ ⊂ Gを考える.

命題 4.2 ([Ish2017, Proposition 3.3]). Mをコンパクト複素多様体とし,コンパクトトー
ラスGはMに効果的かつ複素構造を保って作用しているものとする. h′は (4.1)で定義
されるものとし, H := expG h′を対応するGの部分リー群 (これは閉とは限らない)と
する. 次が成り立つ.

1. H ′は自然に複素構造を持ち, Mに正則に作用する.

2. H ′のMへの作用は局所自由. すなわち, 固定部分群H ′
xはH ′の離散部分群.

∗ここでのωはシンプレクティック形式でないが, 同様の言葉遣いをすることにする. つまり, すべて
の v ∈ gに対し iXvωが完全形式のとき, G-作用はハミルトニアン.



命題4.2から, H ′の各軌道を leafとするMの正則葉層構造FH′がMのG-作用と複素
構造から定まる. さらにGがMの双正則写像のなす群Aut(M)の中の極大コンパクト
トーラスの場合, H ′は極大コンパクトトーラスGの選び方によらない ([IK2018, Lemma

2.1]). Gが Aut(M)の中の極大コンパクトトーラスのとき, FH′ をM の cannonical

foliationと呼ぶことにする.

複素多様体M 上の正則な葉層構造 F に対し, M 上の非負の閉 (1, 1)-形式 ωが横断
ケーラーであるとは, 全ての x ∈ M に対し kerωx = TxF が成り立つことを意味する.

ここで, TxFはxを通るFの leafに接するベクトルからなるTxMの部分空間である. M

にコンパクトリー群Gが複素構造を保つように作用し, かつ正則な葉層構造F から定
まるベクトル束TFが接束TMのG-同変な部分束であるとき, FをG-不変な正則葉層
構造と呼ぶことにする. G-不変な正則葉層構造Fに関する横断ケーラー形式はG上の
Haar測度で平均化することによってG-不変な横断ケーラー形式ωに取り替えることが
でき, このとき全ての v ∈ gに対して iXvωは閉形式である.

今, Mをコンパクト複素多様体, GをMに効果的かつ複素構造を保つように作用する
コンパクトトーラス, ωをFに関するG-不変な横断ケーラー形式とし, G-作用がハミル
トニアンであるとすると, TFH′ ⊂ TFである. したがってTFH′は, G-作用がハミルトニ
アンになるような横断ケーラー形式を持つ正則葉層構造の下界になる. またモーメント
写像 ∗Φ: M → g∗の像はh′と直行し, 従ってモーメント写像は (必要ならば適当な定数
c ∈ g∗を加えて)値域が (g/h′)∗の写像 Φ̃ : M → (g/h′)∗を誘導する. シンプレクティッ
ク幾何におけるモーメント写像の凸性定理 ([Ati1982, Theorem 1], [GS1982, Theorem

4])のアナロジーとして次を得る.

定理 4.3 ([Ish2017, Corollary 4.5]). M をコンパクト複素多様体, GをM に効果的か
つ複素構造を保つように作用するコンパクトトーラス, ωをFH′に関するG-不変な横
断ケーラー形式とし, G-作用はハミルトニアンであると仮定する. このとき, Φ̃(M)は
(g/h′)∗の中の凸多面体になる.

(M,G, y) ∈ C1に対して, canonical foliationに関する 1st basic cohomology H1
B(M)

は消滅し, したがって任意のG-不変な横断ケーラー形式に対してG-作用はハミルトニ
アンになる. 定理4.3を用いることによって, (M,G, y) ∈ C1に対して以下の特徴づけを
得る.

定理 4.4 ([Ish2017, Theorem 5.8]). (M,G, y) ∈ C1とM の canonical foliation F に対
し, 次は同値.

1. Fに関する横断ケーラー形式ωが存在する.

2. (∆, h, G) = F1(M,G, y)とする. g/h′の中の完備な扇 q(∆)は凸多面体的である.

またこのとき, 凸多面体 Φ̃(M)のnormal fanは q(∆)である.

ここで, ベクトル空間V の双対空間V ∗の中の凸多面体P ⊂ V ∗のnormal fanは次の
ものである. v ∈ V をP上の関数とみて, vの最小値をとるPの点全体

Fv = {α ∈ P | ⟨α, v⟩ ≤ ⟨α′, v⟩ for all α′ ∈ P}

∗つまり v ∈ gに対し d⟨Φ, v⟩ = −iXvωを満たす写像.



はPの面である. Pの面Fに対し, Fの inner normal cone σF ⊂ V は

σF = {v ∈ V ∗ | Fv ⊂ F}

で与えられる. {σF | FはPの面}がPのnormal fanであり, V の中の扇∆が凸多面体
的であるとは, V ∗の中の凸多面体Pが存在して∆がPのnormal fanになることをいう.

定理4.4とBattistiのLVM多様体の特徴づけ [Bat2013, Theorem 3.10]を合わせると,

Cupit-Foutouと Zaffranによる予想 [CFZ2007, Page 795, Remark]の肯定的な解決を
得る.

5. Transverse equivalenceとprincipal equivalence

(M,G, y) ∈ C1に対し, MとMの canonical foliation Fの組 (M,F )の, 横断同値類の分
類および横断同値に関して不変なものを研究したい.

定義 5.1 ([Mol1988, Definition 2.1]). 葉層構造付きの滑らかな多様体 (M1, F1), (M2, F2)

が横断同値(transversely equivalent)であるとは, 以下を満たす葉層構造付きの滑ら
かな多様体 (M0, F0)と滑らかな写像fi : M0 → Mi, i = 1, 2が存在することを言う.

1. fiは surjective submersion,

2. fiの各ファイバーは連結,

3. Fiの葉のfiによる逆像はF0の葉.

滑らかな多様体の圏では横断同値の定義は上の通りであるが, 複素多様体の圏でも同
様に, 適当に制限して定義できる. C1の横断同値類に関しては, 次の定義と定理が基本
的である.

定義 5.2 ([IKP2018, Definition 5.2]). (M1, G1, y1), (M2, G2, y2) ∈ C1がprincipal equiv-

alentであるとは,以下を満たす(M0, G0, y0) ∈ C1と射(fi, αi) : (M0, G0, y0) → (Mi, Gi, yi),

i = 1, 2が存在することを言う.

1. αi : G0 → Giは全射,

2. kerαi ⊂ G0は連結 (特にkerαiはG0の部分トーラス),

3. f : M0 → Miは主kerαi-束.

定理 5.3 ([IKP2018, Theorem 5.4]). (M1, G1, y1), (M2, G2, y2) ∈ C1とし, F1, F2をそ
れぞれ M1,M2 の canonical foliationとする. このとき, (M1, G1, y1), (M2, G2, y2)が
principal equivalentならば, (M1, F1), (M2, F2)は (複素多様体の圏の範疇で)横断同値
である.

Principal equivalence classの組合せ的な対応物として, marked fanの概念を導入する.

定義 5.4. 以下を満たす組 (Ṽ , Γ̃, ∆̃, λ̃)をmarked fanと言う.

1. Ṽ は有限次元Rベクトル空間,

2. Γ̃は Ṽ の有限生成部分群で, Ṽ をR-線形に張る,



3. ∆̃は Ṽ の扇で, ∆̃の各錐は Γ̃の元で生成される,

4. ∆̃(1)を ∆̃の 1次元錐の集合とする. λ̃ : ∆̃(1) → Γ̃は写像で, 各 ρ̃ ∈ ∆̃(1)に対し
λ̃(ρ̃) ∈ Γ̃は ρ̃を張る.

∆̃がそれぞれ完備, 単体的な扇のときにmarked fan (Ṽ , Γ̃, ∆̃, λ̃)はそれぞれ完備, 単体
的であるという. また, 2つのmarked fan (Ṽ1, Γ̃1, ∆̃1, λ̃1), (Ṽ2, Γ̃2, ∆̃2, λ̃2)が同型である
とは, ある線形同型φ : Ṽ1 → Ṽ2が存在して, φ(Γ̃1) = Γ̃2, φ(∆̃1) = ∆̃2, φ ◦ λ̃1 = λ̃2 ◦ φ
を満たすことをいう.

例 5.5. 例 1.4のHopf曲面に対応するmarked fanは次のmarked fan (Ṽ , Γ̃, ∆̃, λ̃)と同
型になる. Ṽ = R, Γ̃は3つの実数

log |α1|, log |α2|, log |α1|
argα2

2π
− log |α2|

argα1

2π

で生成されるRの部分群. ∆̃はRの中の完備な扇{{0},R≥0,R≤0}で, λ̃ : {R≥0,R≤0} →
Γは λ̃(R≥0) = log |α1|, λ̃(R≤0) = − log |α2|で与えられる.

単体的かつ完備なmarked fanのなす classを C̃2とする. C2の対象 (∆, h, G)に対し
て, 商写像 q : g → g/h′を通じて単体的かつ完備なmarked fanを得ることができる.

すなわち, Ṽ := g/h′, Γ̃ := q(ker expG), ∆̃ := q(∆), λ̃(q(ρ)) := q(λ(ρ))∗ とすれば,

(Ṽ , Γ̃, ∆̃, λ̃) ∈ C̃2. この対応とF1 : C1 → C2を合成して, 対応 F̃1 : C1 → C̃2を得る.

定理 5.6 ([IKP2018, Theorems 5.7, 5.8]). 1. (M1, G1, y1), (M2, G2, y2) ∈ C2が prin-

cipal equivalentであることと,対応するmarked fan F̃1(M1, G1, y1), F̃1(M2, G2, y2)

が同型であることは同値.

2. F̃1は本質的に全射. すなわち, 単体的かつ完備なmarked fan (Ṽ , Γ̃, ∆̃, λ̃) ∈ C̃2に
対し, F̃1(M,G, y)が (Ṽ , Γ̃, ∆̃, λ̃)と同型になるような (M,G, y) ∈ C1が存在する.

定理5.3, 5.6から次の図のようになっていることがわかる.

principal equivalence ⇐⇒ marked fan isomorphism

⇐

transverse equivalence

極大トーラス作用付き複素多様体 (M,G, y) ∈ C1とその canonical foliationに対して,

(M,F )の横断同値類の任意の不変量および不変な性質は, すべて対応するmarked fan

を用いて記述できる (例えば定理4.4).

6. Basic cohomology

葉層構造付きの滑らかな多様体 (M,F )に対し, basic complex

Ω∗
B(M) = {α ∈ Ω∗ |全てのX ∈ C∞(M,TF )に対し iXα = 0, LXα = 0}

は横断同値類で不変である. 特にbasic cohomology H∗
B(M)は横断同値類であり, M/F

が多様体の場合にはM/Fのde Rham cohomology H∗(M/F )との間に自然な同型があ

∗ただしλ(ρ)は ρ ∈ ∆(1)の primitiveな生成元.



る. LVMB多様体の場合にはBattagliaとZaffranによって, 加群としての構造が調べら
れている ([BZ2015]). より一般に (M,G, y) ∈ C1, F がMの canonical foliationの場合
に, G-equivariant cohomologyを用いてbasic cohomologyの積構造も含めた具体的な記
述を得た.

定理 6.1 (一般の場合は [IKP2018, Theorem 5.9], 横断ケーラーの場合は [Ish2018, The-

orem 7.3]). (M,G, y) ∈ C1, F をMの canonical foliationとする. 対応するmarked fan

を (Ṽ , Γ̃, ∆̃, λ̃)とし, {ρ̃1, . . . , ρ̃m} = ∆̃(1)とする. このとき, 次の次数付きR-代数の同型
がある:

H∗
B(M) ∼= R[x1, . . . , xm]/I + J ,

ここで各xiの次数は2で, IはStanley-Reisnerイデアル

I = ⟨xi1 . . . xik | ρ̃i1 + · · ·+ ρ̃ik /∈ ∆̃⟩,

J は線形イデアル

J =

⟨
m∑
i=1

⟨u, λ̃(ρ̃i)⟩xi | u ∈ (g/h′)∗

⟩
.

定理 6.1からH∗
B(M)は次数 2の元で生成されることがわかる. このことと, basic

Dolbeult cohomologyのHodge分解, 横断ケーラー形式の定めるbaic cohomology class

のなすH2
B(M)の部分集合が開であることを示すことによって, 次を得た.

定理 6.2 ([Ish2018, Theorem 8.1]). (M,G, y) ∈ C1, F をMの canonical foliationとす
る. Fに関する横断ケーラー形式が存在するならば,

Hp,q
B (M) ∼=

{
0 if p ̸= q,

H2p
B (M)⊗ C if p = q.
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