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1. Introduction

1.1. はじめに
この小論文ではレブナー微分方程式を用いた単葉関数の擬等角拡張の構成についての
緒結果を紹介する．基本となる擬等角拡張定理は1972年にBeckerによりもたらされた
が，近年のレブナー理論の発展とともに擬等角拡張の研究も発展を遂げている．

1.2. 記号や基本定理
本稿で用いる記号などを列挙する．

• D := {z ∈ C : |z| < 1}

• S : D上定義された単葉関数で f(0) = 0, f ′(0) = 1と正規化されたものの族．こ
のSに関する理論を単葉関数論という．Sは広義一様収束の位相のもとコンパク
トである．

• S(k) : Sの元で，CからCへのk-擬等角写像に拡張できるようなもの全体．S(k)
も広義一様収束の位相のもとコンパクトである（[Sch75, Theorem 14.1]）．

• Sf : Schwarz微分Sf := (f ′′/f ′)′ − (f ′′/f ′)2/2．

• Hol(D, D) : D上定義された正則函数f : D into→ D全体の集合

• Hol(D) := Hol(D,D)．

• Gen(D) : Hol(D,C)内の Infinitesimal Generator全体

• LC : 一般化されたLoewner chain全体

• EF : evolution family φs,t全体

• Ω[(ft)] : Loewner Range, つまりΩ[(ft)] := ∪t≥0ft(D)

• L[(φs,t)] : (φs,t) ∈ EFより生成された (ft) ∈ LCでf0 ∈ Sを満たすもの全体

• LC0 : LCの元で standardなもの全体 (Theorem 3.4)

• HV : Herglotz Vector Field全体．

• HF : 一般化されたHerglotz function全体

• DW : Danjoy-Wolff function，つまり可測関数 τ : [0,∞) → D全体

• BP : Berkson-Porta Data，つまりp ∈ HFと τ ∈ DWの組 (p, τ)全体
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2. 古典的なLoewner方程式と擬等角拡張
2.1. Classical Loewner chain

ft(z) = etz +
∑∞

n=2 an(t)z
nを t ∈ [0,∞)で parametrizeされたD上の正則関数族とす

る．(ft)t≥0が (Classical) Loewner chainであるとは，次の性質を満たす時にいう;

1. 各々の t ∈ [0,∞)に対しftはD上単葉である（つまりft/e
t ∈ S），

2. 任意の s, t ∈ [0,∞), s < tに対し．包含関係fs(D) ⊂ ft(D)が成り立つ．

このとき，(ft)の第一係数が et である事から像領域の包含関係は真である，つまり
fs(D) ⊊ ft(D)．またKoebe 1/4-定理より ft(D)は半径 et/4の円板を含むので，t → ∞
でft(D) → Cとなることがわかる．なお，定義においては (ft)の tによる連続性は特に
仮定していない事に注意する．
函数族Sの性質を応用することにより，(ft)は全ての s < tに対して

|fs(z)− ft(z)| ≤
8|z|

(1− |z|)4
|es − et| (z ∈ D)

を満たすことがわかる．特に (ft)は任意の固定された z ∈ Dに対して t ∈ [0,∞)上絶
対連続である．さらに，tに無関係なある除外集合E ∈ [0,∞)が存在して，任意の zと
t ∈ [0,∞) \ Eに対して ḟt := ∂ft/∂tが存在することが示される．
Loewner chain (ft)に対し，次の正則関数族p(z, t)を考える;

p(z, t) :=
ḟt(z)

zf ′
t(z)

. (1)

このp(z, t)をHerglotz関数と呼ぶ．pは次の性質を持たすことが知られている;

(i) 任意の固定された a.e.t ≥ 0に対して，p(z, t)はD上正則な関数で，p(0, t) = 1お
よびRe p(z, t) > 0を満たす;

(ii) 任意の固定された z ∈ Dに対して，p(z, t)は [0,∞)上可測;

つまり (ft)は次のLoewner偏微分方程式（Loewner PDE）を満たす;

ḟt(z) = zf ′
t(z)p(z, t) (z ∈ Dr0 , a.e. t ∈ [0,∞)) (2)

なおSの任意の元はあるLoewner chain (ft)にf0として埋め込むことができる;

Theorem 2.1 ([Pom75, p.159]). 任意のf ∈ Sに対してあるLoewner chain (ft)で
f0 ≡ fとなるものが存在する．

2.2. Beckerによる擬等角拡張への応用
1972年にJochen Beckerにより，Loewner chainを用いた等角写像の擬等角拡張の構成
法が与えられた．



Theorem 2.2 ([Bec72]). (ft)を Loewner chainとし，対応するHerglotz function

p(z, t)が全ての z ∈ Dとほとんど全ての t ∈ [0,∞)に対して

p(z, t) ∈ U(k) :=

{
w ∈ C :

∣∣∣∣w − 1

w + 1

∣∣∣∣ ≤ k

}
(3)

を満たすと仮定する．このとき，各々の t ∈ [0,∞)に対しftはD上へと連続的に拡
張され，さらに

F (reiθ) =

{
f0(re

iθ), if r < 1,

flog r(e
iθ), if r ≥ 1,

はf0のCへのk-擬等角拡張を与える．

つまり時間発展する単連結領域 ft(D)の境界を敷き詰めた写像F を生成すると，そ
れが p ∈ U(k)であれば k-擬等角になっている，という主張である．ft(D)の境界にお
いての連続性を気にしなければ証明自体は易しい．実際，FのBeltrami係数を直接計
算してやれば

µF (re
iθ) =

ir ∂F (reiθ)
∂r

− ∂F (reiθ)
∂θ

ir ∂F (reiθ)
∂r

+ ∂F (reiθ)
∂θ

=
ζf ′(ζ)− ḟt(ζ)

ζf ′(ζ) + ḟt(ζ)
=
p(ζ, t)− 1

p(ζ, t) + 1
(ζ = eiθ, t = log r)

となるからである．実際の証明では，ρ < 1としてFρを ft(ρz)/ρを用いて定義するこ
とで境界での議論を回避，のちに正規族を用いてρ→ 1と極限を取る．
Becker の定理から様々な義等角拡張の十分条件が示されている（例えば [Hot09],

[Hot14]を参照）．また既知の擬等角拡張の十分条件の，Beckerの定理による別証明
も多く与えられている．以下にその一例を挙げる;

Theorem 2.3 ([AW62]). fをD上定義された非定数有理型関数とし，k ∈ [0, 1)と
する．もしfが ||Sf || ≤ 2kを満たせば，fは Ĉ上のk-擬等角写像に拡張できる. こ
のときの拡張Fは

F (z) = f

(
1

z̄

)
+

(
z − 1

z̄

)
f ′ (1

z̄

)
1− 1

2

(
z − 1

z̄

)
f ′′ (1

z̄

)
f ′
(
1
z̄

) (|z| ≥ 1),

に適当な一次変換を合成したもので与えられる．

証明は，fを適当な一次変換でf(z) = z +O(z3)としたあとにftを

ft(z) := f
(
e−tz

)
− (et − e−t) zf ′ (e−tz)

1 + 1
2
(et − e−t) z f ′′(e−tz)

f ′(e−tz)

と定義する．この時点ではあるz ∈ Dに対してf ′(z) = 0となる可能性があるが，tに依存
しない原点のある近傍が存在しその中ではf ′(z) ̸= 0である．すると仮定 |(1−|z|2)2Sf | ≤
2kより，ftはLoewner chainであり対応するp(z, t)は (3)を満たすことが示される．
なおBeckerの定理は，Loewner chainの第一係数を複素数値関数 a : [0,∞) → Cで

a(t)は tに関して局所絶対連続，|a(t)|は tに関して狭義単調増加，limt→∞ |a(t)| = ∞
を満たすものに一般化しても成り立つことが示されている ([Hot11])．



2.3. Betkerによる Inverse Loewner chainsと擬等角拡張定理
Loewner chainは時間発展する単連結領域を描いた．一方で，時間経過により像領域が
減少していく関数，inverse Loewner chainが1992年にBetkerにより導入された [Bet92]．

Definition 2.4. gt(z) = b(t)z +
∑∞

n=2 bn(t)z
nを t ∈ [0,∞)で parametrizeされた

D上の正則関数族とする，ここで b : [0,∞) → Cは tに関して狭義絶対連続であり
limt→∞ b(t) = 0を満たすものである．このとき (gt)t≥0が inverse Loewner chain

であるとは，次の性質を満たす時にいう;

1. 各々の t ∈ [0,∞)に対しftはD上単葉である，

2. 任意の s, t ∈ [0,∞), s < tに対し．包含関係fs(D) ⊃ ft(D)が成り立つ，

3. g0(z) = z.

Inverse Loewner chainは次の微分方程式を満たす;

ġt(z) = −zg′t(z)q(z, t) (z ∈ Dr0 , a.e. t ∈ [0,∞)),

ここで qはHerglotz functionである．また与，えられた qをHerglotz functionに持つ
inverse Loewner chain gtが一意に存在する．
Inverse Loewner chainによる興味深い擬等角拡張定理を紹介する．ひとつはBecker

の定理の一般化である;

Theorem 2.5. (ft)をLoewner chainとし，対応するHerglotz function pが全ての
z ∈ Dとほとんど全ての t ≥ 0に対して∣∣∣∣∣p(z, t)− q(z, t)

p(z, t) + q(z, t)

∣∣∣∣∣ ≤ k (4)

を満たすと仮定する，ここで qはあるHerglotz functionである．(gt)を qより生成
される inverse Loewner chainとする．このとき，各々の t ∈ [0,∞)に対し ft, gtは
D上へと連続的に拡張され，さらに

Φ(reiθ) = f0(re
iθ), if r < 1,

Φ

(
1

gt(eiθ)

)
= ft(e

iθ), if r ≥ 1,

で定義されるΦ : C → Cはk-擬等角写像である．

例えばq(z, t) = p(z, t)と取れば，擬等角拡張の十分条件 | arg p(z, t)| < kπ/2を得る．た
だしこのとき，具体的な擬等角拡張を記述できる場合は限られている（[HW17, pp.199-

201]）．これは次の理由による: q(z, t)から gtを記述するためには，q(z, t)をHerglotz

functionに持つLoewner chain htのzに関する逆関数 h−1
t が必要である．しかし spiral-

like functionなど特別な場合を除き，h−1
t の正確な形を得るのは困難である．

Theorem 2.5においてft(z) = etzと選ぶことで，次の定理を得る;



Theorem 2.6. (gt)を inverse Loewner chainとし，対応するHerglotz function qが
全ての z ∈ Dとほとんど全ての t ≥ 0に対して q(z, t) ∈ U(k)を満たすとする．この
とき，各々の t ∈ [0,∞)に対し gtはD上へと連続的に拡張され，さらに

Φ(reiθ) =

{
g− log r(e

iθ), if r < 1,

reiθ if r ≥ 1,

で定義されるΦ : C → Cはk-擬等角写像である．

上記で得られる擬等角写像ΦはDの境界上で恒等写像となっているため，ΦのBeltrami

係数µΦ(re
iθ) = (1− q(eiθ,− log r))/(1+ q(eiθ,− log r))は trivial Beltrami coefficientと

なっている．つまりTheorem 2.6は trivial Beltrami coefficientの inverse Loewner chain

による構成法を与える（例えば [Sug19]を参照）．

3. 一般化されたLoewner方程式とその理論
Loewner方程式はその正規化条件によりRadial case（内点の正規化）とChordal case（境
界点の正規化）に分けられていたが，2010-2012年にかけて導入された理論（[BCDM12],

[CDMG10]）によりこれらの統一的な扱いが可能になった．

3.1. One-parameter semigroups

いわゆる現代流のレブナー理論を展開するためには，one-parameter semigroup of holo-

morphic functionsの知識が必要である．基本的なことを以下にまとめる．
Schwarz-Pickの定理より，任意の f ∈ Hol(D)\{id}はD内に多くとも 1つの固定点
を持つ．そのような点が存在するとき，それをDenjoy-Wolff pointと呼ぶ．一方で
もしそのような点がD内に存在しないとき，境界固定点 τ = ∠ limz→τ f(z) ∈ ∂Dが一
意に存在しfの反復合成の列{fn}n∈Nが τにD上広義一様に収束する．ここで∠ limは
non-tangential limitを，またfnはfのn回合成写像（f 1 := f, fn := f ◦ fn−1）を表す．
このような境界点も同様にDenjoy-Wolff pointと呼ぶ．
D上の正則自己写像族{ϕt}t≥0 ⊂ Hol(D)がone-parameter semigroupであるとは，
以下の性質が満たされる時にいう;

(i) ϕ0 = idD;

(ii) 任意の s, t ≥ 0に対しϕs+t = ϕt ◦ ϕs;

(iii) D上広義一様に limt→0+ ϕt(z) = z.

One-parameter semigroup {ϕt}に対しては以下の定理が基本的である．

Theorem 3.1 (see e.g. [ES10, p.18]). (ϕt)t≥0をD上の正則自己写像による one-

parameter semigroupとする．このとき任意の z ∈ Dに対して極限

G(z) := lim
t→0+

ϕt(z)− z

t
(5)

がD上広義一様に存在し，G ∈ Hol(D,C)である．さらに，このGにより定義され



る初期値問題 
∂ψt(z)

∂t
= G(ψt(z)), t ≥ 0

ψ0(z) = z, z ∈ D
(6)

の一意解の族(ψt)t≥0はone-parameter semigroupとなり，これは(ϕt)t≥0と一致する．

上記定理より，(ϕt)t≥0は t ≥ 0に関して微分可能であること，また tを固定した時に
現れる正則函数ϕtはD上で単葉であることがわかる．
(6)で得られる函数G ∈ Hol(D,C)を infinitesimal generatorと呼び，そのような

G全体をGen(D)で表す．G ∈ Hol(D,C)がGen(D)に含まれるための必要十分条件は
種々知られているが，ここではその中でもっとも重要な Berkson-Portaの定理を紹介
する．

Theorem 3.2 ([BP78]). f ∈ Hol(D,C)とする．このとき f ∈ Gen(D)であるため
の必要十分条件は，あるp ∈ Hol(D,H)と点 τ ∈ Dが存在し

G(z) = (z − τ)(τ̄ z − 1)p(z) (z ∈ D) (7)

が満たされることである．

(7)はBerkson-Porta representationと呼ばれる．τはG ∈ Gen(D)から生成され
る semigroup {ϕt}により定義されるDW-pointである．

3.2. Loewner chains and evolution families

まずは一般化されたLoewner chainを定義する．

Definition 3.3 ([CDMG10, Definition 1.2]). 単位円板D上定義された正則函数の
族 (ft)t≥0がLoewner chainであるとは，次の条件を満たすときにいい，(ft) ∈ LC

で記す;

LC1. 各 t ∈ [0,∞)に対し，ft : D → Cは単葉;

LC2. 全ての0 ≤ s < t <∞に対しfs(D) ⊂ ft(D);
LC3. 任意のコンパクト集合K ⊂ Dと T > 0に対してある非負な局所可積分函数

kK,T : [0, T ] → R≥0が存在し，全ての z ∈ Kと0 ≤ s ≤ t ≤ Tに対し

|fs(z)− ft(z)| ≤
∫ t

s

kK,T (ζ)dζ (8)

を満たす．

またLoewner chainが正規化されたとは，f0 ∈ Sであるときにいう．

(ft) ∈ LCに対し，DからD内への函数φs,t := f−1
t ◦ fs ∈ Hol(D), t ≥ s ≥ 0,は次の3

条件を満たす（[CDMG10, Definition 1.2]）;



EF1. φs,s(z) = z;

EF2. 任意の0 ≤ s ≤ u ≤ t <∞に対してφs,t = φu,t ◦ φs,u;

EF3. 任意の z ∈ DとT > 0に対してある非負な局所可積分函数kz,T : [0, T ] → R≥0

が存在し，
|φs,u(z)− φs,t(z)| ≤

∫ t

u

kz,T (ζ)dζ (9)

が0 ≤ s ≤ u ≤ t ≤ Tに対して成立.

これを evolution familyと呼び，その全体を EFで記す．evolution familyは one-

parameter semigroupの一般化となっている，実際 (ϕt−s)0≤s≤t<∞ ∈ EFとなる．
与えられた (ft) ∈ LCに対して，関係式φs,t = f−1

t ◦ fsにより (φs,t) ∈ EFが定まる．
一方で与えられた (φs,t) ∈ EFに対してφs,t = f−1

t ◦ fsを満たす (ft) ∈ LCは無数に存在
するが，ある性質を満たすものに限れば (φs,t)と1対1対応をつけることができる．こ
の事実を紹介しよう．ここでΩ[(ft)]を

Ω[(ft)] :=
∪
t≥0

ft(D)

で定義し，これをLoewner rangeと呼ぶ．Ω[(ft)] = Cとなるとは限らないことに注
意．またβ(z) := limt→+∞ |φ′

0,t(z)|/(1− |φ0,t(z)|2)とする．

Theorem 3.4 ([CDMG10, Theorem 1.6, Theorem 1.7]). (φs,t) ∈ EF とし，
L[(φs,t)] ⊂ LCを (φs,t)により生成される正規化された（つまり f0 ∈ S であるよ
うな）Loewner chainsの族とする．このとき，Ω[(ft)]がCまたはC上の原点中心
の円となるような (ft) ∈ L[(φs,t)]の元が一意に存在する．さらに;

• 以下の4条件は同値である．

(i) Ω[(ft)] = C;
(ii) L[(φs,t)]はひとつの元のみから成る;

(iii) 全ての z ∈ Dに対しβ(z) = 0;

(iv) ある点 z0 ∈ Dが少なくともひとつ存在し，β(z0) = 0.

• 一方，もしΩ[(ft)] ̸= Cであれば，L[(φs,t)]内の一意元 (ft)のLoewner rangeは

Ω[(ft)] =

{
w : |w| < 1

β(0)

}
で表され，他の全ての (gt) ∈ L[(φs,t)]は次の形で表される;

gt(z) =
h(β(0)ft(z))

β(0)
(h ∈ S).

上記の定理により一意に定まるLoewner chainを standardであるといい，LC0で記す．



3.3. Herglotz vector fields and Herglotz functions

初期値問題の立場から見ると，one-parameter semigroupは自励系（つまりベクトル場
G ∈ Gen(D)が時間に依らない）である．それに対して evolution familyは非自励系の
微分方程式系を与える．Gen(D)の一般化として次の概念を導入しよう．

Definition 3.5. 函数G : D × [0,∞) → CがHerglotz vector fieldであるとは，
次の条件を満たすときにいい，その全体をHVで記す．

HV1. 任意の z ∈ Dに対し，G( · , t)は t ∈ [0,∞)上可測である;

HV2. 任意のコンパクト集合 K ⊂ D に対してある非負な局所可積分函数 kK :

[0,∞) → Rが存在し，全ての z ∈ Kとほとんど全ての t ∈ [0,∞)に対し

|G(z, t)| ≤ kK(t) (10)

を満たす;

HV3. ほとんど全ての t ∈ [0,∞)に対し，G( · , t) ∈ Gen(D)である．

任意のG ∈ HVに対して，Loewner-Kufarev ODE
dw(t)

dt
= G(w(t), t), t ≥ s

w(0) = z, z ∈ D
(11)

により得られる一意解の全体 (φs,t(z))0≤s≤t<∞ := (wz,s(t))z∈D,s≥0は evolution familyを
定める．また任意の (φs,t) ∈ EFに対して，Loewner-Kufarev ODEによりG ∈ HVが本
質的に一意に定まる，つまりG∗ ∈ HVを (φs,t)により生成されたHerglotz vector field

としたとき，ほとんど全ての t ≥ 0に対してD上G( · , t) = G∗( · , t)である．
さらに式 (7)で紹介した Berkson-Portaの定理を一般化する．そのために Herglotz

functionを定義しよう．

Definition 3.6 ([BCDM12, Definition 4.5]). D上のHerglotz functionとは，以
下の性質を満たす函数p : D× [0,∞) → Cであり，p ∈ HFで記す：

HF1. 全ての z ∈ Dに対し，p(z, · )は [0,∞)上局所可積分である;

HF2. ほとんど全ての t ≥ 0に対し，p( · , t)はD上正則である;

HF3. 全ての z ∈ Dとほとんど全ての t ∈ [0,∞)に対しRe p(z, t) ≥ 0である．

p ∈ HFを用いて，Berkson-Porta representationの次のような一般化が得られる．

Theorem 3.7 ([BCDM12, Theorem 4.8]). 任意の G ∈ HVに対し，可測函数 τ :

[0,∞) → Dとp ∈ HFが本質的一意に存在し，

G(z, t) = (z − τ(t))(τ(t)z − 1)p(z, t) (12)

を全ての z ∈ Dとほとんど全ての t ∈ [0,∞)に対して満たす．
逆に，与えられた可測函数τ : [0,∞) → Dとp ∈ HFに対し，上記の等式はHerglotz

vector fieldを定める．



上記の可測函数 τ全体をDWで記す．p ∈ HVと τ ∈ DWのペア (p, τ)をG ∈ HVに対する
Berkson-Portaデータと呼ぶ. Berkson-Portaデータ全体をBPで記す．つまり

(φs,t) ∈ EF ⇔ G ∈ HV ⇔ (p, τ) ∈ BP

の 3者の間に本質的な 1対 1対応がある．また (11)と (12)により，φs,tと (p, τ)の関係
は次の常微分方程式によって特徴付けられることがわかる;

φ̇s,t(z) = (τ(t)− φs,t(z))(1− τ(t)φs,t(z))p(φs,t(z), t). (13)

τ = 0のときは radial case, τ = 1のときは chordal caseを与える．(11)を (ft) ∈ LCで
書き換えればLoewner-Kufarev PDE

∂ft(z)

∂t
= −f ′

t(z)G(z, t) (14)

を得る．これと (12)を合わせれば，(ft)はPDE

∂ft(z)

∂t
= (z − τ(t))(1− τ(t)z)f ′

t(z)p(z, t) (15)

を満たすこととなる．

4. 擬等角拡張定理
4.1. 定理の主張
Beckerの擬等角拡張定理が一般化されたLoewnr chainについても成り立つのかは興味
深い問題である．これについては以下の定理が示されている．

Theorem 4.1. k ∈ [0, 1)とする．(ft) ∈ LCに対し，対応するp ∈ HFが∣∣∣∣p(z, t)− 1

p(z, t) + 1

∣∣∣∣ ≤ k (z ∈ D, a.e. t ∈ [0,∞)) (16)

を満たすとする．このとき次の性質が成り立つ;

(i) 各 t ∈ [0,∞)に対してftは Ĉへのk-擬等角拡張を持つ;

(ii) 各 s, t ∈ [0,∞), s ≤ tに対してφs,t = f−1
t ◦ fsは Ĉへのk-擬等角拡張を持つ;

(iii) Ω[(ft)] = C．

この定理において，τ ∈ DWに関してはいかなる制限も要求されない．
上記は [Hot16]によって示されたが，その後すぐに [GP18]によりHolomorphic Motion

とExtended λ-Lemmaによる短い別証明が与えられた．次節よりそれぞれの証明の簡
単な解説を記す．

4.2. 近似定理による証明
[Hot16]の証明においては次の近似定理が本質的である．事実自体は解析函数による制
御理論の結果 [Rot98]から従うが，[Hot16]ではそのレブナー理論へのカスタマイズが
図られている．



Theorem 4.2 ([Rot98], [Hot16]). 任意のT > 0に対して

Γ := {G( · , t) : a.e. t ∈ [0, T ]} ⊂ HV

は正規族をなすとする．もしHerglotz vector fieldの列{Gn}n∈N ⊂ ΓがあるG ∈ HV

に弱収束するのなら，{Gn}に対応する evolution familyの列{(φn
s,t)}n ⊂ EFはGに

対応する (φs,t) ∈ EFへ (z, t) ∈ D× [s,∞)上広義一様収束する．

Theorem 4.3 ([Hot16]). evolution familyの列 (φn
s,t) ⊂ EFが，ある (φs,t) ∈ EFに

(z, t) ∈ D× [0,∞)上広義一様収束するとする．また (φn
s,t) ⊂ EF，(φs,t) ∈ EFにそれ

ぞれ対応する standard Loewner chainを (fn
t ) ∈ LC0，(ft) ∈ LC0とする．このとき

(fn
t )は (z, t) ∈ D× [0,∞)上 (ft)へ広義一様収束する．

つまりHerglotz functionの列 pn(z, t)およびDenjoy-Wolff functionの列 τn(t)が都合
よく収束すれば，対応するLoewner chainの列 (fn

t )は広義一様に収束する，という事
を言っている．これにより τを単関数と仮定してよく，結局は τが定数の場合に帰着す
る事になる．
なお [Hot16]では，Beckerの定理ではなくBetkerの定理（Theorem 2.5）を現代流レ
ブナー理論の枠組みまで一般化し，その特別な場合として (ft)の擬等角拡張性を示し
ている．

4.3. λ-Lemmaによる証明
[GP18]はHolomorphic Motionによる擬等角拡張性を用いてTheorem 4.1を示した．本
質的なアイデアは [Sug99]でも用いられているように，右半平面に像領域を持つ正則関
数に複素パラメータλ ∈ Dを入れることでHolomorphic motionを作り出す，というも
のである．
Cayley transformを K(z) =

1 + z

1− z
として，λ ∈ Dに依存する Herglotz function

pλ(z, t)を
pλ(z, t) := K ◦ ϕλ, ここで ϕλ(z, t) :=

λ

k
K−1(p(z, t))

で定義する．p(z, t) ∈ U(k)という仮定より任意のλに対して |ϕλ| < 1となることがわ
かる．(φλ

s,t)をpλから生成される evolution familyとすると，(φλ
s,t)もλ ∈ Dに正則に依

存することがわかる．λ = 0の場合を確認しなければならないが，Gλを (φλ
s,t)に対応す

るHerglotz vector fieldとして

d

dt
Sφλ

s,t
(z) =

(
d

dz
φλ
s,t(z)

)2

G′′′
λ (φ

λ
s,t(z), t)

とG′′′
0 ≡ 0から，φ0

s,tは linear-fractional map（つまり 0-擬等角拡張可能）になること
がわかる．よって (λ, z) 7→ (φ0

s,t)
−1 ◦φλ

s,t(z)はholomorphic motionとなり，[Slo91]より
φk
s,tの k-擬等角拡張性がいえる．(ft)は (φs,t)の広義一様収束の極限で与えられる事か
ら，ftの擬等角拡張性も従う．
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