
複素曲面上の力学系
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1. 導入
力学系理論において,連続写像に対して位相的エントロピーとよばれる量が定義される.

エントロピーは重要な指標の一つであり, エントロピーが正の場合, 写像の反復合成に
よる力学系は複雑な挙動を示すことになる. 本講演では複素曲面, つまり, コンパクト
で連結な2次元複素多様体に着目して, その上の双正則自己同型写像による力学系のエ
ントロピーについて考察する. 複素曲面上の写像でエントロピーが正の場合, Gromov,

Yomdinの結果とHodgeの指数定理を応用することで, 写像のエントロピーはSalem数
とよばれる代数的数を用いて記述されることが示される (2節参照). Salem数は最も単
純な代数的数である1の根に類する数であると考えられるが, それ故Salem数は良い数
論的性質をもっている. 近年, このSalem数のもつ性質を用いて, 複素曲面やその上の
双正則写像が構成され, さらにその力学系的性質が研究されてきている.

後述するように, エントロピー正の双正則写像が存在する複素曲面は, 複素トーラス,

Enriques曲面, K3曲面, そして有理曲面のいずれかと双有理同値となることが示され
ている. 本講演では, 近年研究が進んできているK3曲面と有理曲面上の力学系につい
てエントロピーを用いて考察していく.

2. エントロピー
まず, 位相的エントロピーの定義を与える. X = (X, d)をコンパクト距離空間として,

f : X → Xを連続写像とする. また, fkでfのk回反復合成fk = f ◦· · ·◦fを表すことに
する. 固定したε > 0とn ∈ Nに対して,部分集合E ⊂ Xが (n, ε)-分離的であるとは,任
意のx ∈ Xに対して, あるy ∈ Eが存在して, max{d(fk(x), fk(y)) | 0 ≤ k ≤ n−1} < ε

となることである. つまり,任意の点x ∈ Xを出発するnステップまでの軌道{fk(x)}n−1
k=0

は, 誤差 ε > 0の範囲内で適当な点y ∈ Eを出発する軌道{fk(y)}n−1
k=0で近似されること

になる. 濃度が最小となる (n, ε)-分離的な部分集合Eの濃度をN(n, ε)とおく. 空間X

はコンパクトであるため, N(n, ε)は有限となることに注意する. この最小濃度N(n, ε)

の指数増大度を与えるのが写像 fの位相的エントロピーである:

htop(f) := lim
ε↘0

lim sup
n→∞

1

n
logN(n, ε) ≥ 0.

エントロピーhtop(f)は距離dの取り方に依らず, 位相共役不変量となる. また, エント
ロピーは力学系 f : X → Xの軌道の豊富さを表しており, 力学系 f : X → Xがカオス
系であることをhtop(f) > 0でもって定義することもある.

一般に, 定義から直接エントロピーを計算することは困難である. しかしながら, 力
学系が特別なクラスの場合,次の結果によりエントロピーを計算することが可能となる.

定理 2.1 (Gromv, Yomdin [5, 16]) XをコンパクトKähler多様体, f : X → Xを
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双正則自己同型写像とする. このとき, fのエントロピーは

htop(f) = log λ(f ∗|H∗(X))

と表される. ただし, λ(f ∗|H∗(X)) := max{|λ| | λ : eigenvalue of f ∗ : H∗(X) → H∗(X)}
はf ∗のスペクトル半径である.

また, Xが複素曲面, つまり, コンパクトで連結な2次元複素多様体の場合, 次の結果が
知られている. 複素曲面X上の双正則自己同型写像 f : X → X全体の集合をAut(X)

と表すことにする.

定理 2.2 (Diller, Favre [4]) Xを複素曲面として, f ∈ Aut(X)をhtop(f) = 0となる
双正則写像とする. このとき, 次のいずれかが成立する:

(1) あるN ∈ Nが存在して, fNは恒等写像とイソトピックとなる.

(2) Xは楕円曲面となり, fは楕円ファイブレーションを保存する.

つまり, エントロピーが0の場合, fは本質的に有限位数となるか, ファイブレーション
を保ち1次元の力学系に簡約されるかのいずれかとなる. 一方, エントロピーが正の場
合, Enriques-Kodairaの分類理論を用いて次の結果が示されている.

定理 2.3 (Cantat [3]) Xを複素曲面として, f ∈ Aut(X)をhtop(f) > 0となる双正則
写像とする. このとき, XはKähler曲面となり, 次の曲面のいずれかと双有理同値とな
る: (1) 複素トーラス, (2) Enriques曲面, (3) K3曲面, (4) 有理曲面 (射影平面). また,

fのエントロピーは次で与えられる:

htop(f) = log λ(f ∗|H2(X)).

つまり, 複素曲面X上の双正則写像 f : X → Xによる力学系のエントロピーを計算す
るには, コホモロジー群への作用f ∗ : H2(X) → H2(X)のスペクトル半径を計算すれば
よい. 写像 f ∈ Aut(X)に対して, f ∗ : H2(X;Z)free → H2(X;Z)freeは交叉形式を保つ
ため, f ∗ ∈ O(H2(X;Z)free)を誘導する. さらに, htop(f) > 0, つまり, λ(f ∗) > 1を仮定
すると, f ∗はHodge構造とKähler錐を保つため, f ∗の特性多項式は

χf∗(t) := det(t · id− f ∗) = Rf∗(t)Sf∗(t)

と表されることが知られている. ただし, Rf∗(t)は円分多項式の積であり, Sf∗(t)は Salem

多項式である. ここで, 多項式S(t) ∈ Z[t]が Salem 多項式であるとは, 次をみたす既約
でモニックな整数係数の多項式である: (1)あるλ > 1が存在してS(λ) = S(λ−1) = 0,

(2)λ±1以外の S(t) = 0の根はすべて絶対値が 1である. Salem 多項式 S(t) = 0の根
λ > 1を Salem数とよぶ. 特に, |λ| > 1となるf ∗の固有値は唯一であり, それはSalem

数λ = λ(f ∗) > 1となる. 重要なSalem数はLehmer数λmin ≈ 1.1762 > 1とよばれる
次のSalem多項式の根である:

Smin(t) := t10 + t9 − t7 − t6 − t5 − t4 − t3 + t+ 1 = 0.

Lehmer数λminは次の意味で重要なSalem数となる.



定理 2.4 (McMullen [8]) Xを複素曲面として, f ∈ Aut(X)をhtop(f) = log λ(f ∗) >

0となる双正則写像とする. このとき, htop(f) ≥ log λminをみたす.

後述するように, XがK3曲面もしくは有理曲面の場合には, htop(f) = log λminを実現
する写像f ∈ Aut(X)が存在する. 一方, Xが複素トーラスもしくはEnriques曲面の場
合には, 任意の f ∈ Aut(X)に対してhtop(f) > log λminとなることが知られている. 次
節以降, エントロピーを介してK3曲面と有理曲面上の力学系について考察していく.

3. K3曲面上の力学系
本節では, K3曲面上の力学系について考察する ([7, 10, 11]参照). まず, 格子につい
て復習する. 格子 L = (L, (·, ·))とは有限生成自由加群L = Zr = Ze1 ⊕ · · · ⊕ Zer と
非退化対称双線型形式 (·, ·) : L × L → Zの組である. 格子 Lが偶であるとは, 任意
の x ∈ Lに対して, (x, x) ∈ 2Zとなることであり, Lがユニモジュラーであるとは,

L ∼= L∨ := Hom(L,Z)となることである. また, Lが符号数 (p, q)をもつとは, Gram行
列 ((ei, ej))1≤i,j≤rが p個の正の固有値と q個の負の固有値をもつことであり, Lが不定
値であるとは, p ≥ 1かつ q ≥ 1となることである. 一般に, 偶でユニモジュラーかつ不
定値な格子は同型を除いて一意に決まり, 符号数 (p, q)の偶でユニモジュラーな格子が
存在するための必要十分条件はp− q ∈ 8Zとなることが知られている.

複素曲面XがK3曲面であるとは, Xが単連結かつX上に至る所消えない正則 2次
形式σXが存在することである. K3曲面はKähler曲面であり, 全てのK3曲面は互いに
可微分同相である. また, K3曲面Xのコホモロジー群H2(X;Z) = H2(X;Z)freeと交叉
形式 (·, ·) : H2(X;Z) ×H2(X;Z) → Zの組 (H2(X;Z), (·, ·)) は符号数 (3, 19)の偶でユ
ニモジュラーな格子Π3,19と同型となることが知られている.

K3曲面XはKähler曲面のため, Hodge分解

H2(X;C) = H2(X;Z)⊗Z C = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X)

を与える. コホモロジー群H2(X;Z)上の交叉形式 (·, ·)をH2(X;C)上のC-双線型形式
に拡張する. Dolbeaultの定理とSerreの双対性により, H2,0(X)とH0,2(X)はX上の至
る所消えない正則2次形式σXを用いて,

H2,0(X) = C · σX , H0,2(X) = C · σX

と表され, 交叉形式は,

(σX , σX) =

∫
X

σX ∧ σX = 0, (σX , σX) =

∫
X

σX ∧ σX > 0

と表される. つまり, H2,0(X) ⊕ H0,2(X)を実部 (H2,0(X) ⊕ H0,2(X))R = RRe(σX) ⊕
RIm(σX)に制限すると,

(Re(σX),Re(σX)) = (Im(σX), Im(σX)) > 0, (Re(σX), Im(σX)) = 0

となるため, H2,0(X)⊕H0,2(X)の符号数は (2, 0)である. 一方, H1,1(X)は交叉形式に
関する直交補空間H1,1(X) = (H2,0(X)⊕H0,2(X))⊥となり, H1,1(X)の符号数は (1, 19)

である.



K3曲面XはKähler曲面のため, Kähler錐

KX := {[ω] | ω : Kähler form} ̸= ∅ ⊂ H1,1(X)R := {x ∈ H1,1(X) | x̄ = x}

が存在する. K3曲面においてKähler錐は

WX := {ω ∈ H1,1(X)R | (ω, ω) > 0, (ω, δ) ̸= 0 (δ ∈ ∆X)}

の連結成分と一致する. ただし, ∆X := {δ ∈ H1,1(X) ∩H2(X;Z) | (δ, δ) = −2} 1.

上記の結果を鑑みて, 抽象的な格子Π3,19上で周期領域

P := {σ ∈ P(Π3,19 ⊗ C) | (σ, σ) = 0, (σ, σ) > 0}

を定義しておく. 周期σ ∈ Pに対して, L = Π3,19上のHodge分解が与えられる:

L⊗ C = L2,0
σ ⊕ L1,1

σ ⊕ L0,2
σ , (L2,0

σ := Cσ, L0,2
σ := Cσ, L1,1

σ := (L2,0
σ ⊕ L0,2

σ )⊥).

定義 3.1 格子L = Π3,19上のK3構造とは次のデータの組 (σ,K)のことである:

(1) 周期 σ ∈ P . そこで, L1,1
σ := (Cσ ⊕ Cσ)⊥, ∆ := {δ ∈ L1,1

σ ∩ L | (δ, δ) = −2}と
おく.

(2) Kähler錐K : W := {ω ∈ (L1,1
σ )R | (ω, ω) > 0, (ω, δ) ̸= 0 (δ ∈ ∆)}の連結成分.

K3曲面に対するTorelliの定理と周期写像の全射性を用いて次の結果が示される.

定理 3.2 任意の K3 構造 (σ,K) に対して, K3 曲面 X と同型写像 (マーキング) ϕ :

Π3,19 → H2(X;Z) が唯一存在して, ϕ(Cσ) = CσX かつ ϕ(K) = KX をみたす. また,

w ∈ O(Π3,19)がw(Cσ) = Cσかつw(K) = Kをみたすならば, 双正則写像 f ∈ Aut(X)

が唯一存在して, 次の可換図式をみたす:

Π3,19
w−−−→ Π3,19

ϕ

y yϕ
H2(X,Z) f∗−−−→ H2(X;Z).

このとき, 写像fのエントロピーは, htop(f) = log λ(w)と表される.

つまり, htop(f) = log λとなるf ∈ Aut(X)を構成するには, (1) χw(λ) = 0, (2) w(Cσ) =
Cσ, (3) w(K) = KとなるK3構造 (σ,K)とw ∈ O(Π3,19)を構成すればよい. χw(t)が
(既約な)22次Salem多項式となる場合, 次の結果が知られている.

定理 3.3 (Bayer-Fluckiger, Taelman [1]) S(t) ∈ Zを 22次Salem多項式とし, λ >

1を S(λ) = 0となる Salem数とする. このとき, htop(f) = log λ > 0となる K3曲
面X上の双正則写像 f ∈ Aut(X)が存在するための必要十分条件は, |S(1)|, |S(−1)|,
−S(1)S(−1)が全て平方数となることである.

1有効因子で代表される δ ∈ ∆X全体の集合を∆+
Xとし, ∆−

X := −∆+
Xとおくと, 分解∆X = ∆+

X ∪∆−
X

が得られる. また, {ω ∈ H1,1(X)R | (ω, ω) > 0}の 2つの連結成分のうち, Kähler錐KX を含む成分
をH1,1(X)R,+とおくと, KX = {ω ∈ H1,1(X)R,+ | (ω, δ) > 0 (δ ∈ ∆+

X)}と表される. KX は∆X に
付随する鏡映群のH1,1(X)R,+への作用に関する基本領域である.



χw(t)が22次Salem多項式となる場合, L1,1
σ ∩ L = ∅であるため, w(K) = Kとなる成分

Kの存在は自明である. 一方, χw(t)が20次以下のSalem多項式を含む場合, w(K) = K
となる成分Kの存在は非自明である. McMullenはχw(t)が 10次 Salem多項式Smin(t)

を含み, w(K) = Kとなる成分Kをもつw ∈ O(Π3,19)の存在をコンピュータを用いて示
している.

定理 3.4 (McMullen [10, 11]) Lehmer数λmin > 0に対して, htop(f) = log λmin > 0

となるK3曲面X上の双正則写像f ∈ Aut(X) が存在する.

McMullenは論文 [10]において非射影的なK3曲面X上の力学系 f ∈ Aut(X)の存在を
示し, 論文 [11]において射影的なK3曲面X 上の力学系 f ∈ Aut(X)の存在を示して
いる.

4. 有理曲面上の力学系
本節では, 有理曲面上の力学系について考察する ([9, 14, 15])参照). 滑らかな射影曲面
Xが有理曲面であるとは, Xと射影平面P2が双有理同値であること, すなわち, 適当な
射影曲面Y と双有理射ψ : Y → X, π : Y → P2 が存在することである:

Y
ψ

��~~
~~
~~
~~ π

  B
BB

BB
BB

X P2.

(1)

エントロピーが正となる双正則写像f ∈ Aut(X)が存在するとき, 有理曲面Xは次の形
で特徴付けられる ([6, 12]参照).

命題 4.1 有理曲面Xに対して, #Im{Aut(X) ∋ f 7→ f ∗ ∈ O(H2(X;Z))} = ∞ を仮
定する. このとき, (1)をみたす同型射 ψ : Y → Xが存在する. すなわち, 双有理射
π : X → P2が存在し, P2がXの相対的極小モデルとなる. 特に, htop(f) > 0となる
f ∈ Aut(X)が存在するとき, 双有理射π : X → P2が存在する.

以下, 双有理射π : X → P2が存在すると仮定する. 一般に, 双有理射π : X → P2は,

π : X = XN
πN−→ XN−1

πN−1−→ · · · π1−→ X0 = P2 (2)

と1点ブローアップπi : Xi → Xi−1の合成で表される. ここで, πi : Xi → Xi−1がブロー
アップであるとは, 曲線E0

i
∼= P1 ⊂ Xiと 1点 pi ∈ Xi−1が存在して, πi : Xi \ E0

i

∼=−→
Xi−1 \ {pi}が同型となることである. 曲線E0

i は例外曲線とよばれる. ブローアップの
合成 (2)を固定すると, Xのコホモロジー群は,

H2(X;Z) = Z[E0]⊕ Z[E1]⊕ · · · ⊕ Z[EN ]

と表される. ここで, E0はP2内の直線のπによる全変換であり, i = 1, . . . , Nに対して,

Eiはπiの例外曲線E0
i ⊂ Xi のπi+1 ◦ · · · ◦πnによる全変換である. さらに, [D]はDの線

形同値類を表す. また, コホモロジー群H2(X;Z)上の交叉形式は次の形で与えられる:

([Ei], [Ej]) =


1 (i = j = 0),

−1 (i = j = 1, . . . , N),

0 (i ̸= j).



これに基づいて, Lorentz格子を導入する. Lorentz格子 Z1,N とは, 次で定義される
Lorentz内積をもった格子である:

Z1,N =
N⊕
i=0

Z · ei, (ei, ej) =


1 (i = j = 0),

−1 (i = j = 1, . . . , N),

0 (i ̸= j).

すると, 同型写像 (マーキング)

ϕ : Z1,N → H2(X,Z), ϕ(ei) = [Ei] (i = 0, 1, . . . , N)

が定まる. マーキングϕは分解 (2) の取り方に依存することに注意する.

さらに, Lorentz格子に作用するWeyl群を定義する. Weyl群WN ⊂ O(Z1,N)とは,

(ρi)
N−1
i=0 によって生成される群である. ただし, ρi : Z1,N → Z1,N は次で定義される鏡映

変換である:

ρi(x) = x+ (x, αi) · αi, αi :=

{
e0 − e1 − e2 − e3 (i = 0),

ei − ei+1 (i = 1, . . . , N − 1).

次の命題により, Weyl群WNが重要な役割を果たすことになる (see [13]).

命題 4.2 双正則写像f ∈ Aut(X)に対して, Weyl群WNの元w ∈ WNが唯一存在して,

次の可換図式をみたす:

Z1,N w−−−→ Z1,N

ϕ

y yϕ
H2(X,Z) f∗−−−→ H2(X;Z).

このとき, wはfにより実現されるという.

写像 f ∈ Aut(X)がw ∈ WNを実現するとき, fのエントロピーは, htop(f) = log λ(w)

と表される.

Λ := {λ(w) ≥ 1 |w ∈ WN , N ∈ N}

とおくと, 次の命題が成立する.

命題 4.3 有理曲面X上の双正則写像 f ∈ Aut(X)のエントロピーは, ある元λ ∈ Λを
用いてhtop(f) = log λと表される.

ここで興味があるのは逆の問題である. すなわち, 任意のλ ∈ Λ に対して, 有理曲面X

上の双正則写像f ∈ Aut(X)でhtop(f) = log λとなるものは存在するか? この問題は肯
定的である:

定理 4.4 ([14, 15]) 任意の元λ ∈ Λに対して, htop(f) = log λとなる有理曲面X上の
双正則写像 f ∈ Aut(X)が存在する. 特に,

{htop(f) |X :有理曲面, f ∈ Aut(X)} = {log λ |λ ∈ Λ}

が成立する.



ここで, w = ρ0ρ1 · · · ρ9 ∈ W10とおくと, λ(w) = λminとなる. 特に, htop(f) = log λmin >

0となる有理曲面上の双正則写像 f ∈ Aut(X)が存在する ([2, 9]参照).

定理4.4における力学系の構成には尖点反標準曲線を用いる ([14, 15]参照). 既約な曲
線Y ⊂ Xが尖点反標準曲線であるとは, Y は反標準曲線, つまり, [Y ] = 3[E0]− [E1]−
· · · − [EN ] であり, Y は唯一の特異点をもちその特異点が尖点となることである. 尖点
反標準曲線Y における滑らかな点全体の集合Yregは複素平面Cと同型になることが知
られている. 尖点反標準曲線Y を保つ双有理写像

Bir(X, Y ) := {g : X 99K X | g :双有理写像, I(g±1) ⊂ Yreg, g(Y ) := g(Y \ I(g)) = Y }

を考えて, Aut(X, Y ) := Aut(X) ∩ Bir(X, Y )とおく. ただし, I(g), I(g−1)はそれぞれ
g, g−1の不確定点集合である. 双有理写像 g ∈ Bir(X, Y )に対して, 同型 Yreg ∼= Cを
固定すると, g|Yreg : Yreg → Yregは δ(g) ∈ C×と k(g) ∈ Cを用いて g|Yreg : C ∋ t 7→
δ(g) · t+ k(g) ∈ Cと表現される. 特に δ(g) ∈ C×は同型Yreg ∼= Cに依らない定数で, g

のディターミナントとよばれる. ディターミナントとよぶ所以は, Y 上で 1位の極をも
ち他で零や極をもたない有理型 (2, 0)-形式 ηを用いて, 関係式

g∗η = δ(g) · η

が成立するためである (Y は反標準曲線であることに注意).

今, 尖点を cusp = [0 : 1 : 0]にもつ尖点 3次曲線C = {[x : y : z] ∈ P2 | yz2 = x3}
を考えると, Cは P2上の尖点反標準曲線となる. 同型 p : C → Creg = C \ {cusp}を
p(t) = [t : t3 : 1]で与えておく.

命題 4.5 Xを有理曲面, Y をX上の尖点反標準曲線, f ∈ Aut(X, Y )をhtop(f) > 0と
なる双正則写像とする. このとき, δ(f)はf ∗ : H2(X) → H2(X)の固有値となる. また,∑N

i=0 vi · [Ei] ∈ H2(X;C)を f ∗の δ(f)に対応する固有ベクトルとすると, 合成 (2)で与
えられる双有理射π : X → P2が存在して, ブローアップされる点{pi}Ni=1は

pi = p(vi +
1

3
v0) ∈ Creg

で与えられる. さらに, Y はπによるCの固有変換となる.

定理 4.4における有理曲面Xと写像 f ∈ Aut(X)は尖点反標準曲線Y ⊂ Xを保つ写像
f ∈ Aut(X, Y )によって実現される, つまり, 次の関係式が成立する:

{htop(f) |X :有理曲面, Y ⊂ X :尖点反標準曲線, f ∈ Aut(X,Y )} = {log λ |λ ∈ Λ}.
(3)

写像 f ∈ Aut(X, Y )を構成するため, λ(w) > 1となるw ∈ WNを固定して, δを Salem

多項式Sw(t) = 0の根, v =
∑N

i=0 vi · ei ∈ Z1,N ⊗Z Cを δに対応するwの固有ベクトルと
する. 命題4.5により,ブローアップされる点の配置はwの固有ベクトルを用いて記述さ
れるため, π : X → P2をN点{p(vi+ 1

3
v0)}Ni=1 ⊂ Cregのブローアップとして, Y ⊂ Xを

πによるCの固有変換とする. wがある条件 (∗)をみたせば, 双有理写像 g ∈ Bir(P2, C)

が存在して, wは f := π−1 ◦ g ◦ π ∈ Aut(X,Y )により実現され, δ(f) = δ(g) = δとな
る. 特に, htop(f) = log λ(w) > 0となる. また, wが条件 (∗)をみたさない場合にも,



λ(w̃) = λ(w)かつ条件 (∗)をみたす w̃ ∈ WNが存在することが示される. 従って, 関係
式 (3)が成立することになる.

ここで, 上記の写像gを構成するためにはgの不確定点の推移を制御する必要がある.

不確定点を制御するには δが 1の根では難しく, Salem多項式の根とした方が都合がよ
い. つまり, 有限位数の写像に対して本構成方法の適用は困難であり, 正エントロピー
をもつ写像の構成に対して本構成方法が有効となるのである.
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