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リサージェント函数と合成積

神本　晋吾 (広島大学)∗

1. リサージェンス理論とは？
リサージェンス理論は, J. Écalle 氏によるリサージェント函数に関する研究 [7]から始
まった. ここでは, エイリアン微分やムールド解析などの, 発散級数の扱いや, Stokes 現
象の解析に有効な手法が考案された. その後, リサージェンス理論は, 微分方程式の解
析 ([8], [4], [5])やベクトル場の解析 ([19], [23]), 完全WKB解析 ([6], [1], [15], [16]), 多重
ゼータ値 ([26], [27])などに応用され, 近年では, 数理物理学への有効性 ([18], [20], [11])

や, Connes-Kreimer Hopf 代数 ([3])との関係性 ([9], [10])からも, 活発に研究が行われ
ている. リサージェンス理論では, 発散級数の扱いが重要となるが, ここでは Borel 総
和法に基づいて解析を行う.

定義 1.1 形式的 Borel 変換B : C[[x]] → C δ ⊕ C[[ξ]] を

B : φ(x) =
∞∑
j=0

φjx
j 7→ φ0δ + φ̂(ξ), φ̂(ξ) :=

∞∑
j=1

φj
ξj−1

(j − 1)!

で定義する. また, φ̂(ξ)が ξ = 0の近傍で収束し,

S(d, α) := {ξ ∈ C \{0} | | arg ξ − d| < α} (d ∈ R, α > 0)

に解析接続され, S(d, α)上 |φ̂(ξ)| ≤ Ceh|ξ| が成立するとき, φ(x)はd方向に Borel 総和
可能であるといい, その Borel 和Sd(φ)(ξ)を Laplace 変換Ldを用いて

Sd(φ)(ξ) := φ0 + Ld(φ̂)(x), Ld(φ̂)(x) :=

∫ ∞

0

φ̂(ξ)e−ξ/xdξ

により定義する.

この Borel 和Sd(φ)(ξ)は, d方向を中心とし, ξ = 0を頂点とするある角領域上で, φ(x)

に漸近展開されるような解析函数を定める. これにより, 形式級数に対し解析的な実体
を与えることができる.
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しかしながら, この対応は考えている方向 dに依存し, 一般にBorel 和により定まる解
析函数が, 不連続的に変化する方向が存在する. このような, 形式的な対象と解析的な
対象の対応が, 不連続的に変化する現象を Stokes 現象と呼ぶ. (収束級数に対しては,

この対応は, 解析函数の ξ = 0を中心とする Taylor 展開を考えていることに他ならな
いため, 当然ながら, Stokes 現象は起こらない.) Stokes 現象は, 例えば, 微分方程式の
特異点における, 形式的構造と解析的構造との差異として現れ, 特異点の構造を知る上
で重要となる. 数理物理学的には, これは摂動的構造と非摂動的構造の差と言うことも
できる. リサージェンス理論は, これらの構造の差を補う理論として, 今注目されてい
る ([12]).

リサージェンス理論では, Stokes 現象の構造は, Borel 変換によりBorel 平面上での
φ̂(ξ)の持つ特異点の構造へと翻訳される. このような特異点の構造を表現するため, [7]

では, 次のどこまでも解析接続可能な函数の概念が導入された. ここでは, より明瞭な
[2]の定義を採用する：

定義 1.2 Πを γ(0) = 0を満たす, Lipschitz 連続な曲線 γ : [0, 1] → C のなす集合とす
る. このとき, 収束級数 φ̂(ξ) ∈ C{ξ}がどこまででも解析接続可能であるとは, 任意の
L > 0に対し, ある有限集合FL ⊂ Cが存在し, φ̂(ξ)により定まる ξ = 0での解析函数が
長さがL以下のγ

(
(0, 1]

)
⊂ C \FL を満たす任意のγ ∈ Πに沿って解析接続可能である

ことである. どこまででも解析接続可能な函数のなす空間を R̂により表す.

このとき, リサージェント函数は次で定義される：

定義 1.3 形式級数φ(x) ∈ C[[x]]の形式的 Borel 変換 φ̂(ξ)が ξ = 0の近傍で収束し, ど
こまででも解析接続可能であるとき, φ(x)はリサージェントであるという. リサージェ
ント函数のなす空間をRにより表す.

しかしながら, 定義 1.2が示すように, リサージェント函数の Borel 平面上の特異点の
構造は, 極めて複雑なものとなり, 一般には Borel 平面上に稠密に特異点が現れ得る.

本講演では, 次の非線形微分方程式

x2
dφ

dx
= F (x, φ) (1)

の特異点x = 0での形式級数解φ(x) ∈ Cn[[x]] のリサージェンス構造の解明に焦点を合
わせたい. ただし, F (x, φ) ∈ Cn{x, φ}はF (0, 0) = 0, det

(
∂φF (0, 0)

)
̸= 0 を満たすと

する. この方程式の解析を行う前に, まずリサージェント函数の函数概念の吟味から行
いたい.

2. 離散的フィルター付き集合
定義 1.2で, どこまでも解析接続可能な函数を定義したが, この定義では函数空間が広
すぎて, 実際の問題には扱い難い. 例えば, φ̂(ξ) ∈ R̂ の特異点の位置の情報は有限集合
族{FL}L≥0に現れているが, この部分を明確にすることにより, より精密な函数空間を
構成したい. そのために, 次の離散的フィルター付き集合の概念を導入する.

定義 2.1 Cの部分集合族Ω = (ΩL)L≥0は, 以下の条件を満たすとき, 離散的フィルター
付き集合であると言う.

i) ΩL (L ≥ 0)は有限集合,



ii) ΩL1 ⊆ ΩL2 が任意のL1 ≤ L2に対し成立する,

iii) ある δ > 0が存在し, Ωδ = Ø.

ここで, 以下の記号を導入する.

– γ ∈ Πの [0, t] (0 ≤ t ≤ 1) への制限をγ|tとし, その長さをL(γ|t)とする.

– 離散的フィルター付き集合Ωに対し,

SΩ :=
{
(λ, ω) ∈ R≥0 ×C | ω ∈ Ωλ

}
, MΩ :=

(
R≥0×C

)
\ SΩ

とする. ただし, R≥0 := {λ ∈ R | λ ≥ 0}とし, SΩはSΩのR≥0×Cにおける閉包と
する.

このとき, 離散的フィルター付き集合Ωに対し, 以下を定義する.

定義 2.2 曲線γ ∈ ΠがΩ-適合であるとは, 任意の t ∈ [0, 1]に対し

γ̃(t) :=
(
L(γ|t), γ(t)

)
∈ MΩ

が成立することである. Ω-適合な曲線のなす集合をΠΩにより表す.

定義 2.3 収束級数 φ̂(ξ) ∈ C{ξ}がΩ-接続可能であるとは, φ̂(ξ)により定まる ξ = 0で
の解析函数が, 任意の γ ∈ ΠΩに沿って解析接続可能であることである. Ω-接続可能な
函数のなす空間を R̂Ωにより表す.

定義 2.4 形式級数φ(x) ∈ C[[x]]の形式的 Borel 変換 φ̂(ξ)が ξ = 0の近傍で収束し, Ω-

接続可能であるとき, φ(x)はΩ-リサージェントであるという. Ω-リサージェント函数
のなす空間をRΩにより表す.

定義から, 次の同型が成立する.

B : RΩ
∼−→ C δ ⊕ R̂Ω. (2)

例 2.5 ΣをCの0 /∈ Σとなる離散的閉集合とする. このΣに対し, 離散的フィルター付
き集合Ω(Σ) = (Ω(Σ)L)L≥0を

Ω(Σ)L := {ω ∈ Σ | |ω| ≤ L}

により定義する. このとき, γ ∈ ΠがΩ(Σ)-適合であることと, γ([0, 1]) ⊂ C \Σ となる
ことは同値となる. よって, φ̂(ξ) ∈ C{ξ}がΩ(Σ)-接続可能であることと, C \Σの普遍被
覆空間XΩ(Σ)に解析接続可能であることとは同値となる. つまり, 次の同型が成立する.

R̂Ω(Σ)
∼−→ Γ

(
XΩ(Σ);OXΩ(Σ)

)
. (3)

ただし, OXΩ(Σ)
はXΩ(Σ)上の正則函数のなす層とする. 特に, Σ = Øとして次の同型が

得られる.

R̂Ω(Ø)
∼−→ Γ

(
C;OC

)
.



さて, このΩ-リサージェント函数のなす空間RΩの上で解析的な議論を行いたい. そ
のためには, RΩ上に位相が必要となる. 例2.5のように, 離散的閉集合Σから定まる離
散的フィルター付き集合Ω(Σ)の場合には, (3)の表示を用いて, XΩ(Σ)のコンパクト集
合Kにより定まるセミノルム

∥φ̂∥K := sup
ξ∈K

|φ̂(ξ)|
(
φ̂(ξ) ∈ R̂Ω(Σ)

)
(4)

により, R̂Ω(Σ)に Fréchet 空間の構造が定まり, (2)の同型によりRΩ(Σ)上にも同様の構
造が定まる. しかしながら, 一般の離散的フィルター付き集合Ωに対しては, (3)のよう
な表示は明らかではない. 一般のΩに対しても, (3)と類似の表示を求めるために, 以下
の概念を導入する.

定義 2.6 Xを連結なリーマン面, 0をX上の点, p : X → Cをp(0) = 0を満たす局所双
正則写像とする. このとき,任意のγ ∈ ΠΩに対し, p◦γ = γとなる曲線γ : [0, 1] → Xで,

γ(0) = 0となるものが存在するとき, (X, p, 0)はΩ-無限 Riemann 面であると言う. ま
た, Ω-無限 Riemann面の射q : (X, p, 0) → (X ′, p′, 0′)とは,局所双正則写像q : X → X ′

で, 次の図式が可換となるもののことである.

(X, 0) (X ′, 0′)

(C, 0)

//

��<
<<

<<
<<

<<
<

����
��
��
��
��

q

p p′

このようなΩ-無限 Riemann 面の圏の中でも, 次の始対象の存在が重要となる.

定理 2.7 ([17]) 単連結な Ω-無限 Riemann 面 (XΩ, pΩ, 0Ω)が存在し, 任意の Ω-無限
Riemann 面 (X, p, 0)に対し, 射q : (XΩ, pΩ, 0Ω) → (X, p, 0) が一意的に存在する.

これは, この (XΩ, pΩ, 0Ω)が, Ω-無限 Riemann 面の中で, 最も細かなシート構造を持っ
ていることを示している. 例えば, 例 2.5のように, 離散的閉集合Σから定まる離散的
フィルター付き集合Ω(Σ)の場合には, XΩ(Σ)はC \Σの普遍被覆空間と一致する. この
(XΩ, pΩ, 0Ω)を用いると, (3)の表示の拡張として, 次が成立する.

命題 2.8 ([17]) 任意の離散的フィルター付き集合Ωに対し, 次が成立する.

p∗Ω : R̂Ω
∼−→ Γ(XΩ,OXΩ

). (5)

この表示から, 例2.5の場合と同様に, XΩのコンパクト集合により定まるセミノルム

∥φ̂∥K := sup
ξ∈K

|p∗Ωφ̂(ξ)|
(
φ̂(ξ) ∈ R̂Ω

)
(6)

により, R̂Ω, RΩに Fréchet 空間の構造が定まる.

以上により,函数空間の設定が成された. 最後に,異なる離散的フィルター付き集合に
対する函数空間の比較を行いたい. まず,離散的フィルター付き集合の間に,次のように
半順序⊂を定める. 離散的フィルター付き集合Ω, Ω′が, 任意のL ≥ 0に対しΩL ⊂ Ω′

L

を満たすとき, Ω ⊂ Ω′と表す. このとき, 定義から, 以下の関係式が直ちに従う.

ΠΩ′ ⊂ ΠΩ, R̂Ω ⊂ R̂Ω′ , RΩ ⊂ RΩ′ .



また, このときΩ-無限 Riemann 面 (XΩ, pΩ, 0Ω)はΩ′-無限となるので, 定理2.7より, 次
のΩ′-無限 Riemann 面の射が存在する.

qΩΩ′ : (XΩ′ , pΩ′ , 0Ω′) → (XΩ, pΩ, 0Ω).

また, どこまででも解析接続可能な函数の空間と, リサージェント函数の空間に関して
は, 次が成立する.

定理 2.9 ([17]) 任意の φ̂(ξ) ∈ R̂に対し, ある離散的フィルター付き集合Ωが存在し,

φ̂(ξ) ∈ R̂Ωとなる. よって, 次が成立する.

R̂ =
∪
Ω

R̂Ω, R =
∪
Ω

RΩ.

ただし, 和は全ての離散的フィルター付き集合に関して取られている.

3. リサージェント函数と合成積
次に, リサージェント函数の空間の積構造に関して考察したい. まず, 形式べき級数環
C[[x]]の積は, Borel 変換を通して, 次の合成積へと変換されることに注意する.

B(φψ) = (φ0δ + φ̂) ∗ (ψ0δ + ψ̂). (7)

ただし, δ ∗ δ = δ, δ ∗ φ̂ = φ̂ ∗ δ = φ̂とし, φ̂(ξ), ψ̂(ξ) ∈ C{ξ}となるとき, その合成積
φ̂ ∗ ψ̂は,

φ̂ ∗ ψ̂(ξ) =
∫ ξ

0

φ̂(ξ − ξ′)ψ̂(ξ′)dξ′ (8)

と表される. すると, この φ̂ ∗ ψ̂の特異点の構造は, φ̂, ψ̂の特異点の構造から, どのよ
うに決定されるのかを知ることは, Borel 平面上での解析を行う上で重要となる. まず,

次の例を考えてみたい.

例 3.1 ω1, ω2 ̸= 0に対し, φ̂(ξ) = (ξ − ω1)
−1, ψ̂(ξ) = (ξ − ω2)

−1 とする. このとき, 合
成積の定義から,

φ̂ ∗ ψ̂(ξ) =
∫ ξ

0

1

ξ − ξ′ − ω1

1

ξ′ − ω2

dξ′ =
1

ξ − ω1 − ω2

(∫ ξ

0

dξ′

ξ′ − ω1

+

∫ ξ

0

dξ′

ξ′ − ω2

)
.

この２番目の表示から, φ̂ ∗ ψ̂(ξ)は ξ = ω1, ω2, ω1 +ω2に特異点を持つことがわかる. し
かし, argω1 ̸= argω2 となるとき, ξ = 0と ξ = ω1 + ω2を結ぶ線分上で φ̂, ψ̂(ξ)は正則
なため, １番目の表示から, この線分の近傍上, 特に ξ = ω1 + ω2で正則となる.

例 3.1が示すように, 有理函数の合成積により定まる函数の特異点の構造も, そこまで
単純ではない. 例えば, φ̂j(ξ) = (ξ − ωj)

−1 (j = 1, · · · , 4) から合成積を繰り返すこと
により得られる函数族 φ̂∗k1

1 ∗ · · · ∗ φ̂∗k4
4 (k1, · · · , k4 ≥ 0)の特異点集合は, 一般にC上で

は稠密となってしまう. しかしながら, このような特異点の構造は, 離散的フィルター
付き集合を用いることにより上手く捉えることができる. 実際, 例3.1の,「直線に沿っ
て ξ = ω1 + ω2まで解析接続しても特異点は現れないが, ξ = ω1, またはω2を迂回して
解析接続していくと ξ = ω1 + ω2に特異点が現れる」という, 解析接続する曲線の長さ
に応じて特異点が増えてくる構造が, 特異点集合のフィルター構造に対応している. 更
に, どこまででも解析接続可能な函数の合成積の特異点の構造を記述するために, 離散
的フィルター付き集合の積を次で定義する.



定義 3.2 Ω, Ω′を離散的フィルター付き集合とする. このとき, ΩとΩ′の積Ω ∗ Ω′ =(
(Ω ∗ Ω′)L

)
L≥0
を

(Ω ∗ Ω′)L := {ω1 + ω2 | ω1 ∈ ΩL1 , ω2 ∈ Ω′
L2
, L1 + L2 = L } ∪ ΩL ∪ Ω′

L

により定義する. また, Ω∗n := Ω ∗ · · · ∗ Ω︸ ︷︷ ︸
n回

とし, Ω∗∞ := lim−→
n

Ω∗n とする.

上の定義から, m ≤ nに対しΩ∗m ⊂ Ω∗n ⊂ Ω∗∞ が直ちに従う. この積を用いると, 例
えば, 例 3.1では φ̂ ∈ R̂Ω({ω1}), ψ̂ ∈ R̂Ω({ω2}) だが, 合成積は φ̂ ∗ ψ̂ ∈ R̂Ω({ω1})∗Ω({ω2}) と
なることがわかる. 一般には次が成立する.

定理 3.3 ([24], [21], [22]) Ω, Ω′を離散的フィルター付き集合とし, φ̂ ∈ R̂Ω, ψ̂ ∈ R̂Ω′

とする. このとき, φ̂ ∗ ψ̂ ∈ R̂Ω∗Ω′となる.

4. 微分方程式への応用
微分方程式 (1)の解析に移りたい. そのためには, 合成積に関する良い評価が必要となっ
てくる. これに関して, まず次が成立する.

定理 4.1 ([25], [17]) Ωを離散的フィルター付き集合とする. このとき, 任意のXΩ∗∞

のコンパクト集合Kに対し, あるXΩのコンパクト集合K ′と定数 c > 0が存在し, 任意
のn ≥ 1と φ̂1(ξ), · · · , φ̂n(ξ) ∈ R̂Ω に対し, φ̂1 ∗ · · · ∗ φ̂n ∈ R̂Ω∗n

(
⊂ R̂Ω∗∞

)
は, 次の評価

を満たす. ∥∥ φ̂1 ∗ · · · ∗ φ̂n

∥∥
K
≤ cn

n!

∥∥ φ̂1

∥∥
K′ · · ·

∥∥ φ̂n

∥∥
K′ . (9)

[17]では, XΩ∗∞を被覆する, あるコンパクト集合の族に対し, cとK ′のより明確な表示
が与えられている. 例えば, この評価を用いることにより次を示すことができる.

定理 4.2 ([25], [17]) φ ∈ RΩはφ0 = 0を満たすとする. このとき, F (y) ∈ C{y}に対
しF (φ) ∈ RΩ∗∞が成立する.

しかし, (1)の形式級数解のリサージェンス構造を解析するためには, 以下の定義4.5の
ように定まる, 根付き木により定まる反復合成積の評価が必要となってくる.

定義 4.3 T = (V,E)を有限な有向木とする. ただし, V はTの節の集合, EをTの枝の
集合とする. このとき, 各節 v ∈ V から出る枝が高々一つならば, Tを根付き木と呼ぶ.

根付き木のなす集合をT により表す.

このとき, 根付き木の根, 葉を次で定義する.

定義 4.4 Tを根付き木とする. Tの根 v̂とは, 任意の v ∈ V に対し v → · · · → v̂となる
Tの道が存在するような節のことである. また, v ∈ V がTの葉であるとは, vに入る枝
が存在しないような節のことである.

また, T は, 節の数に応じて次のように分解される.

T =
∞⊔
k=1

Tk, Tk = {T = (V,E) ∈ T | |V | = k}.

v ∈ V に対しV 1
v を, u

e→ vとなる枝 e ∈ Eを持つ節u ∈ V の集合とし, d(v) := |V 1
v |と

する. このとき, 根付き木により定まる反復合成積を次で定義する.



定義 4.5 T = (V,E)を根付き木とする. 各節 v ∈ V に対し, 収束級数 f̂v, φ̂v ∈ C{ξ}が
与えられているとする. このとき, 次の手順により, T の葉から帰納的に {ψ̂v}v∈V を定
める.

ψ̂v := φ̂v · f̂v (v ∈ L), ψ̂v := φ̂v ·
(
f̂v ∗

∏∗

u∈V 1
v

ψ̂u

)
(v ∈ V \ L). (10)

ただし,
∏∗

u∈V 1
v

ψ̂u は u ∈ V 1
v となる ψ̂u 達の合成積とする. このとき, ψ̂T := ψ̂v̂ を(

T ; {f̂v}v∈V , {φ̂v}v∈V
)
から定まる反復合成積と呼ぶ.

このとき, 定理4.1の拡張として, 次が成立する.

定理 4.6 ([13], [14]) Ωを離散的フィルター付き集合とする. このとき, 任意のXΩ∗∞

のコンパクト集合Kに対し, あるXΩのコンパクト集合K ′とXΩ(Ø)のコンパクト集合
K ′′, 定数 c > 0が存在し, 任意のT = (V,E) ∈ Tk (k ≥ 1), {f̂v}v∈V ⊂ R̂Ω(Ø), φ̂v ∈ R̂Ω

(v ∈ V ), に対し
(
T ; {f̂v}v∈V , {φ̂v}v∈V

)
から定まる反復合成積 ψ̂T ∈ R̂Ω∗∞は次の評価

を満たす. ∥∥ψ̂T

∥∥
K
≤ ck−1

(k − 1)!

∏
v∈V

∥∥φ̂v

∥∥
K′

∥∥f̂v∥∥K′′ . (11)

では, (1)の形式級数解のリサージェンス構造の解析に入りたい. まず, 簡単のために
n = 1とし, F (x, φ) =

∑∞
j=0 Fj(x)φ

jはFj(0, 0) = 0 (j ≥ 2) を満たすとする. ここで,

ω = ∂φF (0, 0)

と置くと, (1)は Borel 変換を通して, 次の合成積方程式へと書き直すことができる.

(ξ − ω)φ̂ =
∞∑
j=0

F̂j(ξ) ∗ φ̂∗j. (12)

このとき, φ̂ =
∑∞

k=1 φ̂k が (12)の解となるように, 函数列{φ̂k}∞k=1 を次の手順により帰
納的に定める.

φ1(ξ) =
1

ξ − ω
F̂0(ξ), (13)

φ̂k+1(ξ) :=
1

ξ − ω

k∑
j=1

∑
ℓ1+···+ℓj=k
ℓ1,··· ,ℓj≥1

F̂j ∗ φ̂ℓ1 ∗ · · · ∗ φ̂ℓj . (14)

このとき, 各 φ̂k(ξ)は, 反復合成積を用いて次のように分解される.

補題 4.7 ([13], [14]) φ̂k (k = 1, 2, · · · ) を (13), (14)により定まる函数列とする. この
とき, φ̂kはT = (V,E) ∈ Tk, f̂v(ξ) = F̂d(v)(ξ), φ̂v(ξ) = (ξ − ω)−1 に対し定まる反復合
成積 ψ̂TとµT ∈ Nにより, 次のように分解される.

φ̂k =
∑
T∈Tk

µT ψ̂T . (15)



補題4.7に現れるµTは, Tの持つ対称性に由来するものであり, 具体的に求めることが
できる. この表示 (15)と反復合成積に対する評価 (11)を用いることにより,

∑∞
k=1 φ̂k

は R̂Ω({ω})∗∞で収束することがわかる. よって, n = 1の場合には, (1)の形式級数解は
Ω({ω})∗∞-リサージェントとなることがわかるが, nが一般の場合には次が成立する.

定理 4.8 ([13], [14]) (1)の形式級数解φ(x) ∈ Cn[[x]] の各成分はΩ(Σ)∗∞-リサージェ
ントとなる. ただし, Σ = {ξ ∈ C | det

(
ξ − ∂φF (0, 0)

)
= 0} とする.
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