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1. 序
次の半線形熱方程式の初期値問題の可解性を考察する.{

∂tu = ∆u+ f(u), x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ RN .
(1.1)

ここで, N ≥ 1 であり, 初期値 u0 は RN 上の非負値可測関数とする. また, 非線形項
f = f(u) は f ∈ C1([0,∞)) であり, f(s) > 0, f ′(s) ≥ 0 (s > 0) かつ∫ ∞

1

1

f(s)
ds < ∞ (1.2)

を満たすものとする. 上の条件を満たす非線形項 f(u) の例としては, 冪乗型非線形項
f(u) = up (p > 1) や指数型非線形項 f(u) = eu などの典型的なものに加え, 他にも
f(u) = u[log(u+ 1)]p (p > 1) や f(u) = eu

p
(p > 1) などが挙げられる.

初期値 u0 が RN 上の有界な関数である場合には, 初期値問題 (1.1) の時間局所可解
性は容易に示され, 任意の初期値 u0 ∈ L∞(RN) に対して (1.1) の局所古典解が存在す
ることが分かる. 従って, (1.1) の局所可解性を論じる場合には, 初期値 u0 が空間特異
性を持つ場合に (1.1) の解が存在するか否かが問題となる. 非有界な初期値に対する
(1.1) の局所可解性は, 非線形項の増大度と初期値の特異性のバランスにより決まるた
め, 非線形項 f(u) の u → ∞ での挙動と特異な初期値を扱う関数空間の設定が重要な
役割を果たす. 最も典型的な非線形項の一つである冪乗型非線形項 f(u) = up (p > 1)

に対しては, [21] により Lebesgue 空間における局所可解性が考察されており, 局所解
の存在・非存在を分ける初期値の臨界の可積分性が得られている. ([2] および [6] も参
照のこと.) さらに冪乗型方程式に対する局所可解性については, その初期値の特異性
の最適な発散オーダーが [1], [9] によって特定されている.

一方, 時間大域可解性については非線形項 f(u) の u → 0 での挙動と初期値の空間
無限遠方での減衰のバランスによって決まり, 冪乗型非線形項 f(u) = up (p > 1) に対
しては [5] による大域可解性を分ける臨界指数（Fujita 指数）の存在がよく知られて
いる. その後, [22] により Lebesgue 空間における大域解の存在が示され, さらに [15],

[17], [20] などの結果により, 大域解の存在・非存在を分ける初期値の空間無限遠方での
最適な減衰オーダーが特定されている. また, 冪乗型以外の半線形熱方程式に対する結
果としては, 指数型非線形項 f(u) = eu に対する (1.1) の局所可解性のための最適な初
期値の特異性 ([19]) や, f(u) = uλeu

2
(λ > 1) のような強い増大度を持つ半線形熱方程

式に対する局所可解性および大域可解性 ([10], [11], [12]) に関する結果が得られている.

本講演では, 冪乗型などに限らない一般の非線形項 f(u) に対する初期値問題 (1.1)

を扱い, 時間局所および時間大域可解性を考察する. 特に, 初期値の特異性や空間遠方
での減衰に関する条件を非線形項 f(u) に応じて定め, 問題 (1.1) に対して,
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• 時間局所解の存在・非存在を分ける初期値の臨界の可積分性の導出

• 時間大域解の存在・非存在を分ける f(u) の u → 0 の挙動の導出
を行うことを目指す. 一般の非線形項 f(u) に対する問題 (1.1) の可解性については,

[18] により (1.1) に対する優解の構成方法が示されており, (1.1) に対する局所解存在の
ための十分条件が与えられている. [18] で得られた十分条件は, 冪乗型非線形項に対し
ては可解性のための初期値の最適な特異性を導くことに効力を発揮する一方, その条件
は明示的なものではなく, 一般の非線形項 f(u) に対する (1.1) の局所可解性のための
初期値の条件は明らかではないように思われる. 本講演では [18] とは異なる優解の構
成方法を紹介し, 時間局所可解性のための初期値の可積分性の条件を明示的に述べる.

局所解の非存在に関する結果についても紹介し, その可積分性が最適なものであること
を示す. さらに (1.1) に対する時間大域解の存在・非存在の結果を述べ, 一般の非線形
項 f(u) に対する問題 (1.1) の Fujita 指数の一般化についても言及する. なお, 本講演
の内容は猪奥倫左氏（愛媛大学）との共同研究に基づくものである.

2. 時間局所可解性
本節では問題 (1.1) の時間局所可解性を考察し, 局所解存在のための臨界の初期値の可
積分性を導出する. 始めに (1.1) の古典解の定義を述べる.

定義 2.1. T > 0 とし, X を Banach 空間とする. u = u(x, t) ∈ C2,1(RN × (0, T )) が
(1.1) の X における（古典）解であるとは, u が次の条件を満たすことである.

• すべての (x, t) ∈ RN × (0, T ) に対して, u が ∂tu = ∆u+ f(u) を満たす.

• lim
t→+0

∥u(·, t)− et∆u0∥X = 0 を満たす.

ここで, et∆u0 は
(et∆u0)(x) := (4πt)−

N
2

∫
RN

e−
|x−y|2

4t u0(y) dy

で与えられる, 初期値を u0 とする熱方程式の解である.

注意 2.1. 本講演で考察する初期値は特異性を有するものを許容するが, t > 0 に対し
ては u(·, t) の特異性が解消される古典解のみを扱うことにする. また, u の初期値への
収束については上の意味で考えることとし, u 自身の u0 への収束は考察しない.

問題 (1.1) の可解性について, u0 ∈ L∞(RN) であれば通常の不動点定理による議論
により, (1.1) の L∞(RN) における古典解の存在が容易に得られる. すなわち, (1.1) を
積分方程式

u(x, t) = (et∆u0)(x) +

∫ t

0

[
e(t−s)∆f(u(·, s))

]
(x) ds

に書き直し, 適当な関数空間における積分方程式の解を見つけ, 正則性の議論により u

の滑らかさを得ることで古典解の存在が示される. なお, u0 ∈ L∞(RN) の場合には一
般に et∆u0 の u0 への L∞(RN) における収束は期待できない. 実際, u0 に不連続点が
存在する場合には ∥et∆u0 − u0∥L∞(RN ) ̸→ 0 (t → 0) となるため, 一般に定義 2.1 での初
期値への収束について, et∆u0 を u0 に置き換えることはできない.

一方, u0 ̸∈ L∞(RN) の場合には (1.1) の可解性は自明ではない. 初期値 u0 が特異性
を持つ場合には (1.1) の解が存在するか否かについては, その特異性の強さと非線形項
の増大度のバランスによって決定されるため, 非線形項 f(u) の挙動が重要となる.



2.1. 冪乗型半線形熱方程式
Weissler は [21] において, f(u) = up (p > 1) の場合を考察し, 特異性を持つ初期値に
対する可解性を議論した. 特に, 特異性を持つ初期値を扱うために Lr(RN) に属する u0

を考え, 方程式の解の存在・非存在を分ける初期値の臨界の可積分性を導出し, 以下の
結果を示した: r ≥ 1 とし, rc :=

N
2
(p− 1) とおく.

• r > rc または r = rc > 1 とする. 任意の u0 ∈ Lr(RN) に対して, ある T > 0 が
存在して (1.1) の Lr(RN) における古典解 u ∈ C2,1(RN × (0, T )) が存在する.

• 1 ≤ r < rc とする. ある u0 ∈ Lr(RN) が存在して, 初期値を u0 とする (1.1) の
非負値な時間局所古典解が存在しない.

Weissler の結果から, rc が問題 (1.1) の時間局所解の存在・非存在を分ける初期値の最
適な可積分を与えることが分かるが, 臨界指数 rc は方程式の自己相似性とも関連があ
ることが確かめられる. λ > 0 とし,

uλ(x, t) := λ
2

p−1u(λx, λ2t) (2.1)

とおく. このとき u が ∂tu = ∆u+ up を満たせば, uλ も同じ方程式を満たしているこ
とが分かる. これを冪乗型半線形熱方程式の自己相似性と呼ぶ. (2.1) で定まる uλ に
対して, ∥uλ(·, 0)∥Lr(RN ) = ∥u(·, 0)∥Lr(RN ) であるための必要十分条件は r = rc が成り
立つ. よって, 臨界指数 rc はスケール変換 (2.1) のもとで Lr(RN) ノルムが不変となる
Lebesgue 空間の指数であり, 解の存在・非存在を分ける初期値の臨界の可積分性と一
致する.

2.2. 自己相似性を持たない半線形熱方程式
f(u)が冪乗型とは限らない一般の非線形項の場合には,方程式を不変にするスケール変
換が存在するとは限らない. よって,冪乗型のように方程式の自己相似性に基づいた初期
値の臨界の可積分性の導出は期待できないが, (2.1)で与えられるスケール変換を冪乗型
とは限らない f に対して一般化することが可能である ([3]). 関数 F (u) (0 < u < ∞)を

F (u) :=

∫ ∞

u

1

f(s)
ds

により定める. このとき, F は (0,∞) 上の正値単調減少関数であるから, その逆関数
F−1 が存在する. F および F−1 を用いて,

uλ(x, t) := F−1
[
λ−2F (u(λx, λ2t))

]
(2.2)

と定めると, スケール変換 (2.2) は f(u) = up の場合には (2.1) に一致する. ところが,

方程式の自己相似性は一般には期待できないため, u が ∂tu = ∆u+ f(u) を満たすとし
ても uλ が同じ方程式を満たすとは限らず, スケール変換された関数 uλ は

∂tuλ = ∆uλ + f(uλ) +
|∇uλ|2

f(uλ)F (uλ)

[
f ′(u)F (u)− f ′(uλ)F (uλ)

]
を満たす. このとき, (2.2) で定まる変換は方程式を不変にするものではないが, この変
換のもとで不変な積分量を見い出すことができ, 時刻 t = 0 において∫

RN

1

F (uλ(x, 0))
N
2

dx =

∫
RN

1

F (u(x, 0))
N
2

dx (2.3)



が成立することが確かめられる. f(u) = up の場合には初期時刻における積分 (2.3) か
ら定まる初期値の可積分性は, Weissler の結果における変換 (2.1) のもとで不変なノル
ム ∥ · ∥

L
N
2 (p−1)(RN )

のそれと一致する. [4] においては, (2.3) から導かれる積分が, 問
題 (1.1) の局所解の存在・非存在を分ける初期値の臨界の可積分性を与えることを示し
た. その結果を述べるために uniformly local Lebesgue 空間 Lr

ul(RN) の定義を述べる.

(Lr
ul(RN) については [7], [16] などを参照のこと.)

定義 2.2. 1 ≤ r < ∞ に対して,

Lr
ul(RN) :=

{
u ∈ Lr

loc(RN) : ∥u∥Lr
ul(RN ) := sup

z∈RN

(∫
B1(z)

|u(x)|r dx
) 1

r

< ∞

}

と定める. ただし, B1(z) は中心 z, 半径 1 の球を表すものとする. さらに, BUC(RN)

により有界な一様連続関数全体の空間を表すこととし, BUC(RN) の Lr
ul(RN) ノルムに

よる完備化を Lr
ul(RN) で表す. すなわち, Lr

ul(RN) := BUC(RN)
∥·∥

Lr
ul

(RN ) と定める.

関数 f の増大度について, 極限

lim
s→∞

f ′(s)F (s) =: A (2.4)

が存在すると仮定する. (2.4) の極限が存在する場合には A ≥ 1 であることが容易に確
かめられる. また, A > 1 の場合に可積分性に関する臨界指数 rc(A) を

rc(A) :=
N

2
· 1

A− 1

により定める. 上記の関数空間 Lr
ul(RN) および極限 A を用いて, 一般の f に対する問

題 (1.1) の時間局所可解性に関する結果を述べる.

定理 2.1 ([4]). N ≥ 1 とし, f ∈ C1([0,∞)) は f(s) > 0, f ′(s) ≥ 0 (s > 0) および (1.2)

を満たすとする. r ≥ 1 とする. さらに (2.4) で定まる極限 A が存在すると仮定し, あ
る s0 > 0 が存在して, 関数 f ′(s)F (s) が

f ′(s)F (s) ≤ A, s ≥ s0 (2.5)

を満たすとする.

(1) A > 1 の場合

• 1/F (u0)
A−1 ∈ Lr

ul(RN) (r > rc(A) のとき) または 1/F (u0)
A−1 ∈ Lr

ul(RN) (r =

rc(A) > 1 のとき) を満たす任意の初期値 u0 ≥ 0 に対して, ある T > 0 が存在
し, 問題 (1.1) の Lr

ul(RN) における古典解 u ∈ C2,1(RN × (0, T )) が存在する.

• 1 ≤ r < rc(A) のとき, 問題 (1.1) の Lr
ul(RN) における非負値な局所古典解が存

在しないような, 1/F (u0)
A−1 ∈ Lr

ul(RN) を満たす初期値 u0 が存在する.

(2) A = 1 の場合

• 1/F (u0)
r ∈ L1

ul(RN) (r > N
2
のとき) または 1/F (u0)

N
2 ∈ L1

ul(RN) (r = N
2
のと

き) を満たす任意の初期値 u0 ≥ 0 に対して, ある T > 0 が存在し, 問題 (1.1) の
L∞(RN) における古典解 u ∈ C2,1(RN × (0, T )) が存在する.



• 0 < r < N
2
のとき, 問題 (1.1) の L∞(RN) における非負値な局所古典解が存在し

ないような, 1/F (u0)
N
2 ∈ L1

ul(RN) を満たす初期値 u0 が存在する.

注意 2.2. (1) A > 1とする. 仮定 (2.5)より,十分に大きな s > 0に対して 1/F (s)A−1 ≳
s が成立することが確かめられる. よって, 1/F (u0)

A−1 ∈ Lr
ul(RN) の条件のもとでは

u0 ∈ Lr
ul(RN) が成り立ち, u の初期値への収束は u0 が許容する特異性を示す空間で成

立していることが分かる.

(2) f(u) = up (p > 1) とする. このとき, 任意の s > 0 に対して f ′(s)F (s) ≡ p
p−1

であることが容易に確かめられる. 従って, 非線形性が強くなると (2.4) により定ま
る極限の値は小さくなり, p → ∞ とすると, p

p−1
→ 1 となる. 一方, f(u) = eu とす

ると f ′(s)F (s) ≡ 1 となり, A = 1 が達成される. さらに強い増大度を持つ非線形項
f(u) = eu

2 を考えた場合にも A = 1 となり, このとき, 十分に大きな s > 0 に対して
f ′(s)F (s) < 1 となること, すなわち, (2.5) が成立することが確かめられる.

3. 時間大域可解性
次に問題 (1.1) の時間大域可解性を考察する. 本節では, f(u) の u = 0 付近での挙動に
より, (1.1) の時間大域解の存在・非存在が決定されることを紹介する. 非負値な大域
解の存在・非存在を考えるため, 以下では f(0) = 0 を仮定する.

冪乗型非線形項 f(u) = up (p > 1) に対しては, Fujita [5] による時間大域解の存在・
非存在を分ける臨界指数（Fujita 指数）の存在がよく知られており, 以下の結果が示さ
れている.

• p > pF := 1 + 2
N
, f(u) = up とする. このとき, ある ϵ > 0, δ > 0 が存在して,

0 ≤ u0(x) ≤ ϵG(x, δ) in RN , G(x, t) := (4πt)−
N
2 e−

|x|2
4t

を満たす初期値 u0 に対して (1.1) の時間大域解が存在する.

• 1 < p < pF , f(u) = up とする. このとき, u0 ≥ 0 ( ̸≡ 0) に対して (1.1) の時間大
域解は存在しない.

さらに, Hayakawa [8], Kobayashi-Sirao-Tanaka [14] によって, p = pF の場合にも非自
明な非負値時間大域解が存在しないことが示されている. よって, p = pF は大域解の存
在・非存在を分ける臨界指数となっており, Fujita 指数と呼ばれる. また, Weissler [22]

は Lebesgue 空間における大域可解性を扱い, p > pF , f(u) = up のとき, ある δ > 0

が存在して, ∥u0∥
L

N
2 (p−1)(RN )

< δ ならば (1.1) の時間大域解が存在することを示した.

従って, スケール変換 (2.1) のもとで不変なノルムが十分に小さい状況下で大域解の存
在が示される. さらに Lee-Ni [15], Naito [17], Wang [20] らの結果によって, 時間大
域解が存在するための初期値の空間無限遠方での最適な減衰レートが求められており,

Lebesgue 空間の指数としては N
2
(p − 1) が初期値の最適な減衰を与えていることが分

かる.

非線形項 f(u) が冪乗型とは限らない一般の非線形性の場合には, 自己相似変換の一
般化 (2.2) が導入されるため, この変換のもとで不変な積分量∫

RN

1

F (u0(x))
N
2

dx



が十分に小さければ, 時間大域解の存在が示されると予想される. 本節ではこの予想が
適当な条件のもと示されることを紹介する. 一般の非線形項 f(u) に対する大域可解性
を述べるため, f の増大度についての極限の存在 (2.4) に加え, u = 0 付近での極限

lim
s→+0

f ′(s)F (s) =: α (3.1)

が存在すると仮定する. 増大度に関する極限と同様に, f(0) = 0 のとき, 極限 (3.1) が
存在するならば, α ≥ 1 であることが従う.

まずは時間大域解の存在について述べる.

定理 3.1. N ≥ 1 とし, f ∈ C1([0,∞)) は f(0) = 0, f(s) > 0, f ′(s) ≥ 0 (s > 0) および
(1.2) を満たすとする. (2.4) で定まる極限 A が存在すると仮定し, ある s0 > 0 が存在
して, 関数 f ′(s)F (s) が (2.5) を満たすとする. さらに (3.1) で定まる極限 α が存在す
るとし, α < 1 + N

2
とする. r ≥ 1 とし, 初期値 u0 ≥ 0 が 1/F (u0)

N
2 ∈ L1(RN) かつ

• A > 1, r > rc(A) のとき, 1/F (u0)
A−1 ∈ Lr(RN);

• A > 1, r = rc(A) のとき, rc(A) > 1;

• A = 1, r > N
2
のとき, 1/F (u0)

r ∈ L1(RN);

を満たすとする. このとき, ある δ > 0 が存在して,∫
RN

1

F (u0)
N
2

dx < δ

ならば, Lr
ul(RN) (A > 1 のとき) または L∞(RN) (A = 1 のとき) における (1.1) の時

間大域解が存在する.

次に時間大域解の非存在について述べる.

定理 3.2. N ≥ 1 とし, f ∈ C1([0,∞)) は f(0) = 0, f(s) > 0, f ′(s) ≥ 0 (s > 0) およ
び (1.2) を満たすとする. (3.1) により定まる極限 α が存在するとし, α ≥ 1 + N

2
を仮

定する. α = 1 + N
2
であるときにはさらに,

lim sup
s→+0

f(s)F (s)α < ∞

が成り立つとする. このとき, 非負な初期値 u0 ≥ 0 に対して (1.1) の時間大域解は存
在しない.

定理 3.1, 3.2 より, α = 1 + N
2
が (1.1) の非負値時間大域解の存在・非存在を分ける

臨界指数であることが分かる. 特に f(u) = up の場合には, α = 1+ N
2

⇐⇒ p = 1+ 2
N

であるから, α = lim
s→+0

f ′(s)F (s) = 1 + N
2
は Fujita 指数の一般化を与えるものである.

4. 優解の構成
本節では, (1.1) の可解性を示す際に必要となる優解の構成方法を解説する. ここで,

(1.1) の優解は積分方程式の意味で考えることとする. すなわち, u ∈ C2,1(RN × (0, T ))

(T > 0) が (1.1) の優解であるとは,

u(x, t) ≥ (et∆u0)(x) +

∫ t

0

(e(t−s)∆f(u(s)))(x) ds in RN × (0, T ) (4.1)



が成り立つことである. (4.1) の意味での優解が存在するとき, 古典的な意味で方程式
を満たす解 u が存在することが知られている. ([13], [18] などを参照のこと.) よって
(1.1) の古典解を構成するためには (4.1) の意味での優解を探し, そのときに構成され
る解に対して適切な空間における初期値への収束を示せば良い. なお, 以下の議論にお
いては積分方程式の意味での優解と古典的な意味での優解の両方を用いることになる
が, これらの同一視は適当な条件のもとで可能である.

(1.1) の優解の構成を行うために, 方程式

∂tv = ∆v + g(v) (4.2)

を考える. v ∈ C2,1(RN × (0, T )) (T > 0) が (4.2) を満たすとし,

u(x, t) := F−1[G(v(x, t))] in RN × (0, T ) (4.3)

とおく. ただし, g ∈ C1([0,∞)) は g(s) > 0, g′(s) ≥ 0, G(s) :=

∫ ∞

s

du

g(u)
< ∞ (s > 0)

を満たすとする. このとき, u は

∂tu−∆u− f(u) =
|∇u|2

f(u)F (u)
[g′(v)F (v)− f ′(u)F (u)]

を満たす. よって,

f ′(σ(s))F (σ(s)) ≤ g′(s)G(s), σ(s) := F−1(G(s)) (4.4)

が成り立つならば
∂tu ≥ ∆u+ f(u) in RN × (0, T ) (4.5)

となる. このとき, u が (4.1) を満たすならば, u は (1.1) の優解である. 従って, (4.4)

を満たす g および対応する方程式 (4.2) の局所解や大域解の存在を示し, (4.1) を確か
めることで, (1.1) の局所解および大域解の存在が示される. 以下では A > 1 の場合を
考察し, g の構成について述べる.

時間局所解：g(s) = (A − 1)s
A

A−1 とする. このとき, g′(s)G(s) ≡ A, G(s) = s−
1

A−1

であるから, 定理 2.1 における仮定 (2.5) より, s が十分に大きいとき, (4.5) が成り
立つ. よって, 局所解の構成のためには初期値 u0 の代わりに max{u0, k} を用いて,

v(·, 0) = F (max{u0, k})−(A−1) となる (4.2) の解を v とし, 十分に大きな k に対して
u を (4.3) により定めると (1.1) の優解が得られる. 特にこのとき, (4.5) を満たす u

は (4.1) を満たし, 積分方程式の意味でも優解であることが確かめられるので, 実際に
(1.1) の局所解を構成することが可能となる.

時間大域解：時間大域解の構成のためには g′(s)G(s) が定数となるような非線形項で
は不十分であり, ゼロ付近での挙動も考慮して g を選ぶ必要がある. 大まかに述べる
と, 初期値 u0 の特異点付近では ∂tv = ∆v + (A − 1)v

A
A−1 を用い, 空間無限遠では

∂tv = ∆v + (α∗ − 1)v
α∗

α∗−1 (α < α∗ < 1 +N/2) を用いて, (1.1) の大域的に存在する優
解を構成する. 実際,

g(s) = (α− 1)s
α∗

α∗−1 (0 < s << 1), g(s) = (A− 1)s
A

A−1 (1 +O(s−1)) (s >> 1),

かつ (4.4) を満たす g の存在を示すことが可能であり, (4.2) の大域解 v を構成するこ
とで, (4.3) により定まる u が (1.1) の大域的に存在する優解であることが示される.
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semi-linéaires non monotones, Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire 2 (1985),
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