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概 要

音響波動方程式に対する定常散乱理論を考える. 媒質に不均質性があるとき,
通常は入射波に対して散乱波が発生するのだが, 波数と入射波がある一定の
条件を満たすとき, 散乱波が発生せず, 入射波が不均質性に影響を受けず透
過してしまうように見える場合がある. このような波数を非散乱エネルギー
(non-scattering energy)と言う.

本講演では, 不均質性が有界領域の内部にのみ分布している場合について, 非
散乱エネルギーが存在し, その個数に関してWeyl則が成立していることを示
す. 本講演の内容は, 庄司直高氏 (開智未来中学校 ·高等学校)との共同研究に
基づいている.

1. 序
次の定常音響波動方程式を考える :

−∆u = λn(x)u on Rd, λ > 0.

ここで, n ∈ C(Rd)は次の条件を満たすものとする :

• Ωを supp(n(x)− 1)の内部とする. Ωはなめらかな境界を持つ連結な有界領域で
ある.

• 外部領域Ωe = Rd \ Ωは連結である.

• n|Ω ∈ C∞(Ω).

• 任意のx ∈ Rdに対してn(x) > 0.

• 任意のx ∈ ∂Ωに対して ∂νn(x) ̸= 0である. ここで, x ∈ ∂ΩにおけるΩに対する
外向き単位法ベクトルをν(x)とすると, ∂νn(x) = limy→x,y∈Ω ν(x) · ∇n(y)である.

なお, nが∂Ωで不連続な場合でも同様の議論は可能であるが, 簡単のため, 以下の議論
では全てこの仮定で統一する. 音響波動方程式に対する散乱理論では, 入射波に対して
散乱波がどのように表されるかを考える. 物理的に最も典型的なものとして, 平面波
ui(x) = ei

√
λx·ω, ω ∈ Sd−1, を入射波として選んだ場合には, 音響波動方程式の解は, 入

射波と散乱波の和u = ui + usによって表され, 散乱波usは空間遠方で漸近挙動

us(x) ∼ C(λ)r−(d−1)/2ei
√
λrA(λ;ω, θ), θ = x/|x| ∈ Sd−1, r = |x|,
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を満たす. このとき現れる関数A(λ; θ, ω)を入射方向ω, 散乱方向θに対する散乱振幅と
言い, 散乱振幅はある作用素A(λ) ∈ B(L2(Sd−1))の積分核であることが知られている.

作用素A(λ)は, 入射波としてHerglotz波

ui(x) = (2π)−d/2
∫
Sd−1

ei
√
λx·ωϕ(ω)dΣ, ϕ ∈ L2(Sd−1),

を取った場合の散乱波に現れる :

us(x) ∼ C(λ)r−(d−1)/2ei
√
λr(A(λ)ϕ)(θ), θ = x/|x| ∈ Sd−1, r = |x|.

ここで, Herglotz波における入射方向に関する重みとなるϕ ∈ L2(Sd−1)がA(λ)の固有
値0に対する固有関数となっている場合には, 空間遠方においてu ∼ uiとなり, 散乱波
が発生せず入射波が透過する. そこで, 次のように定義する.

Definition 1.1 A(λ)が固有値 0を持つ, すなわち, ϕ ∈ L2(Sd−1)がA(λ)ϕ = 0の非自
明な解であるとき, λ > 0を非散乱エネルギー (Non-scattering energy, NSE)と言う.

非散乱エネルギーの研究は, Colton-Monk [4]に遡る. ここでは nが球対称な関数で
ある場合についてNSEが存在することが示されている. NSEの存在を示す研究につい
ては, [4]以降本質的な進展が得られていなかったようである.1 他方で, 最近ではGell-

Redman-Hassell [7], Bl̊asten et al. [2], Elschner-Hu [5], Päivärinta et al. [15] により,

NSEを持たないような摂動の例が調べられている. [7]ではSchrödinger作用素−∆+ V

について, V ∈ C∞
0 (Rd)であって, NSEを持たないポテンシャルの例が与えられている.

[2], [5], [15]では音響, Schrödinger作用素それぞれの場合が調べられており, 特に摂動
の台が一定の条件を満たす角を持つ場合にNSEを持たないことが示されている.

非散乱エネルギーを調べる一つの方法として, Ω内部における interior transmission

eigenvalue (ITE)に帰着させる方法がある. λ > 0がNSEであると仮定すると, 対応す
る入射波に対しては, 空間遠方での漸近挙動として u(x) − ui(x) = o(r−(d−1)/2)となる
が, Helmholtz方程式に対するRellich型一意性定理から, Ωの外部ではu− ui = 0であ
ることが分かる. このことから, 次の連立境界値問題が導かれる :

(−n−1∆− λ)v = 0 in Ω,

(−∆− λ)w = 0 in Ω,

v = w, ∂νv = ∂νw on ∂Ω.

ここで, v = u|Ω, w = ui|Ωである. この連立境界値問題(interior transmission eigenvalue

problem, ITEP)が非自明解を持つとき, λを interior transmission eigenvalue (ITE) と
言う. 一般に ITEPは非自己共役な問題であるため, ITEは複素数でありうる. また,

ITEの集合は必ずしも離散的集合とは限らない. 従って, NSEと ITEは集合として一般
には一致しないが, NSEの集合は ITEの部分集合となる.

Colton-Monk [4]は, 球対称な系に対する ITEPに問題を帰着した. このように, ITEP

は散乱理論から導かれる境界値問題であるが, 他方で多くの論文では ITEPが独立に

1逆散乱問題をある種の数値計算法で解く場合には, λがNSEであると計算上の困難を生ずることが知
られている. そのため, NSEはこれまでは特に逆散乱問題の分野で関心を持たれてきた問題のようで
ある. 一方, A(λ)はL2(Sd−1)上のコンパクト作用素であり, 0はA(λ)のスペクトルの集積点である
から, A(λ)が固有値 0を持つかどうかの判定は自明な問題ではない.



考察されている.2 ITEPの先行研究は数多くあるが, 本講演では Lakshtanov-Vainberg

[13]による正の ITEに対するWeyl則の導出手法と結果を適用する. ここでは, Dirichlet-

Neumann map (D-N map)を∂Ω上の楕円型擬微分作用素として表し, 解析的Fredholm

理論を用いることによって ITEが離散的に分布することを示し, かつ個数に関する漸
近的な下からの評価が与えられている. また, 最近では, Vodev [19], Petkov-Vodev [16]

により, 複素数平面における ITEの非存在領域の評価と, ITEの個数に関するWeyl則
に関するより鋭い評価も得られている. 本講演でのNSEへの応用としては [13]の主張
で十分であるが, Morioka-Shoji [14]では, 連立する各方程式が位相が異なる境界付き多
様体上で成立する場合まで許した ITEPを検討し, [13]の結果が同様に成り立つことを
示した.

本講演での主結果は次の通りである ([14]). γ = sign(∂νn|∂Ω)とおく. さらに,

Vn = (2π)−dvol(Bd)
∫
Ω

√
n(x)dx, V0 = (2π)−dvol(Bd)vol(Ω),

と定める. ただし, BdはRdにおける単位球である.

Theorem 1.2 α > 0は十分小さな定数であるとする.

(1) NSEは (α,∞)の離散的な部分集合をなす.

(2)NNSE(λ) = #{NSE ∈ (α, λ]}とおく. (α, λ]におけるsingular ITEの個数は, λ → ∞
のとき o(λd/2)であると仮定する. さらに, もしγ(Vn − V0) > 0ならば,

NNSE(λ) ≥ γ(Vn − V0)λ
d/2 + o(λd/2), λ → ∞,

を満たす.

なお, singular ITEの厳密な定義は後述するが, これに関する主結果の仮定を満たす
には, 例えばΩにおける−n−1∆と−∆の共通のDirichlet固有値の個数が o(λd/2)であ
れば十分である.

証明において重要な事実は, A(λ)と ∂Ω上のD-N mapが 1対 1に対応していること
である. このことは逆散乱問題ではよく知られた事実である ([9], [10], [11], [6]). 逆
散乱問題では, ΩにおけるDirichlet固有値は避けて議論するのだが, 本講演において
は Dirichlet固有値についても議論しなければならない. その場合には, D-N mapを
Laurent展開し, その正則部分があるL2(∂Ω)の部分空間においてA(λ)と対応すること
になる.

2. ITEとD-N map

2.1. D-N map

Mを境界付き相対コンパクトなC∞-Riemann多様体, ∂MをMのなめらかな境界とす
る. c ∈ C∞(M), c(x) > 0, x ∈ M , に対して, 次のDirichlet問題を考える:

−c∆Mu = λu in M, u = f on ∂M.

これに対し, D-N mapを
Λc(λ)f = ∂νu on ∂M,

2 ITEPを独立に考えるときには, 必ずしも解の一方が散乱問題における入射波と同じ形である必要は
なく, 単に非自明解 (v, w) ∈ H2(Ω)×H2(Ω)を求める.



で定義する. −c∆M は L2(M, c−1dV )で自己共役である. Dirichlet固有値の集合を
σD(−c∆M)で表す. 固有値は増加列 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·をなす. 対応する正規直交固有
関数系を {ϕj}∞j=1とする. λ ̸∈ σD(−c∆M)のとき, Λc(λ) ∈ B(H3/2(∂M);H1/2(∂M))は
well-definedで, λに関して有理型関数となる. また, σD(−c∆M)に属する各点では 1次
の極を持つ.

以下に述べるD-N mapの詳しい性質は, [12]を参照されたい.

Proposition 2.1 (1) λ ∈ C \ σD(−c∆M)に対し, Λc(λ)は次のように表される :

(Λc(λ)f)(x) = −
∫
∂M

∞∑
j=1

(∂νϕj)(x)(∂νϕj)(y)

λj − λ
f(y)dS(y), x ∈ ∂M,

ただし, f ∈ H3/2(∂M), dS(x)は∂Mの測度である.

(2) λ0 ∈ σD(−c∆M)の近傍で, Λc(λ)はLaurent展開

Λc(λ) =
Qλ0

λ0 − λ
+Hλ0(λ),

を持つ. µを λ0の多重度とし, {ϕjk}
µ
k=1を λ0に対する直交固有関数系とすれば, 留数

Qλ0は

(Qλ0f)(x) = −
µ∑

k=1

∫
∂M

(∂νϕj)(y)f(y)dS(y)(∂νϕj)(x), f ∈ H3/2(∂M),

と表される. 正則部分Hλ0(λ) ∈ B(H3/2(∂M);H1/2(∂M))はλ0の近傍で解析的である.

λ0 ∈ σD(−c∆M)の近傍でのD-N mapの構造を調べるには, 固有関数のNeumann境
界値からなるL2(∂M)の部分空間について述べておく必要がある. λ0 ∈ σD(−c∆M)と
し, µをその多重度とする. また, 対応する直交固有関数系を{ϕjk}

µ
k=1とし, これが生成

する固有空間をE(λ0)で, ∂νϕjk , k = 1, . . . , µ, が生成するL2(∂M)の部分空間をB(λ0)

で表す.

Lemma 2.2 λ0 ∈ σD(−c∆M)のとき, Dirichlet問題

−c∆Mu = λ0u in M, u = f on ∂M,

がH2(M)で非自明解を持つことは, f ∈ H3/2(∂M) ∩ B(λ0)
⊥であることが必要十分で

ある. このとき, 任意の定数αjk , k = 1, . . . , µ, により,

u = −
∑

j ̸∈{jk}µk=1

1

λj − λ

∫
∂M

(∂νϕj)(y)f(y)dS(y)ϕj +
µ∑

k=1

αjkϕjk ,

と表される. 特に, H2(M) ∩ E(λ0)
⊥に属する解は一意的である.

さて, ITEはD-N mapを用いて表されることを示そう. 次の ITEPを考える : M1,

M2を境界付き相対コンパクトなC∞-Riemann多様体とし, 境界をΓ = ∂M1 = ∂M2と
する. 正の値を取る関数 c1 ∈ C∞(M1), c2 ∈ C∞(M2)が与えらているとする. また, 簡
単のため, 各多様体上の計量 g1, g2はΓの十分小さな近傍で g1 = g2を満たすとしよう
(実際にはもう少し緩い条件で良い). (u1, u2) ∈ H2(M1)×H2(M2)が,

−c1∆M1u1 = λu1 in M1,



−c2∆M2u2 = λu2 in M2,

u1 = u2, ∂ν1u1 = ∂ν2u2 on Γ,

の非自明解であるとき, λを ITEという.

各Mjに付随するD-N mapをΛcj(λ)で表す. さらに, λ0 ∈ σD(−c1∆M1)∪σD(−c2∆M2)

のとき,

Λc1(λ)− Λc2(λ) =
Qλ0

λ0 − λ
+Hλ0(λ),

とLaurent展開される. λ ̸∈ σD(−c1∆M1) ∪ σD(−c2∆M2)のとき,

Ker(Λc1(λ)− Λc2(λ)) = {f ∈ H3/2(Γ) ; (Λc1(λ)− Λc2(λ))f = 0},

λ = λ0 ∈ σD(−c1∆M1) ∪ σD(−c2∆M2)のとき,

Ker(Λc1(λ)− Λc2(λ)) = {f ∈ H3/2(Γ) ; Qλ0f = Hλ0(λ)f = 0},

と定義する.

Lemma 2.3 (1) λ ̸∈ σD(−c1∆M1) ∩ σD(−c2∆M2)とする. λ ∈が ITEであることは,

Ker(Λc1(λ)− Λc2(λ)) ̸= {0}であることと同値である. その多重度はdim(Ker(Λc1(λ)−
Λc2(λ)))と一致する.

(2) λ ∈ σD(−c1∆M1) ∩ σD(−c2∆M2)とする. λ ∈が ITEであることは, Ker(Λc1(λ)−
Λc2(λ)) ̸= {0}, または, Λc1(λ)とΛc2(λ)の留数が共通の値域を持つことと同値である.

その多重度はdim(Ker(Λc1(λ)−Λc2(λ)))及び留数の共通の値域の次元の和と一致する.

Remark. (2)の条件のうち, D-N map の留数の共通値域から発生する ITEを, 特に
singular ITEと呼ぶ. Theorem 1.2で現れたのも, ここで定義されたものである.

2.2. D-N mapの主表象とFredholm理論

Lakshtanov-Vainberg [13], Vainberg-Grusin [18] により, Γの各点近傍において部分
Fourier変換を用いてD-N mapのParametrixを計算する方法が与えられている. ここ
では結果のみを述べる. 次を仮定する. Morioka-Shoji [14] での仮定よりも強いが, 本講
演においてNSEに応用するためにはこれで十分である.

(A-1) M1, M2のΓの十分小さい近傍において g1 = g2である. また, 任意のx ∈ Γに
おいて, c1(x) = c2(x), (∂ν1c1)(x) ̸= (∂ν2c2)(x)である.

Lemma 2.4 (1) λ ̸∈ σD(−c1∆M1) ∪ σD(−c2∆M2) ∪ {0}とする. このとき, Λc1(λ) −
Λc2(λ) ∈ B(H3/2(Γ);H7/2(Γ))なる楕円型擬微分作用素であり, その主表象は

λβ(ξ′)((∂ν1n1)(x)− (∂ν2n2)(x))

4
∑d−1

j,k=1 g̃
jk(x)ξjξk

, (x, ξ) ∈ T ∗Γ,

ただし, nj = c−1
j , また g̃ = (g̃jk)はΓ上のRiemann計量であり, β ∈ C∞(Rd−1)はξ′ = 0

の近傍でβ(ξ′) = 0, 遠方でβ(ξ′) = 1となる関数である.

(2) λ ∈ (σD(−c1∆M1) ∪ σD(−c2∆M2)) \ {0}とする. このとき, Λc1(λ) − Λc2(λ)の正
則部分はB(H3/2(Γ);H7/2(Γ))なる楕円型擬微分作用素であり, その主表象は (1)と同じ
形で表される.



このことから, Λc1(λ) − Λc2(λ)に対してFredholm理論が適用できるが, ITEへの応
用の際には, さらにλ ∈ Cをパラメータとする解析的Fredholm理論を用いる. 次の結
果を用いる ([2]).

Theorem 2.5 D ⊂ Cを連結な領域, H1, H2 を Hilbert空間とする. 作用素値関数
A(z) : H1 → H2, z ∈ D, が高々有限次の極を持つ有理型関数, また各 z に対して
Fredholmであるとする. ある点 z0 ∈ Dにおいて逆作用素A(z0)

−1 : H2 → H1が存在す
るならば, A(z)−1はDで高々有限次の極を持つ有理型関数であり, 各 z ∈ Dに対して
Fredholmである.

この定理により, Λc1(λ)−Λc2(λ)がある一点λ0 ∈ C \ {0}で可逆であれば, あるCの
離散部分集合S ′として, C \ ({0} ∪ S ′)で可逆であることが分かる. 従って, 次の事実が
言える.

Corollary 2.6 あるλ ∈ C \ {0}でΛc1(λ) − Λc2(λ)が可逆ならば, ITEは離散的に分
布し, 集積点は存在すれば0及び無限遠である.

応用上はある点λでΛc1(λ)−Λc2(λ)が可逆であることを示せば十分であるが, parame-

ter ellipticityに関するGrubb [8]の結果を用いれば,より強いことが言える.
√
λ = τeiθ,

τ > 0, θ ∈ R, と表し,

R(τ) = τ−2e−2iθ(Λc1(τ
2e2iθ)− Λc2(τ

2e2iθ)),

とおく.

Lemma 2.7 R(τ)の τに関する parameter elliptic pseudo-differential operator として
の主表象は

(∂νn1)(x)− (∂νn2)(x)

4(
∑d−1

j,k=1 g̃
jk(x)ξjξk − τ 2e2iθn(x))

, (x, ξ) ∈ T ∗Γ,

ただし, n(x) = c1(x)
−1 = c2(x)

−1, x ∈ Γ, である. さらに, λ = τ 2e2iθ ∈ C \ [0,∞)のと
き, 十分大きい τ > 0に対して, R(τ)−1 ∈ B(Hm,τ (Γ);Hm−2,τ (Γ))が存在する. ただし,

Hm,t(Γ), t ≥ 1, はノルム

∥f∥2Hm,t(Γ) = ∥f∥2Hm(Γ) + t2m∥f∥2L2(Γ),

で定義されるHilbert空間である.

S0を原点を中心とする (0,∞)と共有点を持たない扇形とする. また, Se
0 = S0 ∩ {λ ∈

C ; |λ| ≥ 1}とおく. これまでの議論をまとめて, 次のことが示される.

Theorem 2.8 ITEの集合はCの離散的部分集合をなし, 集積点は存在すれば0及び無
限遠である. さらに, Se

0には高々有限個の ITEが存在する.

3. 正のITEに関するWeyl則
正の ITEに関するWeyl則の基礎になるのは, σD(−cj∆Mj

)に対するWeyl則である
([17]).



Theorem 3.1 Nj(λ) = #{k ; λk ≤ λ, λk ∈ σD(−cj∆Mj
)}とする. x ∈ Mjについて

Oj(x) = {ξ ∈ Rd ; cj(x)
∑d

k,l=1 ξkξl ≤ 1},

v(Oj(x)) =
∫
Oj(x)

dξ,

と定義する. λ → ∞のとき,

Nj(λ) = Vjλ
d/2 +O(λ(d−1)/2), Vj = (2π)−d

∫
Mj

v(Oj(x))dVj,

を満たす.

さて, M1, M2はRiemann多様体であると仮定したため, Γは複数の連結成分を持っ
ても良い. そこで, 仮定 (A-1)に加えて, 次の仮定を追加する.

(A-2) Γ上の全ての点で∂ν1c1 − ∂ν2c2は符号を変えない,

以下, γ = sign(∂ν1c1|Γ − ∂ν2c2|Γ), DΓ = −∆Γ + 1に対して,

B(λ) = γD
3/4
Γ (Λc1(λ)− Λc2(λ))D

3/4
Γ ,

と定義する. B(λ)は, λ ̸∈ σD(−c1∆M1) ∪ σD(−c2∆M2)のときΓ上の 1階擬微分作用素
となるため, コンパクト作用素の固有値集積の問題を回避できる. さらに, DΓは可逆で
あるから, Lemma 2.3の主張はΛc1(λ)− Λc2(λ)をB(λ)に置き換えても成り立つ.

Lemma 3.2 λ ∈ C \ {0}がB(λ)の極ではないとき, B(λ)は対称な 1階楕円型擬微分
作用素であり, 主表象は

λγ((∂ν1n1)(x)− (∂ν2n2)(x))

4

 d−1∑
j,k=1

g̃jk(x)ξjξk

1/2

, (x, ξ) ∈ T ∗Γ,

を持つ. σ(B(λ))は離散的であり, 実固有値 {µj(λ)}∞j=1 からなる. j → ∞のとき,

|µj(λ)| → ∞である.

B(λ)の主表象は正であり, またB(λ)はλについて有理型であるから, さらに以下の
ことが言える. λ0がB(λ)の極のとき, λ0の近傍でのµj(λ)のLaurent展開を

µj(λ) =
resλ=λ0µj(λ)

λ0 − λ
+ µ̃j(λ),

とする.

Lemma 3.3 B(λ)が λ0の近傍で解析的ならば, µj(λ)もこの近傍で解析的である. λ0

がB(λ)の極であり, pがB(λ)の留数 resλ=λ0B(λ)の階数であるとき, p個の固有値µj(λ)

とその固有関数はλ0で極を持ち, resλ=λ0µj(λ)は resλ=λ0B(λ)の固有値である.

十分小さいα > 0を取り, {λT
j }を (α,∞)に含まれる ITEの集合とする. さらに,

NT (λ) = #{j ; α < λT
j ≤ λ},



と定める. NT (λ)は, singular ITEの個数と, あるµj(λ)についてµj(λ) = 0となるよう
なλ ∈ (α,∞)の個数によって評価される.

N−(λ) = #{j ; µj(λ) < 0}, λ ̸∈ {λT
j } ∪ σD(−c1∆M1) ∪ σD(−c2∆M2),

とおく. λ′がαから∞に向かって実軸上を動くとする. N−(λ
′)が変化するのは, λ′が

µj(λ
′) = 0となる点を通過するか, B(λ)の極を通過したときである. そこで, λ′がαから

λ > αへ動いたときの最初の場合による変化をN0(λ)で, 後者の場合の変化をN−∞(λ)

で表すことにすると,

N−(λ)−N−(α) = N0(λ) +N−∞(λ),

となる. また, λ0がB(λ)の極であるとき, 十分小さい ϵ > 0に対して

δN−∞(λ0) = N−(λ0 + ϵ)−N−(λ0 − ϵ),

とおく.

µj(λ)のLaurent展開から, 次のことが分かる.

Lemma 3.4 λ0 ∈ (α,∞)はB(λ)の極であるとする. s±(λ0) = {j ; ±resλ=λ0µj(λ) > 0}
とおく. このとき, δN−∞(λ0) = s+(λ0)− s−(λ0)が成り立つ.

λ0がB(λ)の極のとき, Λc1(λ)とΛc2(λ)の少なくともどちらか一方の極であるから,

mj(λ0)を resλ=λ0Λcj(λ)の値域の次元, m(λ0)を resλ=λ0Λc1(λ)と resλ=λ0Λc2(λ)の共通値
域の次元とする. mj(λ0)は, −cj∆Mj

の固有値の多重度に対応していることに注意され
たい.

Lemma 3.4とB(λ)のLaurent展開から次の補題も示せる.

Lemma 3.5 λ0 ∈ (α,∞)はB(λ)の極であるとする.

(1) λ ̸∈ σD(−c1∆M1) ∩ σD(−c2∆M2)のとき, δN−∞(λ0) = γ(m2(λ0)−m1(λ0)).

(2) λ ∈ σD(−c1∆M1)∩σD(−c2∆M2)のとき, |δN−∞(λ0)−γ(m2(λ0)−m1(λ0))| ≤ m(λ0).

以上により, ITEに関するWeyl則を得られる.

Theorem 3.6 (A-1), (A-2)を仮定するとき, λ > αに対して,

NT (λ) ≥ γ
∑

α<λ′≤λ

(m1(λ
′)−m2(λ

′))−N−(α),

が成り立つ. ここで, 右辺の和はλ′ ∈ (α, λ]∩ (σD(−c1∆M1)∪ σD(−c2∆M2))について取
る. さらに, γ(V1 − V2) > 0の場合には, λ → ∞のとき

NT (λ) ≥ γ(V1 − V2)λ
d/2 +O(λ(d−1)/2),

により評価される.

Sketch of the proof. Singular ITEの個数について, 多重度をこめて

Nsng(λ) = #{singular ITEs ∈ (α, λ]},



とおく. N0(λ) +Nsng(λ) ≤ NT (λ)に注意する. Lemma 3.5の |δN−∞(λ0)− γ(m2(λ0)−
m1(λ0))| ≤ m(λ0)において, 極に関して両辺の和を取ると,∣∣∣∣∣∣N−∞(λ)− γ

∑
α<λ′≤λ

(m2(λ
′)−m1(λ

′))

∣∣∣∣∣∣ ≤ Nsng(λ),

を得る. この評価とN−(λ)−N−(α) = N0(λ) +N−∞(λ)を合わせると,

N−(λ)−N−(α) + γ
∑

α<λ′≤λ

(m2(λ
′)−m1(λ

′)) ≤ N0(λ) +Nsng(λ) ≤ NT (λ),

を得る. これで定理の最初の評価が示された.

mj(λ0)は, −cj∆Mj
の固有値の多重度に対応しているから, 上の評価は

NT (λ) ≥ γ(N1(λ)−N2(λ))−N−(α),

を意味する. これにTheorem 3.1を適用すれば, Weyl則も得られる. ■

4. NSEに関するWeyl則
4.1. Fourier変換の球面制限と固有作用素

定常音響波動方程式に戻ろう. ここでは, 自己共役作用素の散乱理論に関して基本的な
事実をまとめておく. 詳しいことは, [1], [20], [6]等を参照されたい.

L = −n−1∆, L0 = −∆ on Rd,

とおく. LとL0は, それぞれL2(Rd, ndx), L2(Rd)上で自己共役である. また, 明らかに
L,L0 ≥ 0である.

Proposition 4.1 σp(L) = ∅, σess(L) = σess(L0) = [0,∞).

以下, Agmon-HörmanderのB-B∗空間 ([1])を用いる. 特にB∗のノルムは

∥u∥2B∗ = sup
R>1

1

R

∫
|x|<R

|u(x)|2dx,

である. さらに, 重み付きL2空間として, ノルム

∥f∥2L2,s =
∫
Rd

(1 + |x|2)s|f(x)|2dx,

を持つ空間L2,s(Rd)に対し, 次の包含関係が成り立つ.

Lemma 4.2 s > 1/2のとき,

L2,s(Rd) ⊂ B ⊂ L2,1/2(Rd) ⊂ L2(Rd) ⊂ L2,−1/2(Rd) ⊂ B∗ ⊂ L2,−s(Rd).

Fourier変換の球面制限

(F0(λ)f)(ω) = (2π)−d/2
∫
Rd

e−i
√
λx·ωf(x)dx, λ > 0, ω ∈ Sd−1,

を考える. この共役作用素

(F0(λ)
∗ϕ)(ω) = (2π)−d/2

∫
Sd−1

ei
√
λx·ωϕ(ω)dΣ,

はHerglotz波であり, L0の一般化固有関数を与える.



Lemma 4.3 (1) F0(λ) ∈ B(B;L2(Sd−1)), F0(λ)
∗ ∈ B(L2(Sd−1);B∗).

(2) 任意のϕ ∈ L2(Sd−1)に対して, F0(λ)
∗ϕは (L0 − λ)F0(λ)

∗ϕ = 0を満たす.

Lに対して同様の固有関数を構成するには, R(z) = (L− z)−1の極限吸収を用いる.

Lemma 4.4 λ > 0, J ⊂ (0,∞)を任意のコンパクトな区間とする.

(1) 弱∗極限R(λ± i0) := limϵ↓0R(λ± iϵ) ∈ B(B;B∗)が存在する.

(2) λ ∈ Jについて, C > 0が存在して

∥R(λ± i0)f∥B∗ ≤ C∥f∥B, f ∈ B,

が成り立つ.

(3) 写像J ∋ λ 7→ (R(λ± i0)f, g), f, g ∈ B, は連続である.

(4) R0(z) = (L0 − z)−1に対しても同様の性質が成り立つ.

修正されたFourier変換F±(λ)を

F±(λ)(χ− V ∗R(λ± i0)), λ > 0,

によって定義しよう. ここで, χ ∈ C∞(Rd)はΩの近傍で0であり, 遠方では1をとる関
数であり, V = Lχ− χL0である.

Lemma 4.5 (1) F±(λ) ∈ B(B;L2(Sd−1)), F±(λ)
∗ ∈ B(L2(Sd−1);B∗).

(2) 任意のϕ ∈ L2(Sd−1)に対して, F±(λ)
∗ϕは (L0 − λ)F±(λ)

∗ϕ = 0を満たす.

(3) us
± := F∓(λ)

∗ϕ−F0(λ)
∗ϕ, ϕ ∈ L2(Sd−1), はSommerfeldの放射条件

(∂r ∓ i
√
λ)us

± = o(r−(d−1)/2), r → ∞,

を満たす散乱波を与える. us
+を外向き波, us

−を内向き波と言う.

Lemma 4.5より, さらに次のことが分かる. u± = F∓(λ)
∗ϕ, ϕ ∈ L2(Sd−1), とおくと,

u+は次の漸近挙動を持つ :

u+(x) = (F0(λ)ϕ)(x) + C+(λ)r
−(d−1)/2ei

√
λr(A(λ)ϕ)(θ) + o(r−(d−1)/2), r → ∞,

ただし, θ = x/r, A(λ) = F+(λ)V F0(λ)
∗で与えられる.

4.2. 外部問題によるD-N mapへの帰着

最後に, A(λ)と∂Ω上のD-N mapが1対1に対応していることを示そう. 外部Dirichlet

問題
(−∆− λ)ve± = 0 in Ωe, ve± = f on ∂Ω,

に付随するD-N map

Λe
±(λ)f = ∂νv

e
±, (∂νv

e
±)(x) = lim

y→x,y∈Ωe
ν(x) · ∇ve±(y), x ∈ ∂Ω,

を導入する. ここで, ve±は外向き波 (for +)または内向き波 (for −), νは∂ΩのΩに対す
る外向き法ベクトルである. さらに, 内部Dirichlet問題

(−n−1∆− λ)vi = 0 in Ωe, vi = f on ∂Ω,



を考え, ΩとΩeの特性関数χi, χeに対して

v± = χivi + χeve±,

とおく.

v±はポテンシャル論を用いて表示することができる. 延長作用素 δ, δ0 : L2(∂Ω) →
H−1/2(Rd)を ∫

Rd
(δf)(x)g(x)n(x)dx =

∫
∂Ω

f(x′)g(x′)dS,∫
Rd

(δ0f)(x)g(x)dx =
∫
∂Ω

f(x′)g(x′)dS,

g ∈ H1/2(Rd), と定義する. すると, 共役作用素 δ∗, δ∗0 : H1/2(Rd) → L2(∂Ω)はトレース
作用素である. g ∈ Bに対し, R(λ ± i0)g,R0(λ ± i0)g ∈ H2

loc(R
d)より, f ∈ L2(∂Ω)に

対して,

B ∋ g 7→
∫
∂Ω

f(x′)(δ∗R(λ± i0)g)(x′)dS,

B ∋ g 7→
∫
∂Ω

f(x′)(δ∗0R0(λ± i0)g)(x′)dS,

はそれぞれ有界線形汎関数を定める. よって,作用素R(λ±i0)δ, R0(λ±i0)δ0 : L
2(∂Ω) →

B∗が定義される. R0(λ±i0)δ0はよく知られた一重層ポテンシャルであるから, R(λ±i0)δ

はその一般化となっている.

§2での議論により, D-N mapはDirichlet固有値の周りで Laurent 展開されるので
あった. そこで, 内部 Dirichlet問題の解 vi に付随する D-N mapを Λn(λ)とおくと,

λ0 ∈ σD(−n−1∆)の近傍では

Λn(λ) =
Qn

λ0 − λ
+Hn(λ),

と表される. n = 1のときのD-N mapをΛ0(λ)で表せば, 同様にλ0 ∈ σD(−∆)の近傍で

Λ0(λ) =
Q0

λ0 − λ
+H0(λ),

とLaurent展開されることが分かる. そこで,

Dn(λ) = Λn(λ) for λ ̸∈ σD(−n−1∆), Dn(λ) = Hn(λ) for λ ∈ σD(−n−1∆),

D0(λ) = Λ0(λ) for λ ̸∈ σD(−∆), D0(λ) = H0(λ) for λ ∈ σD(−∆),

と定義する.

以下, λ ∈ σD(−n−1∆)に対して, En(λ)をλに対する固有空間とし, Bn(λ)はEn(λ)を
生成する正規直交固有関数系ϕ1, . . . , ϕmに対して∂νϕ1, . . . , ∂νϕmが生成するL2(∂Ω)の
部分空間とする. λ ∈ σD(−∆)に対して, 同様の部分空間をE0(λ), B0(λ)と表す.

Lemma 4.6 v±は
v± = R(λ± i0)δ(Dn(λ)− Λe

±(λ))f,

で表せる. ただし, λ ̸∈ σD(−n−1∆) のとき f ∈ H3/2(∂Ω), λ ∈ σD(−n−1∆)のと
き f ∈ H3/2(∂Ω) ∩ Bn(λ)

⊥ である. n = 1の場合は, R0(λ ± i0)δ(D0(λ) − Λe
±(λ)),

H3/2(∂Ω) ∩B0(λ)
⊥に置き換えて同様のことが成り立つ.



次に, Dn(λ)− Λe
±(λ), D0(λ)− Λe

±(λ)と等価な作用素として,

M±(λ)f = δ∗R(λ± i0)δf, M0,±(λ)f = δ∗0R0(λ± i0)δ0f, f ∈ H1/2(∂Ω),

を定義する.

Lemma 4.7 (1) λ ̸∈ σD(−n−1∆)のとき, Dn(λ) − Λe
±(λ)はH3/2(∂Ω) → H1/2(∂Ω)の

同型写像である. λ ∈ σD(−n−1∆)のとき, Dn(λ) − Λe
±(λ)はH3/2(∂Ω) ∩ Bn(λ)

⊥ →
H1/2(∂Ω) ∩Bn(λ)

⊥の同型写像である.

(2) λ ̸∈ σD(−∆)のとき, D0(λ) − Λe
±(λ)はH3/2(∂Ω) → H1/2(∂Ω)の同型写像である.

λ ∈ σD(−∆)のとき, D0(λ)− Λe
±(λ)はH3/2(∂Ω) ∩ B0(λ)

⊥ → H1/2(∂Ω) ∩ B0(λ)
⊥の同

型写像である.

特に, 補題の (1), (2)いずれの場合にも

M±(λ)(Dn(λ)− Λe
±(λ)) = 1, M0,±(λ)(D0(λ)− Λe

±(λ)) = 1,

が成り立つ.

続いて, 外部問題由来のFourier変換を導入し, 外部問題に対する散乱振幅Ae(λ)を定
義しておく. 以下の議論で分かるように, Ae(λ)はΩの形状のみに依存し, nには依存し
ない. Leを ∂Ω上でDirichlet条件 v = 0を持つ−∆のL2(Ωe)における自己共役拡大と
する. LeとRe(z) = (Le − z)−1に対して

F e
±(λ) = F0(λ)(χ− (χLe − L0χ)Re(λ± i0)), λ > 0,

と定める. すると, F0(λ)
∗やF±(λ)

∗と同様に, F e
±(λ)

∗はLeの固有作用素を与える. ま
た, F e

±(λ)
∗が定める一般化固有関数の漸近挙動に

Ae(λ) = F e
+(λ)(Leχ− χL0)F0(λ)

∗,

が現れる.

Lemma 4.8 任意のϕ ∈ L2(Sd−1)に対し, F e
−(λ)

∗ϕ ∈ B∗は

(−∆− λ)F e
−(λ)

∗ϕ = 0 in Ωe, F e
−(λ)

∗ϕ = 0 on ∂Ω,

を満たす. F e
−(λ)

∗ϕ− χF0(λ)
∗ϕは外向き放射条件を満たし, その漸近挙動は

(F e
−(λ)

∗ϕ)(x)− χ(x)(F0(λ)
∗ϕ)(x) = −C+(λ)r

−(d−1)/2ei
√
λr(Ae(λ)ϕ)(θ) + o(r−(d−1)/2),

r → ∞, で与えられる.

最後に, 外部問題の解ve±の漸近挙動を与える作用素Γ±(λ) : H
3/2(∂Ω) → L2(Sd−1)を

Γ±(λ)f = F0(λ)((−∆− λ)(χve±)), f ∈ H3/2(∂Ω),

で定義する. 次の補題のように, Γ±(λ)による漸近挙動の表示に加えて, Γ±(λ)の性質を
示すことができる.



Lemma 4.9 (1) ve±は次の漸近挙動を持つ :

ve±(x) = C±(λ)r
−(d−1)/2ei

√
λr(Γ±(λ)f)(θ) + o(r−(d−1)/2), r → ∞.

(2) Γ±(λ)はH3/2(∂Ω)上で1対1である.

(3) Γ±(λ)
∗の像はL2(∂Ω)で稠密である.

以上により, A(λ)とDn(λ)が1対1に対応していることを示せる. 結果は次のように
なる.

Theorem 4.10 A(λ)とDn(λ)は1対1に対応し,

Γ+(λ)M+(λ)Γ−(λ)
∗ = Ae(λ)− A(λ),

が成り立つ.

Sketch of the proof. 任意のϕ ∈ L2(Sd−1)に対して

u = F−(λ)
∗ϕ− χeF e

−(λ)ϕ,

とおくと,

(−∆− λ)u = 0 in Ωe, u = δ∗F−(λ)
∗ϕ on ∂Ω,

を満たす. Lemma 4.6により,

u = R(λ+ i0)δ(Dn(λ)− Λe
+(λ))δ

∗F−(λ)
∗ϕ in Ωe,

と表すことができる. uは放射条件を満たす散乱波なので, 一意性がある. よって, 以上
の2種類の表示から, 次のuの r → ∞における漸近挙動は等価である :

u(x) = C+(λ)r
−(d−1)/2ei

√
λr((Ae(λ)− A(λ))ϕ)(θ) + o(r−(d−1)/2),

u(x) = C+(λ)r
−(d−1)/2ei

√
λr(F+(λ)(δ(Dn(λ)− Λe

+(λ))δ
∗ϕ)(θ) + o(r−(d−1)/2).

これとLemma 4.7による

F+(λ)(δ(Dn(λ)− Λe
+(λ))δ

∗ = Γ+(λ)M+(λ)Γ−(λ)
∗

から, 結果を得る. ■

Theorem 1.2は, 次の系とTheorem 3.6の帰結である.

Corollary 4.11 λ ∈ (α,∞)がnon-singular ITEならば, λはNSEである.

Sketch of the proof. Theorem 4.10により,

Γ+(λ)(M+(λ)−M0,+(λ))Γ−(λ)
∗ = −A(λ),

である. Γ+(λ)は1対1なので,

(M+(λ)−M0,+(λ))Γ−(λ)
∗ϕ = 0 ⇐⇒ A(λ)ϕ = 0, ϕ ∈ L2(Sd−1).

λは ITEであるから, 0 ̸= f ∈ H3/2(∂Ω) ∩ Ker(Dn(λ) − D0(λ))が存在する. g =

(D0(λ)− Λe
+(λ))f ∈ H1/2(∂Ω)とおくと,

(M+(λ)−M0,+(λ))g = 0.

ここで, Ker(Dn(λ)−D0(λ))は正の次元を持つL2(∂Ω)の部分空間であり, Γ−(λ)
∗の像

はL2(∂Ω)で稠密であるから, Γ−(λ)
∗ϕ ∈ (D0(λ) − Λe

+(λ))Ker(Dn(λ) − D0(λ))となる
ϕ ∈ L2(Sd−1)が取れる. このϕにより, A(λ)ϕ = 0であるから, λはNSEである. ■
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