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1. 導入
G-多様体X上のG-不変微分作用素環と、X上の関数空間の既約分解の間には密接な
関係があることが知られている。例えば、L2(Sn−1)はSO(n)の表現として既約分解す
ると各既約成分が重複度1で現れる (無重複と言われる)。この場合Sn−1上のSO(n)-不
変微分作用素環は Laplace–Beltrami 作用素で生成される可換環となっており、そのス
ペクトル分解がちょうどSO(n)に関する既約分解となっている。
より一般に、G ⊃ Hをコンパクトリー群とすると、L2(G/H)が無重複であることと

G/H上のG-不変微分作用素環が可換であることが同値になることが知られている。本
稿では、実簡約リー群の場合に類似の結果が成り立つことを紹介する。すなわち、表
現の既約分解に現れる重複度がG-不変微分作用素環やそれに類する環によって、「おお
まかに」統制されているということをみる。
以下では、複素代数群を G, G′, . . .など単なるアルファベットで表し、実リー群を

GR, G′
R, . . . などRを付けて表す。また、対応するリー環を g, gR, . . .と表す。対応する

群が定義されていない場合でも、実リー環gRに対してその複素化をgと表す。
本稿では代数多様体は準射影多様体と仮定する。Gを (C上の)簡約代数群としT を
複素トーラスとする。Xを滑らかなG × T -代数多様体、Y を滑らかなG-代数多様体と
する。f : X → Y をG-同変な射とし、この射によって (Zariski 位相で)主T -束になっ
ているとする。

DXをX上の微分作用素環の層とし、λ ∈ t∗に対して

DY,λ := (Cλ ⊗U(t) f∗(DX))T

と置く。ここで、f∗は層の順像関手である。このとき、DY,λはY 上のG-同変捩れ微分
作用素環の層となる。準連接DX-加群Mとλ ∈ t∗に対して、

f+,λ(M) := Cλ ⊗U(t) f∗(M)

とすると、f+,λは準連接DY,λ-加群となる。少し計算すると f+,λの左導来関手Lf+,λは
D-加群の順像関手Df+,λと同型であることがわかる。
大域切断をとる関手をΓと書き、DY,λ = Γ(DY,λ)と置く。MをDY,λ-加群とすると、

DY,λはG-同変なので Γ(M)には gの作用が入る。この作用に関するリー環のホモロ
ジーにはDG

Y,λの作用が入るので、DG
Y,λ-加群

Hi(g, Γ(M))

が得られる。
P ⊂ t∗を、Γが準連接DY,λ-加群の圏上で完全関手になるような λ ∈ t∗の集合とす
る。このとき、次の定理が成り立つ。
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定理 1.1. Mを holonomic DX-加群とする。このとき、ある定数Cが存在して

LenDG
Y,λ

(Hi(g, N)) ≤ C

が任意のλ ∈ P, i, j ∈ NとΓ(Ljf+,λ(M))の部分商Nに対して成り立つ。ここで、Len
は加群の長さを表す。

この定理はMから作られるDY,λ-加群の族Γ(f+,λ(M))のg-加群としてのホモロジー
はG-不変微分作用素環DG

Y,λによって「おおまかに」統制されていると主張している。
例えば、DG

Y,λが可換になるような場合だと既約DG
Y,λ-加群はすべて1次元となるため、

dimC(Hi(g, N)) ≤ C

という評価が得られる。
定理 1.1の証明については、主G-束に関する順像関手が gの作用によるホモロジー
をとる関手と同型であることを用いることで、 holonomic D-加群の順像の長さを評価
する問題に帰着される。捩れλがあるため少し異なるが、[8, Theorem 3.2.3] の証明と
同様にしてアファイン空間 Cn 上の問題に帰着させることで、Bernstein 次数を用いて
holonomic D-加群の順像の長さを上から抑えることができる。
定理 1.1を旗多様体 Y に適用することで、表現の既約分解に関する結果を得ること
ができる。Gを簡約代数群とし、 Gの Borel 部分群をBとする。KをGの閉部分群と
し、KがG/Bに有限軌道を持っていると仮定する。このようなKとしては、Gの対称
部分群やBの冪単根基などが知られている。

Bの冪単根基をUとし、T = B/Uとする。このとき、自然な射影 f : G/U → G/B

は主 T -束を定めている。Beilinson–Bernstein によるD-加群を使った (g, K)-加群の分
類 [1] を用いると以下の補題が示される。

補題 1.2. ある holonomic DG/U -加群Mが存在して次の条件を満たす。任意の既約
(g, K)-加群V に対して、あるλ ∈ Pと i ∈ Nが存在してV はΓ(Lif+,λ(M))の部分商と
同型になる。

G′をGの簡約部分群として、K ′, B′, U ′, T ′をGのものと同様にして定義する。定理
1.1を主T × T ′-束G/U × G′/U ′ → G/B × G′/B′に適用すると以下の結果が得られる。

定理 1.3. ある定数C > 0が存在して、

LenU(g)G′ (TorU(g)
i (V, V ′)) ≤ C

が任意の既約 (g, K)-加群V、既約 (g′, K ′)-加群V ′、i ∈ Nに対して成り立つ。

2. PI degree
定理1.1や定理1.3を用いると重複度などの量を不変微分作用素環の既約加群の次元で
評価できるようになるが、一般に不変微分作用素環の既約加群を直接調べることは容易
ではない。しかし、例えば可換な代数の既約加群がすべて1次元であるように、既約加
群の次元の上限と代数の性質を結びつけることができる。詳しくは例えば [16, Chapter
13]などを参照されたい。



定義 2.1. n変数の非可換多項式 snを

sn(X1, X2, . . . , Xn) :=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)Xσ(1)Xσ(2) · · · Xσ(n)

と定める。ここで、Snはn次対称群であり sgnは置換の符号である。また、環Rに対
して

PI.deg(R) := min {n ∈ N : s2n ≡ 0 on R}

と定める。

例えば、s2(X, Y ) = XY − Y X なので PI.deg(R) = 1であることと Rが可換で
あることは同値である。また、 Amitsur–Levitzki の定理 ([16, Theorem 3.3]) から
PI.deg(Mn(C)) = nとなることが知られている。ここで、Mn(C)は C成分の n × n

の行列環である。この結果を使うと、よい状況ではPI.deg(R)は既約加群の次元の上
限と一致することがわかる。具体的には以下の命題が成り立つ。Aを高々加算次元の
C-代数とする。

命題 2.2. 任意の既約A-加群の次元はPI.deg(A)以下となる。

命題 2.3. {(Vλ, πλ)}λ∈Λ を A-加群の族とし、∩
λ∈Λ Ker(πλ) = 0 とする。このとき、

PI.deg(A) ≤ supλ∈Λ {dimC(Vλ)}となる。

3. 応用
定理1.3やその変形を具体的な設定に適用することで、(g, K)-加群の長さの一様な評価
や分岐則と Plancherel formula における重複度の一様な評価を得ることができる。こ
こでは、重複度の一様な評価について述べる。以下では次の設定で話を進めていく。
以下で述べる結果はすべて重複度の有界性についての結果なので連結性を仮定する
必要はないが、議論を簡単にするため仮定しておく。また、被覆を取ってもよいが、同
様の理由で代数群 (の単位元成分)のみを扱う。G ⊃ G′を連結簡約代数群、GR ⊃ G′

Rを
その連結な実形とする。また、KR ⊃ K ′

RをそれぞれGR, G′
Rの極大コンパクト部分群

とし、G ⊃ K, G′ ⊃ K ′をその複素化とする。
(g, K)-加群V に対して

Malg
g′,K′(V ) := sup {dimC(Homg′,K′(V, V ′)) : 既約 (g′, K ′)-加群V ′}

と定め、また (g′, K ′)-加群V ′に対して

Mind
g,K(V ′) := sup {dimC(Homg′,K′(V, V ′)) : 既約 (g, K)-加群V }

と定める。Malg
g′,K′(V ) < ∞のとき、V |g′,K′は一様に有界な重複度を持つという。

ユニタリ表現や Casselman-Wallach 表現に対してもこの節の結果と同様の結果が成
り立つが、本稿では省略する。

3.1. 分岐則
定理1.3を用いると、分岐則が一様有界な重複度を持つための必要十分条件をPI.degを
使って表すことがことができる。



定理 3.1. V を 0でない有限長の (g, K)-加群とし、その零化イデアルを I ⊂ U(g)とす
る。このとき、あるV, Iによらない定数Cが存在して

1
C · Leng,K(V )

PI.deg((U(g)/I)G′) ≤ Malg
g′,K′(V ) ≤ C · Leng,K(V )PI.deg((U(g)/I)G′)

となる。

この定理から、Malg
g′,K′(V ) < ∞とPI.deg((U(g)/I)G′) < ∞が同値であることがわか

る。PI.deg((U(g)/I)G′)を直接計算することは一般には容易ではないと考えられる。し
かし、PI.deg((U(g)/I)G′)がV より荒い情報である Iにしかよらないということを使う
ことで、Malg

g′,K′(V ) の有限性を別の加群や別の実形の場合に帰着させることができる。
たとえば、G′をGの内部自己同型で動かすことで、G′

Rを別の実形に変えることがで
きる。あるいは、V を零化イデアルが Iとなるような別の加群で置き換えることもで
きる。
後の節で紹介するが、放物型誘導表現の場合には Iはある一般化 Verma 加群の零化
イデアルと等しくなる。したがって、Malg

g′,K′(V )の有限性を一般化 Verma 加群の分岐
則の問題に帰着することができる。
定理 3.1の上からの評価の証明について説明する。V ′を既約 (g′, K ′)-加群とし、V ′∨

を (V ′)∗
K′とする。ここで、(·)K′でK ′-有限なベクトル全体の空間を表した。このとき、

Homg′,K′(V, V ′) ≃ Homg′,K′(V, (V ′∨)∨)
= Homg′(V, (V ′∨)∗)
≃ HomC(V ⊗U(g′) V ′∨,C)

となる。したがって、V ⊗U(g′) V ′∨の次元を上から評価すればよい。定理 3.1から、V

とV ′によらない定数Cが存在して

Len(U(g)/I)G′ (V ⊗U(g′) V ′∨) ≤ C · Leng,K(V )

となる。さらに、命題2.2から既約 (U(g)/I)G′-加群の次元はPI.deg((U(g)/I)G′)以下と
なる。以上より、

dimC(V ⊗U(g′) V ′∨) ≤ C · Leng,K(V )PI.deg((U(g)/I)G′)

がわかる。

3.2. 調和解析
次にMind

g,K(V ′)の評価について述べる。Frobenius 相互律から、GRとG′
Rのスムーズ表

現V, V ′に対して

HomG′
R
(V, V ′) ≃ HomGR(V, IndGR

G′
R
(V ′))

が成り立つ。ここで、IndGR
G′

R
(V ′)はスムーズな誘導表現を表す。したがって、Mind

g,K(V ′)
は誘導表現の中の重複度の上限 (の (g, K)-加群の類似)を表している。
分岐則の場合と同様に以下の定理を示すことができる。



定理 3.2. V ′を 0でない有限長の (g′, K ′)-加群とし、その零化イデアルを I ⊂ U(g′)と
する。このとき、V ′, Iによらないある定数Cが存在して

PI.deg((U(g)/IU(g))G′)
C · Leng′,K′(V ′)

≤ Mind
g,K(V ′) ≤ C · Leng′,K′(V ′) · PI.deg((U(g)/IU(g))G′)

となる。

PI.deg((U(g)/IU(g))G′)の有限性に帰着されたが、これもやはり直接計算することは
容易ではないと考えられる。これをファイバーV ′の分岐則の条件に帰着する。まずは
PI.deg((U(g)/IU(g))G′)) < ∞となるための必要条件を述べる。

命題 3.3. ある原始イデアル I ⊂ U(g′)に対してPI.deg((U(g)/IU(g))G′) < ∞となるな
らば、G/G′はG-球多様体となる (つまり、Gの Borel部分群がG/G′に開軌道を持つ)。

この結果は Iが (代数的な)G′-加群の零化イデアルの場合には Vinberg–Kimelfeld の
結果 [18] から従う。実際、この場合は (U(g)/IU(g))G′

はG/G′上のベクトル束のG-不
変微分作用素環と同型になっている。
以下ではG/G′がG-球多様体であると仮定する。したがって、Gの Borel 部分群B

が存在してBG′ ⊂ Gが開集合となるようにできる。

L := {g ∈ G′ : gBG′ = BG′}

とおくと、 Brion–Luna–Vust の結果 [4] から LはG′の簡約部分群となる。さらに、
LR := L ∩ G′

RがLの実形となり、KL,R := LR ∩ K ′
Rがその極大コンパクト部分群にな

るようにBを取り直すことができる。KL,Rの複素化をKL ⊂ K ′とする。

定理 3.4. V ′を既約 (g′, K ′)-加群とする。このとき、V ′によらないある定数Cが存在
して

C−1Malg
l,KL

(V ′) ≤ Mind
g,K(V ′) ≤ C · Malg

l,KL
(V ′)

となる。

この定理によって誘導表現が一様に有界な重複度を持つかどうかを、ファイバーV ′

の分岐則を使って判定することができる。特にV ′が有限次元である場合はG/G′がG-
球多様体であればいつでもMind

g,K(V ′) < ∞となる。
類似の結果について紹介しよう。(g, K)-加群ではなく代数群の表現の場合には佐藤文
広氏による以下の結果が知られている。これはGR, G′

Rがコンパクトな場合とも思える。

事実 3.5 ([17]). V ′をG′の (代数的な)既約表現とする。このとき、

Mind
G (V ′) = Malg

L (V ′)

となる。ここで、Mind
g,G(V ′)などを単にMind

G (V ′)と書いた。

この設定ではG/G′が準アファインであればG′が簡約である必要はない ([9])。事実
3.5はG/G′上のベクトル束G ×G′ V ′の大域切断の空間の既約分解に関する重複度の評
価と思うことができるが、大域切断ではなくコホモロジーにした Brion による結果も
知られている。



事実 3.6 ([3]). XをG-球多様体とし、VをX上のG-同変ベクトル束とする。このと
き、Vによらない定数Cが存在して

dimC(HomG(F, H i(X, V))) ≤ C · rank(V)

が任意のGの既約表現Fに対して成り立つ。

次の小林–大島の結果では、V ′が有限次元に限る代わりにG′
Rが簡約型かつ代数的で

あるという仮定が必要なくなる。

事実 3.7 ([15, Theorem B (1)]). G′
RをGRの閉部分群とし、G/BにG′が開軌道を持つ

とする。(ここで、G′はg′ ⊂ gに対応するGの解析的部分群である。) V ′をG′
Rの有限

次元既約表現とし、V をGRの既約許容表現とする。このとき、V, V ′によらないある
定数Cが存在して

dimC(HomG′
R
(V, V ′)) ≤ C · dimC(V ′)

となる。

3.3. 放物型誘導表現1
定理3.1の具体的な応用例として放物型誘導表現の分岐則について考える。

(GR, KR)に対応する Cartan 対合をθとする。PRをGRの放物型部分群とし、MR :=
θ(PR) ∩ PRとする。MRはPRの Levi 部分群である。KM ⊂ GをKR ∩ MRの複素化、
P ⊂ GをPRの複素化とする。
以下、G/PはG′-球多様体とする。必要ならPRをその共役で置き換えて、さらにG′

の Borel 部分群B′をうまくとることで、以下の条件を満たすようにできる。

• B′P ⊂ Gは開集合である。

• P ′ := {g ∈ G′ : gB′P = B′P}はG′の放物型部分群であり、p′ + p = gとなる。

• L′ := P ′ ∩ Pは簡約部分群であり、P ′のある Levi 部分群M ′に対してM ′ ⊃ L′ ⊃
[M ′, M ′]となる。

• L′
R := L′ ∩ G′

RはL′の実形であり、KL′,R := L′
R ∩ K ′

RはL′
Rの極大コンパクト部

分群である。

KL′,Rの複素化をK ′
L ⊂ L′とする。

既約 (m, KM)-加群V に対して、その放物型誘導表現を

Ig,K
p,KM

(V ) := Homp(U(g), V )K

で定義する。ここで、pの冪零根基を自明に作用させてV を (p, KM)-加群とみなしてい
る。以後も断りなく同様の同一視を行う。Ig,K

p,KM
(V )はスムーズな表現における放物型

誘導表現のK-有限な部分と同型となっている。詳しくは [10, Proposition 11.47]などを
参照されたい。

定理 3.8. V を既約 (m, KM)-加群とする。このとき、V によらないある定数Cが存在
して

C−1Malg
l′,KL′ (V ) ≤ Malg

g′,K′(Ig,K
p,KM

(V )) ≤ C · Malg
l′,KL′ (V )

となる。



ファイバーの分岐則に帰着する方法について述べよう。J = AnnU(g)(Ig,K
p,KM

(V ))と置
く。定理3.1を用いることで、PI.deg((U(g)/J)G′)を上下から評価することに帰着され
る。Ig,K

p,KM
(V )とU(g) ⊗U(p) V ∨の間に非退化なペアリングが存在するので、

J = tAnnU(g)(U(g) ⊗U(p) V ∨)

となる。また、簡約リー環の任意の原始イデアルは既約最高ウェイト加群の零化イデ
アルになるという Duflo の結果 [5] を用いると

J = tAnnU(g)(U(g) ⊗U(p) W ), AnnU(m)(V ∨) = AnnU(m)(W )

となるようなmの既約最高ウェイト加群Wが取れる。したがって、定理3.1の Category
O版を用いることで、PI.deg((U(g)/J)G′)が有限であることと、一般化 Verma 加群
U(g) ⊗U(p) W のg′への分岐則が一様有界な重複度を持つことが同値になることがわか
る。ここで、p′ + p = gとp′ ∩ p = lであることを用いると、

(U(g) ⊗U(p) W ) ⊗U(g′) U(g′) ⊗U(p′) V ′ ≃ (U(p′) ⊗U(l′) W ) ⊗U(p′) V ′

≃ W ⊗U(l′) V ′

が任意のm′の既約最高ウェイト加群V ′に対して成り立つ。m′ ⊃ l′ ⊃ [m′,m′]なので、
V ′|l′も既約となる。このようにして gから g′への分岐則をmから l′への分岐則に帰着
することが出来る。

3.4. 放物型誘導表現2
前節では実の放物型部分群からの誘導について述べたが、コホモロジカル放物型誘導
に対しても同様の主張を示すことができる。大きな違いとして、その場合には下から
の評価が一般には成り立たない。
pをgの θ-安定な放物型部分代数とし、l := p∩ p とする。ここで、·はgのgRに関す
る複素共役である。このとき、lは pの Levi 部分代数となる。さらに、KL := NK(p)
と置くと連結簡約部分群となり (l, kL)は対称対となる。

Bernstein 関手ΠK
KL
を、(g, KL)-加群V に対して

ΠK
KL

(V ) := (O(K) ⊗k V )KL

で定める。ここで、O(K)の右移動とV への作用のテンソル積でO(K) ⊗ V をKL-加群
とみなしている。ΠK

KL
(V )には (g, K)-加群の構造が定まる。ΠK

KL
の左導来関手をLiΠK

KL

で表す。既約 (l, KM)-加群V に対して

Li(V ) := LiΠK
KL

(U(g) ⊗U(p) V )

と定める。Li(V )は有限長の (g, K)-加群となる。詳しくは [10, Chapter IV]などを参照
されたい。

Li(V )の零化イデアルについて、次の結果が知られている。例えば [19, Lemma 6.3.3]
や [10, Proposition 3.77]を参照されたい。

補題 3.9. V を既約 (l, KM)-加群とすると、

AnnU(g)(Li(V )) ⊃ AnnU(g)(U(g) ⊗U(p) V )

となる。



この補題からPI.deg((U(g)/AnnU(g)(Li(V )))G′)の上からの評価を一般化 Verma 加群
を用いて行うことができる。
以下G/P をG′-球多様体であると仮定する。したがって、G′の Borel 部分群B′と

x ∈ Gが存在してG′xP ⊂ Gが開集合となる。

L′ := x−1 {g ∈ G′ : gB′xP ⊂ B′xP} x ∩ P

と置くと、Pの簡約部分群となる。必要ならxを取り換えてL′ ⊂ Lとしてよい。
前小節と異なりL′ ∩ GRがL′の実形になるようにxやB′を取ることができるかは明
らかではない。例えば [12, 13]や [9]などで、具体的なG/P の場合にL′ ∩ GRが実形に
なるようにうまくxがとれることが示されている。

定理 3.10. V を既約 (l, KM)-加群とし、その零化イデアルを I ⊂ U(l)とする。このと
き、V, Iによらないある定数Cが存在して

Malg
g′,K′(Li(V )) ≤ C · PI.deg((U(l)/I)L′)

が任意の i ∈ Nに対して成り立つ。

特にV が有限次元であればLi(V )|g′,K′が一様に有界な重複度を持つことがわかる。
一般にはAnnU(g)(Li(V )) ⊃ AnnU(g)(U(g) ⊗U(p) V ) の包含関係は、Li(V )が 0になら
ない場合であっても、等号にはならない。例えば、GRがコンパクト群でLi(V )が有限次
元表現になるような場合を考えれば、二つの零化イデアルが一致しないことがわかる。
一方、特別な場合に上の二つの零化イデアルが等しくなることがある。正則離散系
列表現の場合 (i = 0, L = K)と四元数離散系列表現の場合 (i = 1, dimC(K/K ∩ P ) = 1)
である。正則離散系列表現の場合にはL0(V ) = U(g) ⊗U(p) V なので二つの零化イデア
ルが等しいのは明らかである。四元数離散系列表現の場合はL1(V )とU(g) ⊗U(p) V の
Gelfand–Kirillov 次元が等しいという [6, Proposition 5.7]の結果と、[2, Korollar 3.7]か
ら従う。
次の系は小林俊行氏による予想 [14, Conjecture 4.3]に対して肯定的な解答を与えて
いる。

系 3.11. V を有限次元既約 (l, KL)-加群とする。(GR, G′
R)は対称対であり、pの冪零根

基は可換であると仮定する。このとき、V によらないある定数Cが存在して

Malg
g′,K′(Li(V )) ≤ C · Malg

l′ (V )

が任意の i ∈ Nに対して成り立つ。特に、Li(V )|g′,K′は一様に有界な重複度を持つ。

G/P がG′-球多様体であることは [11, Corollary 15] で示されている。より一般に、
Gが単純で (G, G′)が対称対になっている場合に、G/P がG′-球多様体になるようなP

は [7] で分類されている。
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