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1.はじめに
情報化の進展に伴い，データの次元数が標本数よりも遥かに大きい高次元小標本(HDLSS)
データの解析が益々重要になっている．例えば，ゲノム科学，情報工学，金融工学など
で見られるように，データの次元数 (p)は優に数万を超え，それに対して，標本数 (n)
は数十程度という状況が多々ある．高次元データは，1つの標本に対して多くの情報が
得られる一方で，重要な潜在情報が巨大なノイズ空間に埋もれてしまう．それゆえ，巨
大なノイズ空間から，いかに潜在情報を抜き出せるか，ということが重要である．こ
のような高次元小標本データに対して，従来の多変量解析の理論や方法論を用いるこ
とは出来ない．高次元小標本データの特徴を生かした，全く新しい理論と方法論の構
築が必要である．
いま，高次元データの共分散行列として p次の正定値対称行列Σを考える．Σの固
有値をλ1 ≥ · · · ≥ λp(> 0)とする．高次元データに対して理論を構築する際に鍵となる
のは，その固有空間の構造である．スパース推定の枠組みでは，固有値に関して「λ1
が次元数pに関して有界である」という条件がよく仮定される．しかしながら，高次元
データの共分散行列は次元数と共に行列のサイズは大きくなり，その固有値は次元数
に依存した，次元数の関数として捉えることが自然である．実際，青嶋 [2]，青嶋・矢
田 [4, 5]で解説されているように，ゲノムデータの最大固有値は，次元数のべき乗関数
となる．このような背景から，Aoshima and Yata [10]は，高次元データに対して固有
値モデルを次のように 2つに分類した．１つ目は，強スパイク固有値モデル (strongly
spiked eigenvalue (SSE)モデル)と呼ばれ，以下のように定義される．

lim inf
p→∞

{ λ21
tr(Σ2)

}
> 0 (1.1)

2つ目は，弱スパイク固有値モデル (non-SSEモデル)と呼ばれ，以下のように定義さ
れる．

λ21
tr(Σ2)

→ 0 (p→ ∞) (1.2)

任意の高次元データは，上記2つの固有値モデルの何れかに分類される．簡単のため，
高次元データにおける固有値モデルの1つである一般化スパイクモデルを例にとる．一
般化スパイクモデルとは，以下のような固有値構造をもつものである．

λs = csp
αs (s = 1, · · · , t) かつ λs = cs (s = t+ 1, · · · , p) (1.3)

ここで，cs (> 0), α1 ≥ · · · ≥ αt > 0は次元数 pに依存しない未知の実数，tは次元数 p

に依存しない未知の自然数である．α1 ≥ 1/2のとき，(1.3)は強スパイク固有値モデル
(1.1)の1つとなり，α1 < 1/2のとき，弱スパイク固有値モデル (1.2)の1つとなる．弱
スパイク固有値モデルに対しては，その固有空間の推測をはじめ，二標本検定や判別
分析などの種々の統計量について，高次元漸近正規性という望ましい結果が得られる．
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弱スパイク固有値モデルにおける統計的推測の概説は，Aoshima and Yata [9]を参照の
こと．その一方で，強スパイク固有値モデルに対しては，高次元漸近正規性が成り立
たない．そればかりでなく，強スパイクしている固有値が巨大なノイズとなり，潜在
空間の情報を埋もれさせてしまう場合もある．強スパイクする固有値を生み出す原因
としては，変数間の相関，異常値の混入，データの混合などが挙げられる．
実際に，2つの有名な遺伝子発現データを用いて，高次元データの固有値構造を見て
みる．ノイズ掃き出し法を用いて，最大固有値 (λ̃1)から第5固有値 (λ̃5)までを推定し，
表1にその数値を纏め，それらを図1にプロットした．なお，固有値の推定は，データを
基準化した後に行った．1つ目はSingh et al. [35]で与えられた遺伝子数p = 12625の前
立腺がんデータで，前立腺がん患者 (Prostate cancer)の52標本と非腫瘍者 (Non-tumor)
の 50標本という 2つのクラスを含んでいる．2つ目はBorovecki et al. [16]で与えられ
た遺伝子数 p = 22283のハンチントン病データで，ハンチントン病患者 (Huntington’s
disease)の17標本と正常者 (Normal)の14標本という2つのクラスを含んでいる．ノイ
ズ掃き出し法については，本稿の第2節で紹介する．表1や図1からも，最初の数個の
固有値は大きい値をとり，特に最大固有値は強くスパイクしている様子が見てとれる．

表1. ノイズ掃き出し法による2つの遺伝子発現データの第5固有値までの推定値．

λ̃1 λ̃2 λ̃3 λ̃4 λ̃5

前立腺がん患者 (Singh et al. [35]) 7192 586 433 323 237

非腫瘍者 (Singh et al. [35]) 8510 503 381 227 200

ハンチントン病患者 (Borovecki et al. [16]) 18033 649 387 189 101

正常者 (Borovecki et al. [16]) 15590 1095 633 417 226

図1. 2つの遺伝子発現データに対する固有値のスパイク状況．

本稿の第2節では，Ishii, Yata and Aoshima [25, 26]で与えた強スパイク固有値モデル
における固有空間の推定についての結果を纏める．第3節では，Ishii, Yata and Aoshima



[26, 28]で与えた高次元平均ベクトルについて，一標本検定の結果を，第4節では，Ishii
[22, 23]，Ishii, Yata and Aoshima [28]で与えた二標本検定の結果を纏める．第5節では，
Ishii, Yata and Aoshima [26, 27]で与えた高次元共分散行列の同等性検定について結果
を纏める．最後に，第 6節では，Ishii [24]，Ishii, Yata and Aoshima [29]で与えた高次
元判別分析についての結果を纏める．

2.強スパイク固有値モデルにおける固有空間の推定
高次元データの共分散行列に対し，固有値の理論的研究で重要な結果が与えられたの
は，2000年以降である．Johnstone [30] や Paul [33]等は標本固有値の漸近的性質を導
出した．これらの研究は，データの次元数pと標本数nがn/p→ c (> 0)を満たす場合
を考え，高次元において標本数は次元数と同程度を仮定し，母集団分布には正規分布
や類する条件を仮定していた．しかしながら，高次元小標本の枠組みではnをpと同程
度には仮定できない．さらに，Johnstone [30]らは，Σの固有値に次のようなスパイク
モデルを仮定していた．

λ1, ..., λtは1よりも大きく，「次元数pに依存しない定数」

λt+1 = · · · = λp = 1 (2.1)

スパイクモデル (2.1)において，λ1, ..., λtが推定の対象となる潜在的な固有空間である．
しかしながら，図 1でも示したように，「固有値が次元数 pに依存しない」という上記
の固有値モデルは，実データがもつ固有値構造からかけ離れている．スパイクモデル
(2.1)において，λsの t + 1番目以降は，λs (s = 1, ..., t)を推定する際のノイズである．
しかしながら，すべてのノイズが等しいという設定は，数学的な扱い易さゆえであり，
実際には厳しい制約である．このような背景から，Yata and Aoshima [38]において，一
般化スパイクモデル (1.3)が考えられた．Yata and Aoshima [38]は，一般化スパイクモ
デルのもと，従来型PCAが高次元小標本に対して不適解を起こすことを示した．それ
に対して，Yata and Aoshima [39] とYata and Aoshima [40] は，「クロスデータ行列法」
と「ノイズ掃き出し法」という2つの方法論を提案し，それに基づく新しいPCAを提
唱した．高次元小標本データに対するPCAの一致性等の詳細は，Aoshima et al. [13]を
参照のこと．さらに，Ishii, Yata and Aoshima [25, 26]では，強スパイク固有値モデルに
着目し，ノイズ掃き出し法による固有空間の推定量の一致性を「p → ∞だが，nは固
定」という枠組みへ拡張した．本節では，Ishii, Yata and Aoshima [25, 26]の結果に基づ
き，強スパイク固有値モデルにおける固有空間の推定を扱う．
平均がµ，共分散行列がΣのp次元分布をもつ母集団から，n個のp次元データベク
トルx1, ...,xnを無作為に抽出し，p× nデータ行列X = [x1, ...,xn]を定義する．ただ
し, p > nとする．適当な直交行列H = [h1, ...,hp]でΣ = HΛHT ,Λ = diag(λ1, ..., λp)
と分解する．そのとき，Z = Λ−1/2HT (X − [µ, ...,µ])を定義し，Z = [z1, ..., zp]

T ,
zj = (zj1, ..., zjn)

T と表記する．ただし，Zの成分は，4次モーメントが一様有界にな
ることを仮定する. さらに，各 jで z2oj =

∑n
k=1(zjk − z̄j)

2/(n − 1)，z̄j = n−1
∑n

k=1 zjk
とおく．そのとき，P (lim infp→∞ z2oj > 0) = 1となることを仮定する．標本共分散行列
をSn = (n− 1)−1(X −X)(X −X)T = (n− 1)−1

∑n
i=1(xi − x)(xi − x)Tとする．こ

こで，X = [x, ...,x]，x =
∑n

j=1 xj/nである．Snの固有値を λ̂1 ≥ · · · ≥ λ̂p (≥ 0)，各

固有値 λ̂jに対する固有ベクトルを ĥjとする．一方で，n× nの行列

SD = (n− 1)−1(X −X)T (X −X)



をSnと正の固有値を共有する双対標本共分散行列という．SDの λ̂jに対応する固有ベ
クトルを ûjとし，その固有値分解を

SD =
n−1∑
j=1

λ̂jûjû
T
j (2.2)

とする．ここで，

ĥj =
X −X√
(n− 1)λ̂j

ûj (j = 1, ..., n− 1) (2.3)

となることに注意する．(2.2)式と (2.3)式より，p× p行列Snの固有値と固有ベクトル
は，n× n行列SDの固有値と固有ベクトルを使って計算できる．よって，高次元小標
本データにおいて，双対標本共分散行列を用いることで，計算コストを大幅に削減す
ることができる．いま，最大固有値に対し，次の条件を考える．

(A-i)
∑p

s=2 λ
2
s

λ21
= o(1) (p→ ∞)

(A-ii)
∑p

r,s≥2 λrλsE{(z2rk − 1)(z2sk − 1)}
nλ21

= o(1) (p→ ∞)

(A-i)は，「λ2/λ1 → 0 (p→ ∞)」を意味し，最大固有値が特に強くスパイクしている強
スパイク固有値モデルである．本稿では，(A-i)を「単一強スパイク固有値モデル」と
呼ぶことにする．さらに，第 1主成分である z1j, j = 1, ..., nには，必要に応じて，次
の条件を仮定する．

(A-iii) z1j, j = 1, ..., nは，互いに独立に標準正規分布N(0, 1)に従う．

(A-iii)は第 1主成分のみに正規性を仮定した緩い条件である．さらに，(A-iii)のもと
(n− 1)z2o1は自由度n− 1のカイ二乗分布χ2

n−1に従うことに注意する．

2.1.高次元固有値推定量の一致性と漸近分布
Ishii, Yata and Aoshima [25, 26]では，「p → ∞だが，nは固定」という枠組みで高次元
小標本漸近理論を扱った．Yata and Aoshima [40]が与えていなかった高次元小標本にお
ける幾何学的表現を与え，さらに，ノイズ掃き出し法による最大固有値の推定量につ
いて漸近分布を導出した．Ishii, Yata and Aoshima [25, 26]では，高次元小標本における
幾何学的表現に基づき，標本固有値 λ̂1の不一致性を次のように与えた．

補題 2.1 (Ishii, Yata and Aoshima [25, 26]). (A-i)と (A-ii)を仮定する．そのとき，「p→ ∞
だが，nは固定」もしくは，「p→ ∞かつn→ ∞」の枠組みで，次が成り立つ．

λ̂1
λ1

− κ

λ1(n− 1)
= z2o1 + oP (1)

ここで，κ = tr(Σ)− λ1 =
∑p

j=2 λjである．

補題2.1は，標本固有値がκ/(n− 1)なる大きさのノイズを含むことを意味している．
よって，ノイズの大きさを見積もり，標本固有値から掃き出せば，最大固有値の漸近
的な性質が得られることを示唆している．このようなアイディアで開発された方法論



がノイズ掃き出し法である．ノイズ掃き出し法を用いると，固有値は次のように推定
される．

λ̃i = λ̂i −
tr(SD)−

∑i
j=1 λ̂j

n− 1− i
(i = 1, ..., n− 2) (2.4)

ここで，(2.4)式の第 2項は κ/(n − 1)の推定量である．Yata and Aoshima [40, 41]は，
「p→ ∞かつn→ ∞」の枠組みで，λ̃iの一致性について議論した．その一方で，Ishii,
Yata and Aoshima [25, 26]は，「p→ ∞だが，nは固定」の枠組みで，λ̃1の漸近分布を導
出した．

定理 2.1 (Ishii, Yata and Aoshima [25, 26]). (A-i)と (A-ii)を仮定する．「p → ∞だが，n
は固定」の枠組みで，次が成り立つ．

λ̃1
λ1

= z2o1 + oP (1)

さらに，(A-iii)を仮定する．「p→ ∞だが，nは固定」の枠組みで，次が成り立つ．

(n− 1)
λ̃1
λ1

⇒ χ2
n−1

ここで，⇒は分布収束を表す．

定理 2.1より，n = 5程度の高次元小標本データであっても，λ̃1は漸近分布をもつ．
さらに，Ishii, Yata and Aoshima [26]は，定理2.1より，最大固有値の寄与率の信頼区間
を構築した．また，Ishii [23]は，(A-ii)を満たさない場合について考察し，クロスデー
タ行列法を用いた最大固有値推定量の漸近分布を導出した．

2.2.高次元固有ベクトル推定の一致性
Ishii, Yata and Aoshima [26]では，標本固有ベクトル ĥ1の不一致性を次のように示した．

補題 2.2 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)と (A-ii)を仮定する．そのとき，「p→ ∞だ
が，nは固定」もしくは，「p→ ∞かつn→ ∞」の枠組みで，次が成り立つ．

ĥ
T

1h1 =
(
1 +

κ

λ1z2o1

)−1/2

+ oP (1)

つまり，標本固有ベクトルもκ/(n− 1)なる大きさのノイズを含む．ノイズ掃き出し
法による固有ベクトルの推定は，(2.3)式にある標本固有値 λ̂jを (2.4)式の λ̃jで置き換
えた

h̃j =
X −X√
(n− 1)λ̃j

ûj (j = 1, ..., n− 1) (2.5)

で与えられる．Yata and Aoshima [40, 41]は，「p→ ∞かつn→ ∞」の枠組みで，h̃j の
一致性について議論している．一方で，Ishii, Yata and Aoshima [26]は，「p → ∞だが，
nは固定」の枠組みでも，h̃1の一致性を次のように与えた．

定理 2.2 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)と (A-ii)を仮定する．「p→ ∞だが，nは固
定」もしくは，「p→ ∞かつn→ ∞」の枠組みで，次が成り立つ．

h̃
T

1h1 = 1 + oP (1) (2.6)



なお，(2.6)式は，∥h̃1∥ =

√
λ̂1/λ̃1 ≥ 1なので，∥h̃1 − h1∥ = oP (1)と同値ではない

ことに注意する．ここで，∥ · ∥はユークリッドノルムを表す．しかしながら，(2.6)式
の意味での一致性が，以降の節で扱う高次元統計的推測で重要となる．

3.高次元平均ベクトルの一標本検定
母集団に関する設定は，第2節と同じとする．高次元平均ベクトルに対して，次の検定
問題を考える．

H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ ̸= µ0 (3.1)

ここで，µ0はµ0 = 0など，既知のベクトルである．本節では，一般性を失うことな
く，µ0 = 0と仮定する．
高次元小標本データに対する一標本検定においては，標本共分散行列の逆行列が存
在しないため，ホテリングの T 2統計量を用いることはできない．そこで，Dempster
[19, 20]やSrivastava [36]は，Xが正規分布の場合に，高次元検定手法を提案した．一
方，Xが非正規分布の場合に，Bai and Saranadasa [14]は次の検定統計量を議論した．

TBS = ∥x∥2 − tr(Sn)/n

E(TBS) = ∥µ∥2となることに注意する．Bai and Saranadasa [14]は，弱スパイク固有値
モデルといくつかの正則条件のもと，TBSに関する漸近正規性を示した．しかしながら，
TBSの漸近正規性は弱スパイク固有値モデルに非常に敏感であり，強スパイク固有値モ
デルのもとでは，精度が非常に悪くなる．そこで，Ishii, Yata and Aoshima [26]では，
TBSを単一強スパイク固有値モデルのもとで修正し，新たな検定手法を提案した．一方，
Ishii, Yata and Aoshima [28]では，強スパイク固有値モデルから弱スパイク固有値モデ
ルへのデータ変換を用いた新たな検定手法を提案した．

3.1.単一強スパイク固有値モデルにおける一標本検定
Ishii, Yata and Aoshima [26]では，単一強スパイク固有値モデルのもと，「p → ∞だが，
nは固定」の枠組みで有用な検定手法を提案した．TBSに対し，次の結果を得た．

補題 3.1 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)を仮定する．「p→ ∞だが，nは固定」の枠
組みで，次が成り立つ．

∥x− µ∥2 − tr(SD)/n

λ1
= z̄21 −

z2o1
n

+ oP (1)

補題3.1をもとに，Ishii, Yata and Aoshima [26]では，次の検定統計量を提案した．

F0 =
n∥x∥2 − tr(SD)

λ̃1
+ 1

ここで，E(λ̃1(F0 − 1)/n) = ∥µ∥2となることに注意する．したがって，F0の漸近帰無
分布が以下のように得られる．

定理 3.1 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)から (A-iii)を仮定する．H0のもと，「p→ ∞
だが，nは固定」の枠組みで次が成り立つ．

F0 ⇒ F1,n−1

ここで，Fν1,ν2は自由度 (ν1, ν2)のF分布にしたがう確率変数である．



よって，予め設定したα ∈ (0, 1/2)に対し，検定問題 (3.1)に対する検定ルールを次
のように与えた．

H0を棄却する⇐⇒ F0 > F1,n−1(α)

ここで，Fν1,ν2(α)は自由度 (ν1, ν2)のF分布の上側α点である．いま，検定統計量Fに
対する第1種の過誤 (Size)をSize (F )と表す．このとき，定理3.1の条件のもと，F0の
第1種の過誤に対して，「p→ ∞だが，nは固定」の枠組みで，次の結果が得られる．

Size (F0) = α + o(1)

したがって，n = 5程度の高次元小標本データであっても，上記の検定手法により，第
1種の過誤をαに抑えた一標本検定を行うことができる．

3.2.データ変換を利用した一標本検定
Ishii, Yata and Aoshima [28]では，強スパイク固有値モデルのもと，「p→ ∞かつn→ ∞」
の枠組みで新たな検定手法を提案した．必要に応じて，次の仮定をおく．

(A-iv) E(z2rlz
2
sl) = E(z2rl)E(z

2
sl) = 1, E(zrlzslztl) = 0, E(zrlzslztlzul) = 0 (r ̸= s, t, u)

ここで，(A-iv)は母集団の正規性を緩めた仮定である．いま，Ψrを次のようにおく．

Ψr =

p∑
s=r

λ2s (r ≥ 1)

Aoshima and Yata [10]と同様に，次の条件を満たす強スパイク固有値モデルを考える．

(A-v) 次元数pに依存しないある自然数kに対し，

(i) 1 ≤ r < s ≤ kのとき，lim infp→∞(λr/λs − 1) > 0

(ii) lim infp→∞
λ2k
Ψk

> 0 かつ
λ2k+1

Ψk+1

→ 0 (p→ ∞)

つまり，kは強スパイクする固有値の個数であり，強スパイクするk個の固有空間を除
くと，残りの固有空間は弱スパイク固有値モデルとなる．Aoshima and Yata [10]で与
えられたデータ変換を用いて，強スパイク固有値モデルから弱スパイク固有値モデル
にデータを変換する．次の正射影行列を考える．

A = Ip −
k∑

j=1

hjh
T
j =

p∑
j=k+1

hjh
T
j

Aは，最初の k個の固有空間の直交補空間への正射影行列である．すると，Axjの期
待値と分散は次のようになる．E(Axj) = Aµ (= µ∗とおく)，

Var(Axj) = AΣA =

p∑
j=k+1

λjhjh
T
j (= Σ∗とおく)

λmax(Σ∗)をΣ∗の最大固有値とすると，tr(Σ2
∗) = Ψk+1かつλmax(Σ∗) = λk+1となるこ

とに注意する．したがって，(A-v)のもとで，

λ2max(Σ∗)/tr(Σ2
∗) → 0 (p→ ∞)



となるので，Axjは弱スパイク固有値モデルとなる．変換後のデータを用いて，次の
統計量を考える．

TDT = ∥Ax∥2 − tr(AS)

n
= 2

∑n
l<l′ x

T
l Axl′

n(n− 1)
= 2

∑n
l<l′

(
xT
l xl′ −

∑k
j=1 xjlxjl′

)
n(n− 1)

ここで，任意の j, lに対し，
xjl = hT

j xl

である．∆∗ = ∥µ∗∥2とする．E(TDT) = ∆∗であり，Var(TDT) = K∗とおくと，

K∗ = K1∗ +K2∗; K1∗ = 2
tr(Σ2

∗)

n(n− 1)
, K2∗ = 4

µT
∗Σ∗µ∗
n

である．m = min{p, n}とおく．(A-v)のもと，必要に応じて，次を仮定する．

(A-vi) lim sup
m→∞

∆2
∗

K1∗
<∞

このとき，次の定理が得られる．

定理 3.2 (Ishii, Yata and Aoshima [28]). (A-iv)から (A-vi)のもと，m → ∞で次が成り
立つ．

TDT −∆∗

K
1/2
∗

=
TDT −∆∗

K
1/2
1∗

+ oP (1) ⇒ N(0, 1)

したがって，Ishii, Yata and Aoshima [28]では，データ変換を用いて，次の検定統計
量を構築した．

T̂DT = 2

∑n
l<l′

(
xT
l xl′ −

∑k
j=1 x̃jlx̃jl′

)
n(n− 1)

ここで，x̃jlはノイズ掃き出し法を用いた xjlの推定量である．また，強スパイクして
いる固有値の数であるkも未知であるため，Aoshima and Yata [10]で与えられた推定方
法を用いてkを推定する．(A-v)のもと，次を仮定する．

(A-vii)
λ21

ntr(Σ2
∗)

→ 0 (m→ ∞)， (A-viii) lim inf
p→∞

∆∗

∆
> 0 (∆ ̸= 0)

図1からも見てとれるように，通常は強スパイクしている固有値の数kより，次元数p

の方が遥かに大きいため，(A-viii)は緩い仮定である．また，(A-viii)は，データ変換を
行った上で，検定問題 (3.1)を扱うことが保証されるという意味である．このとき，以
下の結果を得た．

定理 3.3 (Ishii, Yata and Aoshima [28]). (A-iv)から (A-viii)のもと，m → ∞で次が成り
立つ．

T̂DT −∆∗

K̂
1/2
1∗

⇒ N(0, 1)

ここで，K̂1∗はK1∗のクロスデータ行列法による一致推定量である．



Ishii, Yata and Aoshima [28]では，定理 3.3より，予め設定したα ∈ (0, 1/2)に対し，
検定問題 (3.1)に対する検定ルールを次のように与えた．

H0を棄却する⇐⇒ T̂DT

K̂
1/2
1∗

> zα (3.2)

ここで，zαはN(0, 1)の上側α点である．いま，検定統計量Fに対する検出力 (Power)
を Power (F )と表す．検定ルール (3.2)を用いると，第 1種の過誤と検出力は以下のよ
うになる．

定理 3.4 (Ishii, Yata and Aoshima [28]). (A-iv), (A-v), (A-vii), (A-viii)を仮定する．m →
∞で次が成り立つ．

Size (T̂DT) = α + o(1), Power (T̂DT) = Φ

(
∆∗

K
1/2
∗

− zα

(K1∗

K∗

)1/2
)
+ o(1)

ここで，Φ(·)はN(0, 1)の累積分布関数である．

4.高次元平均ベクトルの二標本検定
母集団が 2つあると仮定する．各母集団πiは，平均に p次のベクトルµi，共分散行列
にp次の正定値対称行列Σiをもつとする．母集団πiから，ni個のp次元データベクト
ルxi1, ...,xini

を無作為に抽出して，p × niデータ行列X i = [xi1, ...,xini
]を定義する．

ただし，p > niである．Σiの固有値を λ1(i) ≥ · · · ≥ λp(i)(> 0)とし，適当な直交行列
H i = [h1(i), ...,hp(i)]でΣiをΣi = H iΛiH

T
i , Λi = diag(λ1(i), ..., λp(i))と分解する．た

だし，lim infp→∞ λ1(i)/λ2(i) > 1を仮定する．Zi = Λ
−1/2
i HT

i (X i − [µi, ...,µi])とおき，
Zi = [z1(i), ..., zp(i)]

T，zs(i) = (zs1(i), ..., zsni(i))
T (s = 1, ..., p)と表記する．第2節と同様

に，各s = 1, ..., pに対し，z2os(i) =
∑ni

k=1(zsk(i) − z̄s(i))
2/(ni − 1)，z̄s(i) = n−1

i

∑ni

k=1 zsk(i)
とおく．各母集団に対し，標本共分散行列をSini

= (ni − 1)−1(X i −X i)(X i −X i)
T

と定義する．ただし，X i = [xini
, ...,xini

]，xini
= n−1

i

∑ni

k=1 xikである．
いま，次の検定問題を考える．

H0 : µ1 = µ2 vs. H1 : µ1 ̸= µ2 (4.1)

高次元データに対する二標本検定として有名なものは，次の検定統計量である．

Tn = ∥x1n1 − x2n2∥2 −
2∑

i=1

tr(Sini
)/ni

Bai and Saranadasa [14]，Chen and Qin [18]，Aoshima and Yata [3, 7]は，Tnの漸近正規
性を弱スパイク固有値モデルのもとで与え，それに基づき，検定手法を与えた．しかし
ながら，Tnの漸近的な挙動は，第 3節と同様に，弱スパイク固有値モデルに非常に敏
感である．そこで，Ishii [22, 23]では，単一強スパイク固有値モデルのもと，Ishii, Yata
and Aoshima [28]では，強スパイク固有値モデルのもと，新たな検定手法を与えた．

4.1.単一強スパイク固有値モデルにおける二標本検定
Ishii [22, 23]では，Tnを単一強スパイク固有値モデルのもとで再評価することにより，
新たな検定手法を提案した．ここでは，主に Ishii [22]による結果を紹介する．第 1固
有空間について，次の仮定をおく．



(C-i)
λ1(1)
λ1(2)

= 1 + o(1), hT
1(1)h1(2) = 1 + o(1) (p→ ∞)

ここで，(C-i)は，2母集団が第1固有空間を共有していることを意味する．実際のデー
タ解析では，仮定 (C-i)の妥当性を確認する必要がある．Ishii, Yata and Aoshima [26]で
は，その確認方法として，第1固有空間の同等性検定手法を与えた．これについては，
第5節で述べる．
nmin = min{n1, n2}とする．このとき，Tnは単一強スパイク固有値モデルのもとで，
次のように評価される．

補題 4.1 (Ishii [22]). 各母集団に (A-i)を仮定する．また，(C-i)を仮定する．H0のもと，
「p → ∞だが，niは固定」もしくは，「p → ∞かつnmin → ∞」の枠組みで，次が成り
立つ．

Tn
λ1(1)

= (z̄1(1) − z̄1(2))
2 −

2∑
i=1

z2o1(i)
ni

+ oP (n
−1
min) (4.2)

(4.2)式において，λ1(1)は未知のため，推定する必要がある．その推定について，Ishii
[22]ではノイズ掃き出し法を適用し，新たな検定統計量の構築と漸近分布の導出をし
た．un = (1/n1 + 1/n2)

−1とする．Ishii [22]では，以下の検定統計量を与えた．

Fa = un
Tn +

∑2
i=1 λ̃1(i)/ni∑2

i=1(ni − 1)λ̃1(i)

ここで，λ̃1(i)は，ノイズ掃き出し法を用いたλ1(i)の推定量である．更に，Faの漸近帰
無分布を次のように導出した．

定理 4.1 (Ishii [22]). (A-i)から (A-iii)を各母集団に仮定する．また，(C-i)を仮定する．
H0のもと，p→ ∞で次の結果が得られる．

Fa ⇒


F1,ν (νが固定のとき)

χ2
1 (ν → ∞のとき)

ここで，ν = n1 + n2 − 2である．

注意 4.1. (A-ii)が満たされない場合について，Ishii [23]では，クロスデータ行列法を
用いた検定手法を与えた．

予め設定したα ∈ (0, 1/2)に対し，検定問題 (4.1)について，検定ルールを以下のよ
うに与えた．

H0を棄却する⇐⇒ Fa ≥ F1,ν(α)

よって，定理4.1と同じ条件のもと，第1種の過誤は「p→ ∞だが，niは固定」の枠組
みで，漸近的にαとなる．
検出力についても以下のような結果を与えた．いま，µ12 = µ1 − µ2とする．

定理 4.2 (Ishii [22]). (A-i)から(A-iii)を各母集団に仮定する．(C-i)，
nminµ

T
12Σiµ12

λ21(1)
= o(1)

のもと，「p→ ∞かつν → ∞」の枠組みで次が成り立つ．

Power (Fa) = 1− Cχ2
1

(
χ2
1(α)− un

∥µ12∥2

λ1(1)

)
+ o(1)



ここで，Cχ2
1
(·)は自由度 1のカイ二乗分布の累積分布関数，χ2

1(α)は自由度 1のカイ二
乗分布の上側α点である．

系 4.1 (Ishii [22]). unλ−1
1(1)∥µ12∥2 → ∞ (p → ∞)を仮定する．このとき，定理 4.2と同

じ仮定のもと，「p→ ∞だが，νは固定」の枠組みで，次が成り立つ．

Power (Fa) = 1 + o(1)

4.2.データ変換を用いた二標本検定
Aoshima and Yata [10]は，データ変換を用いて，強スパイク固有値モデルにおける一
般的な二標本検定を考案した．Ishii, Yata and Aoshima [28]では，データ変換を用いた
一標本検定の応用として，二標本検定，更には多標本問題も扱った．いま，2母集団
において，標本数のバランスが取れている状況「n1/n2 → 1 (n1, n2 → ∞)」を考える．
n1 ≤ n2とする．次のように，二標本問題を一標本問題に落とし込む．

xj = x1j − x2j (j = 1, ..., n1) (4.3)

Σ = Σ1+Σ2とする．通常，2母集団のうちのどちらかが強スパイク固有値モデルであれ
ば，上記のxjも強スパイク固有値モデルとなることに注意する．例えば，tr(Σ2

1) ≥ tr(Σ2
2)

かつ lim infp→∞ λ2max(Σ1)/tr(Σ2
1) > 0であれば，

lim inf
p→∞

λ2max(Σ)

tr(Σ2)
≥ lim inf

p→∞

λ2max(Σ1)

4tr(Σ2
1)

> 0

となり，xjは強スパイク固有値モデルとなる．よって，xj (j = 1, ..., n1)に検定手法
(3.2)を適用することで，検定問題 (4.1)を考えることができる．
また，Ishii, Yata and Aoshima [28]では，2母集団が独立でない場合にも上記の検定手
法を応用した．例えば，遺伝子発現データ解析では，同一患者からの正常な細胞とが
んの細胞などを解析対象とすることがある．そのような場合，母集団間の独立性を仮
定した通常の二標本検定を適用することはできない．しかしながら，(4.3)式でデータ
を変換した後に，検定手法 (3.2)を適用すれば，同一の患者からの標本であっても，正
常細胞とがん細胞との差異を検出することができる．詳細は，Ishii, Yata and Aoshima
[28]の第5.2節を参照のこと．
更に，多標本問題として，次の検定問題を扱った．

H0 :

g∑
i=1

biµi = 0 vs. H1 :

g∑
i=1

biµi ̸= 0 (4.4)

ここで，bi (i = 1, 2, ..., g)は，次元数pに依存せず，0でない既知の定数である．Bennett
[15]やAnderson [1]で与えられている以下の変換を考える．

xj = b1x1j +

g∑
i=2

bi

√
n1

ni

(
xij −

1

n1

n1∑
j=1

xij +
1

√
n1ni

ni∑
j′=1

xij′

)
, j = 1, ..., n1 (4.5)

ここで，n1 = min{n1, ..., ng}とする．このとき，次のようになる．

E(xj) =

g∑
i=1

biµi, Var(xj) =

g∑
i=1

b2i (n1/ni)Σi



いま，i = 1, ..., gに対し，πi : Np(µi,Σi)を仮定する．すると，x1, ...,xn1は互いに独
立にNp(

∑g
i=1 biµi,

∑g
i=1 b

2
i (n1/ni)Σi)に従う．Nishiyama et al. [32]は，弱スパイク固

有値モデルのもとで，変換 (4.5)を用いた検定手法を提案した．Ishii, Yata and Aoshima
[28]は，強スパイク固有値モデルのもとで検定手法を与えた．通常，どれか1つの母集
団が強スパイク固有値モデルであれば，(4.5)式のxjも強スパイク固有値モデルとなる
ことに注意する．よって，xj (j = 1, ..., n1)に検定手法 (3.2)を適用することで検定問題
(4.4)を考えることができる．なお，高次元データに対して母集団の正規性を仮定する
ことは厳しいものである．Ishii, Yata and Aoshima [28]では，正規性が崩れたとき，検
定手法 (3.2)の頑健性についても議論している．詳細は，Ishii, Yata and Aoshima [28]の
第4.2節を参照のこと．

5.共分散行列の同等性検定
2母集団に対し，共分散行列の同等性検定を考える．母集団に関する設定は，第4節と
同じものとする．高次元データの共分散行列に対し，次の同等性検定を考える．

H0 : Σ1 = Σ2 vs. H1 : Σ1 ̸= Σ2 (5.1)

Schott [34]は「p/ni → ci ∈ [0,∞)」という枠組みで，フロベニウスノルムをもとにし
た検定統計量を提案した．Srivastava and Yanagihara [37]は，ムーア・ペンローズ型の
一般逆行列を用いた検定統計量を考案した．Aoshima and Yata [3]は tr(Σ1 − Σ2)をも
とにした検定統計量を構築し，予め設定した第 1種の過誤と検出力をもつような標本
数決定問題を議論した．上記の先行研究は，いずれも弱スパイク固有値モデルのもと，
「p→ ∞かつni → ∞」の枠組みで理論を展開している．
本節では，Ishii, Yata and Aoshima [26, 27]で与えた共分散行列の同等性検定を紹介
する．Ishii, Yata and Aoshima [26]では，単一強スパイク固有値モデルのもと，「p→ ∞
だが，niは固定」の枠組みで新たな検定手法を提案した．Ishii, Yata and Aoshima [26]
では，強スパイク固有値モデルにおいて汎用性が高く，「p → ∞かつni → ∞」の枠組
みで新たな検定手法を提案した．

5.1.単一強スパイク固有値モデルにおける共分散行列の同等性検定
Ishii, Yata and Aoshima [26]では，単一強スパイク固有値モデルのもとで，新たな高次
元共分散行列の同等性検定法を考案した．Ishii, Yata and Aoshima [26]では，はじめに，
第1固有空間の同等性検定に関する検定手法を与えた．次の検定問題を考える．

H0 : (λ1(1),h1(1)) = (λ1(2),h1(2)) vs. H1 : (λ1(1),h1(1)) ̸= (λ1(2),h1(2)) (5.2)

ν1 = n1 − 1と ν2 = n2 − 1とする．このとき，定理2.1より，固有値に関して次の結果
が得られる．

系 5.1 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)から (A-iii)を各母集団に仮定する．このとき，
「p→ ∞だが，niは固定」の枠組みで，以下が成り立つ．

λ̃1(1)/λ1(1)

λ̃1(2)/λ1(2)
⇒ Fν1,ν2

(2.5)式より，h̃1(i)をノイズ掃き出し法を用いたh1(i)の推定量とする．そのとき，固
有ベクトルに関して，次の結果を得る．



補題 5.1 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)と (A-ii)を各母集団に仮定する．このとき，
「p→ ∞だが，niは固定」または，「p→ ∞かつni → ∞」のもと，次が成り立つ．

|h̃T

1(1)h̃1(2)| = |hT
1(1)h1(2)|+ oP (1)

補題 5.1より，2母集団間で，第 1固有ベクトルは内積の意味で一致性をもつ．この
結果を用いて，Ishii, Yata and Aoshima [26]では，次のような検定統計量を提案した．

F1 =
λ̃1(1)

λ̃1(2)
h̃∗

ここで，h̃ = max{|h̃T

1(1)h̃1(2)|, |h̃
T

1(1)h̃1(2)|−1}とし，

h̃∗ =

{
h̃ (λ̃1(1) ≥ λ̃1(2)のとき)

h̃−1 (その他)

である．F1の漸近帰無分布として以下を得る．

定理 5.1 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)から (A-iii)を各母集団に仮定する．H0の
もと，「p→ ∞だが，niは固定」の枠組みで，以下が成り立つ．

F1 ⇒ Fν1,ν2

よって，予め設定したα ∈ (0, 1/2)に対し，検定問題 (5.2)について，検定ルールを
次のように与えた．

H0を棄却する⇐⇒ F1 /∈ [{Fν2,ν1(α/2)}−1, Fν1,ν2(α/2)] (5.3)

すると，定理 5.1と同じ仮定のもと，「p → ∞だが，niは固定」の枠組みで，以下が成
り立つ．

Size (F1) = α + o(1)

第4節で述べた二標本検定において，F1を用いて，(C-i)の妥当性を確認できる．
以上の結果を踏まえ，検定問題 (5.1)を考える．κi =

∑p
j=2 λj(i) (i = 1, 2)とする．ノ

イズ掃き出し法を用いて，κiを κ̃i = tr(SD(i))− λ̃1(i)で推定する．ここで，SD(i)は，母
集団πiの双対標本共分散行列である．(A-i)と (A-ii)のもとで，κ̃iは「p→ ∞だが，ni

は固定」の枠組みで，κiの一致推定量となる．いま，γ̃ = max{κ̃1/κ̃2, κ̃2/κ̃1}とする．
Ishii, Yata and Aoshima [26]では次の検定統計量を構築した．

F2 =
λ̃1(1)

λ̃1(2)
h̃∗γ̃∗ (= F1γ̃∗)

ここで，

γ̃∗ =

{
γ̃ (λ̃1(1) ≥ λ̃1(2)のとき)

γ̃−1 (その他)

このとき，F2の漸近帰無分布について，次の結果を得た．



定理 5.2 (Ishii, Yata and Aoshima [26]). (A-i)から (A-iii)を各母集団に仮定する．H0の
もと，「p→ ∞だが，niは固定」の枠組みで次が成り立つ．

F2 ⇒ Fν1,ν2

したがって，F1の検定ルール (5.3)をF2に適用することで，検定問題 (5.1)に対して
検定を行う．すると，「p→ ∞だが，nは固定」の枠組みで，第1種の過誤が漸近的にα

となる．検定統計量F2の構築について，そのアイディアは，高次元固有空間を第1固
有空間とそれ以降の固有空間とで分割し，差異を検出することである．このアイディ
アは，Ishii, Yata and Aoshima [27]で与えた検定手法でも鍵となる．

5.2.強スパイク固有値モデルにおける共分散行列の同等性検定
Ishii, Yata and Aoshima [27]では，強スパイク固有値モデルにおいて非常に汎用性の高
い検定手法を与えた．Li and Chen [31]は，tr{(Σ1 − Σ2)

2} = ∆vに基づいた検定統計
量を次のように提案した．

TLC = W1 +W2 − 2tr(S1n1S2n2)

ここで，Wi = {ni(ni−1)}−1
∑

s ̸=t(x
T
isxit)

2−2{ni(ni−1)(ni−2)}−1
∑

s ̸=t̸=v x
T
isxitx

T
itxiv+

{ni(ni − 1)(ni − 2)(ni − 3)}−1
∑

s ̸=t̸=v ̸=w xT
isxitx

T
ivxiw である．そのとき，E(TLC) = ∆v

となる．Li and Chen [31]は，弱スパイク固有値モデルといくつかの正則条件を仮定し，
帰無仮説のもと，検定統計量の漸近正規性を示した．しかしながら，TLCの漸近正規性
は弱スパイク固有値モデルに対して非常に敏感である．そこで，Ishii, Yata and Aoshima
[27]では，∆vをもとにした全く新しい検定手法を提案した．はじめに，単一強スパイ
ク固有値モデルのもと，次の結果を得た．

∆v = (λ1(1) − λ1(2))
2 + 2λ1(1)λ1(2){1− (hT

1(1)h1(2))
2}+ o(λ21(1) + λ21(2)) (5.4)

(5.4)式のλ1(i), h1(i)をノイズ掃き出し法で推定し，単一強スパイク固有値モデルのも
とで，次の統計量を考える．

V =
(λ̃1(1) − λ̃1(2))

2 + 2λ̃1(1)λ̃1(2){1− (h̃
T

1(1)h̃1(2))
2}∑2

i=1 2λ̃
2
1(i)/(ni − 1)

q = min{p, n1, n2}とおく．新たに与えた統計量V に対し，単一強スパイク固有値モデ
ル，いくつかの正則条件とH0のもと，q → ∞で次が成り立つ．

V ⇒ χ2
1

次に，単一強スパイク固有値モデルから強スパイク固有値モデルへの拡張を行う．い
ま，V の第2項1− (h̃

T

1(1)h̃1(2))
2に注目する．帰無仮説のもと，第2項目は0に収束する

べき量である．しかしながら，h1(i)の推定にノイズ掃き出し法を単純に用いると，強
スパイク固有値モデルのもとではバイアスが生じる．その結果，強スパイク固有値モ
デルに対する検定統計量としてV を用いると，第1種の過誤を抑えられない．そこで，
Ishii, Yata and Aoshima [27]では，V の第 2項のバイアス補正を行い，強スパイク固有
値モデルに対する検定統計量として，次を与えた．

TNR =
(λ̃1(1) − λ̃1(2))

2 + 2λ̃1(1)λ̃1(2){1−min{1, (h̃T

1(1)h̃1(2))
2}}1+η̂∑2

i=1 2λ̃
2
1(i)/(ni − 1)



ここで，η̂ = Ψ̂
1/2
2(1)/λ̃1(1) + Ψ̂

1/2
2(2)/λ̃1(2)であり，Ψ̂2(i)は，Ψ2(i) =

∑p
s=2 λ

2
s(i)のクロスデー

タ行列法を用いた推定量である．また，検定統計量TNRの漸近帰無分布は，強スパイク
固有値モデルと適当な正則条件のもと，自由度1のカイ二乗分布となる．
しかしながら，TNRはその形からも見てとれるように，第 1固有空間の同等性検定
に対する検定統計量となっている．Ishii, Yata and Aoshima [27]では，2番目以降の固
有空間の差異も検出するため，κi =

∑p
s=2 λs(i)とΨ2(i)に着目し，差異を取り出した．

κ⋆ = (κ1/κ2 + κ2/κ1)/2，ψ⋆ = (Ψ2(1)/Ψ2(2) +Ψ2(2)/Ψ2(1))/2とおくと，両者は何れも1
以上となり，帰無仮説のもとで 1となる量であることに注意する．ここで，κ⋆，ψ⋆は
未知なので，ノイズ掃き出し法とクロスデータ行列法を用いて得られた一致推定量を
κ̃⋆，ψ̃⋆とする．以上より，Ishii, Yata and Aoshima [27]では，次のような検定統計量を
構築した．

TIYA = κ̃⋆ψ̃⋆TNR

定理 5.3 (Ishii, Yata and Aoshima [27]). 各母集団に (1.1)，(A-iii)，(A-iv)を仮定する．H0

のもと，q → ∞で次が成り立つ．
TIYA ⇒ χ2

1

よって，予め設定したα ∈ (0, 1/2)に対し，検定問題 (5.1)について検定ルールを次
のように与えた．

H0を棄却する⇐⇒ TIYA > χ2
1(α)

上記の検定ルールを用いると，定理5.3と同じ条件のもと，q → ∞のとき，第1種の過
誤が漸近的にαとなる．さらに，TIYAの検出力について，以下の結果を与えた．

定理 5.4 (Ishii, Yata and Aoshima [27]). 各母集団に (1.1)，(A-iii)，(A-iv)を仮定する．
q → ∞で以下が成り立つ．

Power (TIYA) ≥ 1−Gω2

(
κ−1
⋆ ψ−1

⋆ χ2
1(α)

)
+ o(1)

ここで，ω = (λ1(1) − λ1(2))/(2λ
2
1(1)/n1 + 2λ21(2)/n2)

1/2，Gω2(·)は非心率ω2，自由度が1
の非心カイ二乗分布の累積分布関数を表す．

系 5.2 (Ishii, Yata and Aoshima [27]). 各母集団に (1.1)と (A-iv)を仮定する．
lim supp→∞ |hT

1(1)h1(2)| < 1もしくは，lim infp→∞ |λ1(1)/λ1(2)| > 0のもと，q → ∞で
Power (TIYA) = 1 + o(1)となる．

6.データ変換を用いた高次元判別分析
高次元データの 2群の判別を考える．各母集団 πiの設定は，第 4節と同じとする．母
集団πiから，ni (≥ 4)個の訓練データxi1, ...,xini

を無作為に抽出する．判別対象の個
体をx0とし，訓練データとは互いに独立であるとする．π1に属するx0をπ2に誤判別
する確率を e(1)，π2に属するx0をπ1に誤判別する確率を e(2)と表記する．
高次元小標本データに対しては，フィッシャーの線形判別方式や2次判別方式を適用
することはできない．高次元データに対する判別分析手法は多々提案されている．特
に，2群に共分散行列の同等性を仮定しない場合，Dudoit et al. [21]は標本共分散行列
の対角成分のみを用いた判別関数，Chan and Hall [17]，Aoshima and Yata [6]はユーク
リッド距離に基づく線形判別関数，Aoshima and Yata [3, 8]は高次元小標本の幾何学的



表現に基づく2次判別関数を与えた．また，Aoshima and Yata [12]は，高次元データの
特徴に基づく 2次判別関数のクラスを考え，誤判別確率に関する一致性と漸近正規性
が成り立つ条件を導出し，高次元における最適性を議論した．上記の先行研究は，2群
がともに弱スパイク固有値モデルのもと，判別方式の精度を保証した．しかしながら，
2群のどちらかが強スパイク固有値モデルをもつ場合，強スパイクする固有値がノイズ
となり，判別の精度が低下する．詳細は青嶋 [2]を参照のこと．
強スパイク固有値モデルに対して，Aoshima and Yata [11]は，第3節で与えたデータ
変換を用いて，Aoshima and Yata [6]による線形判別方式を改良した．また，「p→ ∞か
つni → ∞」の枠組みで，高い精度保証を与えた．さらに，Ishii [24]では，データ変換
による線形判別方式を「p→ ∞だが，niは固定」の枠組みへ拡張した．Ishii, Yata and
Aoshima [29]では，Aoshima and Yata [3, 8]による 2次判別方式に対し，データ変換を
用いた新たな高次元2次判別方式を与えた．
本節では，「p→ ∞だが，niは固定」の枠組みで，Ishii [24]と Ishii, Yata and Aoshima

[29]による判別方式を解説する．簡単のため，h1(1) = h1(2)と仮定する．

6.1.データ変換を用いた高次元線形判別方式
Aoshima and Yata [6]は，∆m = ∥µ1−µ2∥2に基づく判別分析「Distance-Based Discrim-
inant Analysis (DBDA)」を考え，判別関数を次のように与えた．

D(x0) =
(
x0 −

x1n1 + x2n2

2

)T

(x2n2 − x1n1)−
tr(S1n1)

2n1

+
tr(S2n2)

2n2

(6.1)

判別方式は，D(x0) < 0のときx0 ∈ π1，D(x0) ≥ 0のときx0 ∈ π2 である．いま，次
の条件を考える．

maxj=1,2 tr(Σ2
j)

∆2
m

→ 0 (p→ ∞) (6.2)

DBDAは条件 (6.2)のもと，「p→ ∞だが，niは固定」の枠組みで，次の一致性をもつ．

e(1) → 0, e(2) → 0 (6.3)

つまり，DBDAは，条件 (6.2)のもと，高次元で完全分類を達成する．ところで，条件
(6.2)は，強スパイク固有値モデルのもと，以下を意味する．

maxj=1,2{λmax(Σj)}2

∆2
m

→ 0 (p→ ∞)

つまり，∆mが強スパイクするノイズより有意に大きくならなければならない．よって，
強スパイク固有値モデルの場合，条件 (6.2)は満たされ難く，判別関数 (6.1)の性能は低
下する．そこで，Ishii [24]は，Aoshima and Yata [11]と同様に，データ変換によって，
判別関数 (6.1)から強スパイクするノイズを除去することを考えた．さらに，強スパイ
ク固有値モデルのもと，「p → ∞だが，niは固定」の枠組みで高い精度保証を与えた．
Ishii [24]では，次のような判別関数を与えた．

DDT(x0) =∥x0 − x1n1∥2 − {(x0 − x1n1)
T h̃1(2)}2 − ∥x0 − x2n2∥2 + {(x0 − x2n2)

T h̃1(1)}2

+ {xT
0 h̃1(2)}2 − {xT

0 h̃1(1)}2 +
2∑

i=1

(−1)i
tr(Sini

)− λ̃1(i)
ni

(6.4)



判別方式は，DDT(x0) < 0のときx0 ∈ π1，DDT(x0) ≥ 0のときx0 ∈ π2 である．判別
関数 (6.4)で工夫している点は，訓練データに対するデータ変換の適用方法である．例
えば，x1n1には，第1群の訓練データを含まない，第2群の第1固有ベクトルの推定量
h̃1(2)をかけている．これにより，データ変換を用いる際に生じるバイアスを避けるこ
とができる．ここで，次の条件を仮定する．

(C-ii) µT
i′Σiµi′ = o

(
λ1(i) min

{
∆2

m/λ1(max),∆m

})
(p→ ∞; i = 1, 2; i′ = 1, 2)

(C-iii)
maxj=1,2Ψ2(j)

∆2
m

→ 0 (p→ ∞)

ただし，λ1(max) = max{λ1(1), λ1(2)}である．強スパイク固有値モデルのもとで，(C-iii)
は条件 (6.2)よりも緩い仮定であることに注意する．Ishii [24]は，次の結果を与えた．

定理 6.1 (Ishii [24]). (A-i)と (A-iv)を各母集団に仮定する．さらに，(C-ii)と (C-iii)を
仮定する．判別関数 (6.4)は「p → ∞だが，niは固定」の枠組みで，一致性 (6.3)を与
える．

6.2.データ変換を用いた高次元2次判別方式
Aoshima and Yata [3, 6]は，高次元小標本の幾何学的表現に基づく判別分析「Geometrical
Quadratic Discriminant Analysis (GQDA)」を考え，判別関数を次のように与えた．

G(x0) =
p∥x0 − x1n1∥2

tr(S1n1)
− p∥x0 − x2n2∥2

tr(S2n2)
− p

n1

+
p

n2

− p log

{
tr(S2n2)

tr(S1n1)

}
(6.5)

GQDAは，µ1 = µ2であっても，Σ1とΣ2の差異を用いることで，一致性 (6.3)をも
つ．詳細は，青嶋・矢田 [4, 5]を参照のこと．しかしながら，第6.1節と同様に，強ス
パイク固有値モデルの場合，判別関数 (6.5)の性能は低下する．そこで，Ishii, Yata and
Aoshima [29]は，データ変換を用いて，高次元2次判別方式を次のように与えた．

GDT(x0)

= p
∥x0 − x1n1∥2 − {(x0 − x1n1)

T h̃1(2)}2

tr(S1n1)− λ̃1(1)
− p

∥x0 − x2n2∥2 − {(x0 − x2n2)
T h̃1(1)}2

tr(S2n2)− λ̃1(2)

− p

n1

+
p

n2

− p log

{
tr(S2n2)− λ̃1(2)

tr(S1n1)− λ̃1(1)

}
(6.6)

判別方式は，GDT(x0) < 0のときx0 ∈ π1，GDT(x0) ≥ 0のときx0 ∈ π2 である．いま，

∆v⋆ = ∆m +
tr(Σ1 −Σ2)

2

2maxi=1,2 tr(Σi)

とおく．ここで，次の条件を仮定する．

(C-iv) (µ1 − µ2)
Th1(i) = o(min{∆1/2

v⋆ , ∆v⋆/λ
1/2
1(max)}) (p→ ∞; i = 1, 2)

(C-v)
maxj=1,2Ψ2(j)

∆2
v⋆

→ 0 (p→ ∞)

そのとき，Ishii, Yata and Aoshima [29]は，次の結果を与えた．



定理 6.2 (Ishii, Yata and Aoshima [29]). (A-i)と (A-iv)を各母集団に仮定する．さらに，
(C-iv)と (C-v)を仮定する．判別関数 (6.6)は「p→ ∞だが，niは固定」の枠組みで，一
致性 (6.3)をもつ．

したがって，強スパイク固有値モデルにおいて，判別関数 (6.6)は高い精度保証を与
える．Ishii, Yata and Aoshima [29]は，判別関数 (6.4)と (6.6)の性能を第 1節で紹介し
た 2つの遺伝子発現データにより検証した．ここでは，比較の対象として，Dudoit et
al. [21]による線形判別方式 (DLDA)及び 2次判別方式 (DQDA)を用いる．1つ抜き交
差確認法 (Leave-One-Out Cross Validation: LOOCV)によって誤判別の割合を計算した．
Singh et al. [35]の前立腺がんデータ (π1 : Prostate cancer，π2 : Non-tumor)と，ハンチ
ントン病データ (π1 : Huntington’s disease，π2 : Normal)に対し，各群における誤判別
の割合 ē1, ē2と，その平均値 ē = (ē1 + ē2)/2を表2に纏めた．

表2. LOOCVによる誤判別の割合

前立腺がんデータ
(Singh et al. [35], p = 12625)

GDT(x0) DDT(x0) DLDA DQDA

ē(1) 0.26 0.08 0.34 0.36
ē(2) 0.25 0.173 0.404 0.365
ē 0.255 0.127 0.372 0.363

ハンチントン病データ
(Borovecki et al. [16], p = 22283)

GDT(x0) DDT(x0) DLDA DQDA

ē(1) 0.059 0.235 0.118 0.235
ē(2) 0. 0.071 0.143 0.071
ē 0.03 0.153 0.131 0.153

表1や図1で見たように，上記2つの高次元小標本データは，強スパイク固有値モデ
ルをもつ．強スパイクする固有空間の構造を生かした判別関数 (6.4)と (6.6)は，良い結
果を与えている．特に，2つ目のハンチントン病データは，2群間の共分散行列に差異
のあるデータであり，判別関数 (6.6)は，ノイズとなる強スパイクする固有値を取り除
いた上で，残りの固有空間の差異の情報を上手く汲み取ることができたと考えられる．
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