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1. 導入
1.1. トポロジカル絶縁体

トポロジカル絶縁体は, 物理学, 特に固体物理学における対象である. 物理的な対象で
あるので, 数学における対象のように, トポロジカル絶縁体を「定義」することは難し
い. できるのは, それを特徴付ける物理的な現象を述べることと, その現象を説明する
ような数学的なモデルを定義することである.

トポロジカル絶縁体を物理現象として説明すれば, バルクは絶縁体だがエッジは導電
体であるような物質である. ここでは仮に長方形の板状の物質を想像して欲しい. この
場合, 長方形の内部がバルクで, 辺がエッジである. このような性質を持つものとして
のトポロジカル絶縁体は, 現実の金属結晶として実現され, 実験によって確認されてい
る. 以前から知られている例は整数量子Hall系である. 狭義のトポロジカル絶縁体であ
る量子スピンHall系は, 2005年に理論的に発見され, 2007年には実験で確認された.

また, トポロジカル絶縁体は, トポロジカル相の一例である. この意味には二つの側
面がある (cf. [15]). すなわち, 一つの側面は, トポロジカル絶縁体を与える環境 (温度
や磁場の強さなど)のパラメータを微小に動かしても, トポロジカル絶縁体である状態
は変化しない, ということである. もう一つの側面は, トポロジカル絶縁体であるとい
う状態を指定するパラメータが, トポロジーにおける不変量 (巻き付き数や特整数など)

で与えられる, ということである. このことは, 例えば水 (H2O)分子を沢山集めた系の
固体・液体・気体の状態などが, 分子の運動の乱雑さというパラメータ (秩序変数)に
よって指定されることとは一線を画す (cf. 2016年のNobel物理学賞). トポロジカル絶
縁体を指定する不変量は, 整数量子Hall系においては, Hall伝導率に比例する整数であ
り, バルクの絶縁体の不変量である. この不変量の非自明性は, エッジに電流が流れる
状態の存在に対応している. この現象はトポロジカル絶縁体の特徴づけの一つであり,
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バルク・エッジ対応と呼ばれる.

トポロジカル絶縁体への理論的なアプローチは幾つかある. その一つで, この講演で
考えるものは, まず, トポロジカル絶縁体のバルク部分を無限に広がった格子で近似す
る. 次に, この格子上の平行移動で不変な量子系として, バルクの絶縁体を記述する. こ
のようにして記述された絶縁体 (バンド絶縁体)のうち, 然るべき性質を持つものが, ト
ポロジカル絶縁体を記述していると考える. 現実に合成した金属結晶は格子欠陥や不
純物の混入がありうるので, その上の量子系は厳密に平行移動不変性を持つとは限らな
い. このような場合を想定した解析には, C∗代数を用いるアプローチがあり長い蓄積
がある (例えば [7, 31]). また, 格子上の量子系の記述は, 本質的には相互作用のない一
つの電子の振る舞いを記述するものである. 複数の電子の振る舞いを想定したトポロ
ジカル絶縁体を記述としては, 場の理論を用いるアプローチもある (例えば [42]).

1.2. トポロジカル絶縁体の分類とK理論

量子スピンHall系の理論的・実験的発見以降, トポロジカル絶縁体には膨大な研究があ
る. 理論的な面での重要な結果は, ある内部対称性を持つトポロジカル絶縁体の理論的
な分類である ([24, 33, 35]). この分類においては, トポロジカル絶縁体として, ある内
部対称性を持つものを考える. その分類結果は, 次元についての周期性を持つ. Kitaev

による分類 [24]は, 上で述べた平行移動不変な量子系としてのトポロジカル絶縁体の記
述にもとづき, K理論を応用している. K理論はBott周期性を持つことが知られてい
る. 従って, Kitaevの仕事により, Bott周期性がトポロジカル絶縁体の周期性を説明す
ることが明らかにされたのである.

上記の分類では, トポロジカル絶縁体の内部対称性を考えた. 一般に, 格子に対して
は,格子固有の対称性 (結晶群・空間群)がある. このような結晶対称性によって守られた
トポロジカル絶縁体は,トポロジカル結晶絶縁体と呼ばれ [14],実験的にも確認されてい
る. Kitaevによる分類を一般化すると, トポロジカル結晶絶縁体の分類はFreed-Moore

型のねじれを持つ同変K理論 [13]によってなされる. 言い換えると, 同変ねじれK理
論の計算によって, トポロジカル結晶絶縁体の分類が行えることになる. このアイデア
に動機付けられた同変K理論の計算は, 例えば [36, 37, 38]でなされている.

上で述べたトポロジカル絶縁体の分類へのK理論の応用について, より詳しい説明
をすることが講演の目標である. 以下この予稿では, まず格子上の平行移動不変な量子
系・バンド絶縁体について具体的に説明する (§2). 次にK理論について復習し, バンド
絶縁体の分類へ応用する (§3). その上で, 対称性がある場合への一般化を説明する (§4).
最後に関連する話題等について触れる (§5).

なお, トポロジカル絶縁体の説明については, 私の理解不足等により, 間違ったこと
を書く (あるいは既に書いた)可能性があり, 引用文献も偏っている. トポロジカル絶縁
体については, 専門家が日本語で書いた本 [2, 30, 34]や解説記事 [1, 16, 17, 29]が既に
あるので, 参考にして欲しい. 2014年に東大数理で開催された“Summer School 数理物
理 トポロジカル相の数理”の予稿集も参考になる. また, トポロジカル絶縁体を語る上
で重要なバルク・エッジ対応および関連文献については, この予稿では詳しく触れない
が, [15]が参考になる.



2. バンド絶縁体
2.1. バンド絶縁体の定式化

量子力学においては, 考える系の状態は, ある Hilbert空間 (H, ⟨ , ⟩)の非零ベクトル
ψ ∈ Hで指定される. また, 系の発展は, Schrödinger方程式によって記述される:

iℏ
dψ

dt
= Hψ.

ここで, H : H → Hはある自己共役作用素であり, ハミルトニアンと呼ばれる. ある状
態ψ ∈ Hに対して, ⟨ψ,Hψ⟩/⟨ψ, ψ⟩は状態ψのエネルギーである.

既に述べたとおり, トポロジカル絶縁体の記述として, バルク部分を無限に広がった
格子で近似する (バルクの内部にいる電子には, “遠く”にあるエッジの効果は小さいだ
ろう). ここでは簡単のために, 標準的なEuclid空間の中の d次元正方格子Zd ⊂ Rdを
考え, その上の量子系を, いわゆる強結合近似模型 (tight binding model)あるいは一電
子近似模型によって記述する. この模型においては, 格子状に配列されている原子ある
いは分子は, 格子点から動かないと仮定している. さらに, 格子点に配置されている原
子あるいは分子を単独で考えた場合には, その周囲を運動する電子の量子系は理解でき
たと仮定する. それらの重ね合わせとして格子上の量子系を近似する. 具体的には, 次
のようなHilbert空間 (H, ⟨ , ⟩)を考える.

H = L2(Zd, V ) =

{
ψ = (ψ(n))n∈Zd

∣∣∣∣ ψ(n) ∈ V,
∑
n∈Zd

⟨ψ(n), ψ(n)⟩V < +∞
}
,

⟨ψ, ψ′⟩ =
∑
n∈Zd

⟨ψ(n), ψ′(n)⟩V .

ここで (V, ⟨ , ⟩V )はあるHilbert空間であり, 格子点に配置された原子あるいは分子を
単独で考えた場合の量子系の状態を記述する. 一般には, 高エネルギー部分は無視する
ことで, 有限次元のベクトル空間を考える. その際には, V の次元は, 格子点に配置され
た原子あるいは分子の量子系の内部自由度である.

次に, 格子上の量子系ととらえたときのトポロジカル絶縁体を記述するハミルトニア
ンとして, 次の仮定を満たすものを考える.

仮定 2.1. 自己共役作用素H : L2(Zd, V ) → L2(Zd, V )は以下を満たす.

(a) Hは平行移動不変である.

(b) Hは短距離相関を記述する.

(c) Hはエネルギーギャップを持つ.

Hilbert空間L2(Zd, V )は, 離散Fourier変換により, d次元トーラスT d = Rd/Zd上の
L2関数の空間と同型になる: L2(Zd, V ) ∼= L2(T d, V ). 物理においては, d次元トーラ
ス T d = Rd/Zdは (準)運動量空間と呼ばる. Fourier変換のもとで, 仮定 2.1(a), (b)を
満たす自己共役作用素H : L2(Zd, V ) → L2(Zd, V )は, 次の掛け算作用素L2(T d, V ) →
L2(T d, V )に変換される.

ψ̂ 7→ Ĥ(k)ψ(k).



ここで, Ĥ : T d → Herm(V ) ⊂ End(V )は, V の自己共役 (Hermite)準同型に値をとる
連続関数である. トポロジカル絶縁体の文脈では, この Ĥもハミルトニアンと呼ぶ. 最
後の仮定2.1(c)は, Ĥ(k)の固有値はある実数λF ∈ Rを横切らない, というものである.

物理的には, 今考えている量子系が電子の系である場合に, λFはフェルミレベルと呼ば
れる数値に設定される. 直感的には, フェルミレベルより大きい固有値を持つ固有ベク
トルが指定する状態 (固有状態)が, 今考えている系の電流を担っている. 一方で, 電子
は固有値の小さい固有状態から詰まっていく. フェルミレベルによって Ĥ(k)の固有値
が分離されている限り, 今考えている系においては, 電子は自由に動けず, 電流の流れ
ない絶縁体の状態にある. 理論的な考察をする上では, 通常 λF = 0と設定する. する
と, 仮定2.1(c)は次のように書ける.

det Ĥ(k) ̸= 0. (k ∈ T d)

2.2. バンド絶縁体の同値

以上が, トポロジカル絶縁体を記述する, d次元格子上の平行移動不変な量子系 (バンド
絶縁体)である. 最終的に, 考えている系は, 連続関数 Ĥ : T d → Herm∗(V )によって記
述されることがわかった. ここで, Herm∗(V )は, V のHermite準同型であって可逆なも
ののなす空間である. この Ĥの然るべき分類によって, バンド絶縁体が分類される. (そ
れらの中で, バルク・エッジ対応などの然るべき条件を満たすものが, トポロジカル絶
縁体である.) ハミルトニアンを分類する際の基準は次のとおりである.

仮定 2.2. ハミルトニアン Ĥ, Ĥ ′ : T d → Herm∗(V )は, 別のハミルトニアン Ĥ ′′ : T d →
Herm∗(W )との直和をとった Ĥ ⊕ Ĥ ′′と Ĥ ′ ⊕ Ĥ ′′がHerm∗(V ⊕W )の中でホモトピッ
クであれば同値であるとみなす.

物理的には, ハミルトニアンのホモトピー変形は, それが記述する量子系の断熱変形
に相当する. 格子上の量子系を記述する際に, 格子に配置された原子あるいは分子の量
子系の近似として, ある低エネルギー状態を記述するV を選んだ. その際に, より高エ
ネルギー状態を含むように別の近似V ⊕Wを選ぶこともできる. 近似を取り替えると,

バンド絶縁体の記述は変化しうる. しかし, 二つのバンド絶縁体の本質的な差は, 近似
の取り替えに依存しないはずである. そのため, V に作用するハミルトニアン Ĥと Ĥ ′

の比較に際し, Wに作用するハミルトニアン Ĥ ′′を同時に直和する操作を許している.

3. バンド絶縁体の分類とK理論
3.1. K理論

コンパクトHausdorff位相空間XのK理論 [4]は, X上のベクトル束を大雑把に分類す
るAbel群であった. 標準的な定義では, X上の (有限ランク)複素ベクトル束の同型類
のなす可換モノイドVect(X)に対して, Grothendieck構成を適用して得られるAbel群
として, Xの (複素)K理論 (K群)を定める.

K(X) = K(Vect(X)) = Vect(X)× Vect(X)/ ∼ .

ここで, K群の元は, ベクトル束 (の同型類)の対 (E,F )によって代表され, 同値関係∼
は, 勝手なベクトル束Gに対して (E,F ) ∼ (E ⊕G,F ⊕G)というものである.

K理論の定式化は他にも色々と知られているが, トポロジカル絶縁体の分類におい
てキーとなるものは, Karoubiによるもの (の一つ)である [22]: Hermiteベクトル束



π : E → Xの自己共役対合 ηを, Eの次数付け (gradation)と呼ぶ. すなわち, ベクトル
束の写像 η : E → Eであって, Xの恒等写像の持ち上げになっており, Hermite内積に
ついて自己共役 (Hermite)η∗ = ηかつ対合的 η2 = 1となるものである. 次数付けに対
しては自然に同型の概念を導入できる. E上の二つの次数付けは, それが次数付けの連
続族でつなげるとき, ホモトピックであるという. X上のHermiteベクトル束Eとその
二つの次数付けのなす三つ組 (E, η0, η1)を考える. これらの三つ組の同型類は直和操作
によって可換モノイドM(X)を与える. この中には, η0と η1がホモトピックであるよ
うな三つ組 (E, η0, η1)の同型類がなす部分モノイドZ(X) ⊂ M(X)がある. この部分
モノイドによって商をとって得られるモノイドM(X)/Z(X)は, Abel群の構造を持ち,

さらにK理論と同形になる:

K(X) ∼= M(X)/Z(X).

この同型のポイントは, Hermiteベクトル束の次数付け η : E → Eと, Eの部分ベクト
ル束Ker(1 + η) =

∪
x∈X Ker(1 + ηx)とが一対一に対応することである (自己共役対合η

と直交射影 (1 + η)/2が一対一に対応している). K理論K(X)の元 [E,F ]がベクトル束
の差“E−F”に対応するように, 三つ組が代表する元 [E, η0, η1] ∈ M(X)/Z(X)も次数
付けの差“η0 − η1”に対応している.

3.2. バンド絶縁体の分類への応用

d次元バンド絶縁体のハミルトニアン Ĥ : T d → Herm∗(V )からは, トーラス上の直積
束T d × V の次数付け η = sgn(Ĥ) = Ĥ/|Ĥ|が定義できる. この次数付け自体もハミル
トニアンとみなせるが (平坦化されたハミルトニアン), ハミルトニアンとして Ĥにホ
モトピックである. Karoubiの定式化を思い出すと, 二つの d次元バンド絶縁体のハミ
ルトニアン Ĥ, Ĥ ′ : T d → Herm∗(V )から, T dのK理論の元が得られる:

[T d × V, Ĥ/|Ĥ|, Ĥ ′/|Ĥ ′|] ∈ K(T d).

この元は, 仮定 2.2で述べた意味で Ĥと Ĥ ′が同値であれば, K(T d)の自明な元になる.

もし, リファレンスとなるような, “自明な”バンド絶縁体 Ĥrefを選んでくれば, このバ
ンド絶縁体との“差”として, バンド絶縁体 ĤはK(T d)の元を定める. するとK(T d)は,

Ĥrefとの比較において, バンド絶縁体を分類する群になっている.

ハミルトニアン Ĥ : T d → Herm∗(V )に対応するベクトル束は, フェルミレベル
(λF = 0)未満の固有値を持つ Ĥ(k)の固有状態 (占有状態)が張るベクトル束

E =
∪
k∈T d

⊕
λ<0

Ker(Ĥ(k)− λ) ⊂ T d × V

に同形である. このベクトル束はBloch束と呼ばれる. 同型K(X) ∼= M(X)/Z(X)の
ポイントを思い出すと, ハミルトニアン Ĥと Ĥ ′の差に相当するM(X)/Z(X)の元は,

それらのBloch束EとE ′の差に相当する元 [E,E ′] ∈ K(X)に対応する.

例として 2次元 (d = 2)の場合を考えよう. このとき, K(T 2) ∼= Z2である. この
同型は, K理論の元をベクトル束の対 (E,F )によって代表するとき, それらのランク
rankE, rankF ∈ Zと第一Chern数 c1(E), c1(F ) ∈ H2(T 2;Z) ∼= Zの差によって実現さ
れる. 従って, 二つのバンド絶縁体は, それらのハミルトニアンが定めるBloch束のラン



クと第一Chern数の差で完全に区別できることがわかる. 物理的には, Bloch束のラン
クは占有状態の個数である. 2次元トポロジカル絶縁体の例である整数量子Hall系にお
いては, Hall伝導率がBloch束の第一Chern類に比例することが知られている (TKNN

公式). これが整数量子Hall系のバルク不変量である. この不変量の非自明性は, 適当
な設定においては, エッジに電流が流れる状態の存在に対応する. 従って, バンド絶縁
体の中でトポロジカル絶縁体になるものは第一Chern数で分類される, といえる.

4. 対称性がある場合
4.1. 同変ねじれK理論

狭義のトポロジカル絶縁体 (量子スピンHall効果)では, 量子系の対称性が重要な役割
を果たす. 対称性を持つ量子系の分類には, K理論の自然な一般化としての同変K理論
が用いられる. さらに, 状況によっては, 局所係数つきのK理論である, ねじれK理論
([10, 32])が用いられる. ここでは, トポロジカル絶縁体の分類に必要な, Freed-Moore

型のねじれを持つK理論 [13]を導入する.

定義 4.1. 有限群Gが作用する位相空間Xが与えられたとする. また,準同型ϕ, c : G→
Z2 = {±1}および連続写像 τ : G×G×X → U(1)であって, 次を満たすものが与えら
れたとする.

τ(g2, g3;x)
ϕ(g)τ(g1g2, g3;x)

−1τ(g1, g2g3;x)τ(g1, g2; g3x)
−1 = 1.

(a) X上の (ϕ, τ, c)ねじれG同変ベクトル束とは, Hermiteベクトル束π : E → Xで
あって, 各g ∈ GのXへの作用の持ち上げとなるようなRiemann計量付き実ベク
トル束の写像ρ(g) : E → Eで, 次を満たすものが付与されたものである.

√
−1ρ(g) = ϕ(g)ρ(g)

√
−1, ρ(g)ρ(h) = τ(g, h)ρ(gh).

また, このねじれベクトル束が, Clifford代数Clp,qの作用を持つとは, Xの恒等写
像の持ち上げとなるようなユニタリー写像γi : E → E, (i = 1, . . . , p+ q)で, 次を
満たすものが付与されていることをいう.

γiρ(g) = c(g)ρ(g)γi, γiγj + γjγi =


2, (i = j = 1, . . . , p)

−2, (i = j = p+ 1, . . . , p+ q)

0. (i ̸= j)

(b) Clp,q作用つきのねじれベクトル束Eに対し, その次数付けとは, Hermiteベクト
ル束としての次数付けη : E → Eであって, 次を満たすものである.

ηρ(g) = c(g)ρ(g)η, γiη = −ηγi.

上の定義において, ϕは ρ(g)が複素反線形かどうかを指定し, cは ηが定めるEの次
数付けについてのρ(g)の偶奇を指定している. また, τは, ϕによってねじられた, X上
のU(1)値連続関数のなす群をG加群として係数に持つ群2コサイクルである.

位相空間XのK理論K(X)のKaroubiによる定式化の一般化として, Clp,q作用つき
(ϕ, τ, c)ねじれベクトル束Eとその二つの次数付け η0, η1からなる三つ組み (E, η0, η1)

の同型類のなす可換モノイドを ϕM(τ,c)+(p,q)
G (X)とする. このモノイドの中には, 次数



付けη0とη1が上記の関係式を満たしつつホモトピックであるような三つ組みがなす部
分モノイド ϕZ(τ,c)+(p,q)

G (X)がある. それらの商モノイドを ϕK
(τ,c)+(p,q)
G (X)と書くと, こ

れもやはりアーベル群の構造を持ち, さらに次の自然な同型がある:

ϕK
(τ,c)+(p,q)
G (X) ∼= ϕK

(τ,c)+(p+1,q+1)
G (X).

これを踏まえて, Xの (ϕ, τ, c)ねじれG同変K理論を次で定める.

ϕK
(τ,c)+n
G (X) := ϕK

(τ,c)+(p,p+n)
G (X).

ここで次数n ∈ Zに対して, pは p + n ≥ 0となる任意の非負整数である. このK理論
は, G-CW複体上では (ねじれ)一般同変コホモロジー理論をなし, n ∈ Zについて周期
8を持つ. 群Gやねじれのデータϕ, τ , cを特別なものに選ぶことで, これまでに知られ
ている位相的なK理論のほとんどが得られる.

これらの性質についての詳細は [18]を参照されたい. また, ここでは位相的な定義を
したが, C∗代数を用いた定義については, 例えば, [25, 40]を参照されたい.

4.2. トポロジカル絶縁体の対称性

トポロジカル絶縁体の分類 [24, 33, 35]においては, 格子上の量子系の内部対称性とし
て, 次のものを考える: 以下, 準運動量空間上の, Hermiteベクトル空間V に作用するハ
ミルトニアンを Ĥ : T d → Herm(V )とする.

時間反転対称性 T : V → V 反ユニタリー T 2 = ±1 TĤ(k) = Ĥ(−k)T
粒子空孔対称性 C : V → V 反ユニタリー C2 = ±1 CĤ(k) = −Ĥ(−k)C
カイラル対称性 Γ : V → V ユニタリー Γ2 = 1 ΓĤ(k) = −Ĥ(k)Γ

このような対称性の組み合わせは10種類に分類される (Altland-Zirnbauerクラス). 例
えば, 上記の対称性がない場合は, クラスAである. また, 時間反転対称性T のみを持
つ場合は, T 2 = 1ならばクラスAIで, T 2 = −1ならばクラスAIIである.

クラスAIの時間反転対称性Tは, 直積束T d×V に, Atiyah[5]の意味の“実”構造を与
えている. これはねじれベクトル束の言葉で言えば, G = Z2が作用するX = T d上で, ϕ

としてZ2の恒等写像 idZ2選び, τが自明なときの, ねじれベクトル束である. クラスAI

の対称性を持つハミルトニアン Ĥから, このねじれベクトル束の次数付け η = Ĥ/|Ĥ|
が得られるが, この次数付けについてG = Z2の作用は偶なので, 準同型 cも自明であ
る. 従って, 対称性がないときの前節の議論と同様にして, クラスAIの対称性をもつバ
ンド絶縁体は, K理論 idZ2K0

Z2
(T d)によって (あるリファレンスに対して)分類されるこ

とがわかる. このK理論は, Bloch束E ⊂ T d × V が“実”構造を引き継ぐことに注意す
ると, AtiyahのKR理論KR0(T d)に他ならないことがわかる. まとめると, クラスAI

のd次元バンド絶縁体はKR0(T d)で分類される.

クラスAIIの場合には, 時間反転対称性は直積束T d × V の“四元数”構造を与えてい
る. ねじれベクトル束の文脈では, クラスAIの場合に自明だった τが, 今度は非自明に
なる. すると上と同様な議論で, クラスAIIの対称性を持つバンド絶縁体を分類するK

理論は idZ2Kτ+0
Z2

(T d)となり, さらにこのK理論は, KQ理論 (Dupont[11]のシンプレク
ティックK理論)に一致する. 一般に, KQ理論とKR理論は次数 4のずれを除いて同
型である: KQn(X) ∼= KRn±4(X). 例として, d = 2の場合を考えると, このK理論は

KQ0(T 2) ∼= KR±4(T 2) ∼= Z⊕ Z2



となる. クラスAIIの対称性を持つバンド絶縁体のうち, トポロジカル絶縁体は直和成
分Z2で分類され, 量子スピンHall系によって実現されている. このZ2成分 (Kane-Mele

指数)については, 多くの研究があるが, ここでは一切触れないことにする.

他のAltland-Zirnbauerクラスのバンド絶縁体を分類するねじれ同変K理論も, KR

理論または通常の複素K理論と同型になる. 結果だけをまとめると, 次のようになる:

AZクラス A AIII AI BDI D DIII AII CII C CI

時間反転 0 0 +1 +1 0 −1 −1 −1 0 +1

粒子空孔 0 0 0 +1 +1 +1 0 −1 −1 −1

カイラル 0 +1 0 +1 0 +1 0 +1 0 +1

K理論 K0 K−1 KR0 KR−1 KR−2 KR−3 KR−4 KR−5 KR−6 KR−7

トーラスT dのK理論またはKR理論は, 部分トーラスの寄与に直和分解する. そのう
ちの最高次元の寄与は, KRn(T d)ならばKRn−d(pt), Kn(T d)ならばKn−d(pt)であり,

“強い”トポロジカル絶縁体を分類する. これらの分類が次元について周期を持つこと
は, 今の文脈では, Bott周期性の帰結である [24].

4.3. トポロジカル結晶絶縁体

以上で考えたのは結晶の内部対称性だけであったが, 一般には結晶構造に由来する外
部対称性 (結晶群・空間群)がある. そのような対称性を持つトポロジカル絶縁体 (トポ
ロジカル結晶絶縁体)の分類も, バンド絶縁体の分類を通して行えることが期待される.

この動機のもと, トーラスT dのねじれ同変K理論の具体的な計算が [36, 37, 38]でなさ
れており, これらの結果の一部をここでは紹介する.

一般に, d次元結晶群 (空間群)とは, 標準的なd次元Euclid空間Rdの等長変換のなす
群Rd ⋊O(d)の部分群Sであって, 平行移動のなす格子 (自由Abel群)Π = ΠSのランク
がdであり, その商をとって得られる直交群O(d)の部分群 (点群)P = PSが有限群とな
るようなものである:

1 −→ Rd −→ Rd ⋊O(d) −→ O(d) −→ 1

∪ ∪ ∪
1 −→ Π −→ S −→ P −→ 1.

ここまでのバンド絶縁体の分類の一般化により, 格子Π ⊂ Rd上のバンド絶縁体であっ
て空間群対称性Sについて不変なものは, ΠのPontryagin双対 Π̂ = Hom(Π,R/Z) ∼= T d

の, あるねじれ τ = τSを持つ, P同変K理論Kτ+0
P (Π̂)によって分類される. これは内部

対称性がないクラスAのバンド絶縁体の分類であるが, カイラル対称性を持つクラス
AIIIのバンド絶縁体は, Kτ+1

P (Π̂)によって分類される. 一般に,空間群SはΠとPの半直
積Π⋊Pに同型ではない. もしSが半直積に同型である場合は, Sは共形 (symmorphic)

と呼ばれ, τは自明である. 一方で, Sが非共形 (nonsymmorphic)な場合には, その非共
形性から非自明な τが定まる.

最も単純な非共形空間群は,通常pgとラベルされる2次元空間群Spgである. この2次
元非共形空間群は, Kleinの壺の基本群と同型である. 格子は通常の正方格子Πpg = Z2

にとることができ, 点群Ppg = Z2は (たとえばx軸についての)鏡映によって生成され



る. τねじれ同変K理論は, 次のとおりである [37, 38]:

K
τpg+n
Ppg

(Π̂pg) = K
τpg+n
Z2

(T 2) ∼=

{
Z, (n = 0 mod 2)

Z⊕ Z2. (n = 1 mod 2)

この結果は, 時間反転対称性や粒子空孔対称性がない場合でも, ねじれ群Z2によって本
質的に分類されるトポロジカル結晶絶縁体が存在することを示唆する. ねじれ群によっ
て分類されるトポロジカル絶縁体は, 量子スピンHall系のように, 時間反転対称性また
は粒子空孔対称性が必要であると考えられていたようだが, そうではないことがK理
論の計算によってわかったわけである [38]. なお, 同様の結果が, 同時期にK理論を使
わずに得られている [12]. 2次元空間群 pgによって守られたものではないが, 非共形空
間群によって守られた 3次元トポロジカル結晶絶縁体は, [41]によって具体的な実現方
法が提案され, [26]によって実験で確認されたようである.

17種類の2次元空間群について, Kτ+n
P (Π̂)は具体的に計算できる [37]. その際, K群に

ねじれ群が含まれるのは, 空間群が非共形な場合に限る. (しかし, 非共形だからと言っ
て,必ずしもねじれ群が含まれるわけではない.) 230種類の3次元空間群については, 3次
元トーラス Π̂のP -CW分割にもとづいて, Kτ+n

P (Π̂)に収束するAtiyah-Hirzebruch(型)

スペクトル系列のE∞項が計算された [36]. (そのE2項は “ねじれ”を持つBredon同変
コホモロジー [8]である.) この結果において, 共形であってもねじれ群を含むK理論が
あることが確認された.

時間反転対称性や粒子空孔対称性がある場合には, トポロジカル結晶絶縁体を分類
するK理論の包括的な計算はまだ行われていないようである. そのためには, 例えば,

Atiyah-Hirzebruchスペクトル系列のより詳しい数学的結果が必要であろう. 普通の複
素K理論のAtiyah-Hirzebruchスペクトル系列の微分 d3 : Ep,q

3 → Ep+3,q−2
3 は, 古典的

なコホモロジー作用素で記述される. しかし, 同変ねじれK理論に対する同様な記述
は, 知られていないようである [6]. スペクトル系列の拡大問題も一般には非自明であ
る. 位相的T双対 [19]を使うことにより解ける場合もあるが, この手法が使えない場合
もある.

5. 関連する話題
トポロジカル絶縁体の特徴である, “バルクが絶縁体で, エッジが導電体である”という
性質は, 他の系においても存在する一般的なものであり, そのトポロジカル相の分類は
現在でも活発に研究されている. 例えば, トポロジカル超伝導体の分類は, トポロジカ
ル絶縁体の分類とほぼ並行して調べられる. 量子力学における波動関数を電磁波にお
きかえれば, トポロジカル絶縁体の分類の手法が, フォトニック結晶の分類に応用でき
る (例えば [9]). 古典力学的な系で, 複数の振動子による “トポロジカル絶縁体”の実現
が具体的にあり (例えば [3, 21]), 理論的な研究もなされている.

トポロジカル絶縁体を, 格子上の平行移動不変な量子系 Ĥ : T d → Herm(V )であっ
て, エネルギーギャップを持つもの (det Ĥ(k) ̸= 0)として記述した. 2015年に実験的に
確認されたWeyl半金属は, Ĥ(k) = 0となることがある 3次元量子系である. このよう
に, トポロジカル絶縁体以外の系を記述するような, より一般のハミルトニアンの分類
にも様々な研究がある. Weyl半金属のような Ĥ(k) = 0となる場合 (例えば [27])の他,

自己共役とは限らない “non-Hermitian”なハミルトニアン Ĥ : T d → End(V )の分類も



調べられている (例えば [23]). また, 時間駆動する系 (Floquet系)においては, ハミルト
ニアンではなく, 時間発展演算子U : T d → U(V )の分類を考える (例えば [28]).

トポロジカル絶縁体は, バルクが絶縁体でエッジが導電体であるものと述べた. より
一般に, コーナー (角)を考慮に入れたトポロジカル絶縁体は, “higher order topological

insulator”と呼ばれ, 最近は盛んに研究されている (数学的な研究には [20]がある).

トポロジカル絶縁体を超えた, より一般の相互作用系のトポロジカル相の分類も, 最
近研究されているテーマである. その際には, コボルディズム理論などの一般コホモロ
ジー理論が登場する (より詳しくは解説 [39]を参照されたい).
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