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概 要
接触多様体，シンプレクティック多様体はオープンブック，Lefschetzファイ
バー空間といったファイバー構造を用いて研究することができる．本稿では，
接触多様体と境界付きシンプレクティック多様体に焦点を当て，まずは低次
元の場合についての研究の発展を振り返る．その後，筆者が近年取り組んで
いる高次元の場合についての概説をする．

1. はじめに
ファイバー構造は多様体のトポロジーを調べる上で重要な道具の１つである．例えば，
Lefschetzは射影多様体のトポロジーを今日Lefschetzペンシルと呼ばれるファイバー構
造を用いて研究した．本稿のテーマである接触・シンプレクティック多様体に焦点を
当てると，まず，1990年代後半にDonaldsonとGompfにより，閉シンプレクティック
多様体とLefschetzペンシルの対応関係が示された．2001年には，AkbulutとOzbagci，
LoiとPiergalliniにより複素2次元のStein領域に関しLefschetzファイバー空間との対
応が示され，近年GirouxとPardonにより一般次元でもこの対応関係が示された．ま
た，2000年代初頭にGirouxとMohsenにより接触多様体に対するオープンブック分解
の存在も示されている．このようなファイバー構造が接触・シンプレクティック多様体
の研究に導入されることにより，構成的研究が活発化した．とくに，低次元の場合は
ファイバーが2次元の曲面であるため，写像類群の組合せ群論により，様々な興味深い
例が構成されている．一方で，高次元の場合にはそもそもファイバーとなる多様体の
写像類群がよくわかっていないこともあり，課題が多く残っている．
本稿では，第2節でオープンブックと接触多様体，Lefschetzファイバー空間とStein

領域の関係について概説したのち，続く第 3節では低次元の場合にファイバー構造が
どのような結果をもたらしたかを概説する．そして，第 3節では筆者が近年取り組ん
でいる高次元の研究についての近況を報告をする．なお，本稿で低次元は 4次元以下
を指すことにし，それ以上を高次元ということにする．

2. ファイバー構造
2.1. オープンブックと接触多様体
Mを有向閉2n+1次元多様体とする．M上の超平面場 ξが接触構造であるとは，M上
の1次形式αが存在し，ξ = ker(α)かつα∧ (dα)n > 0 を満たすものをいう. このときα

を接触形式，組 (M, ξ)を接触多様体という．以下では，接触多様体とオープンブック
の関係を述べる．そのためにまず，多様体のオープンブック分解の復習をする．
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定義 2.1. 多様体Mのオープンブック分解とは次を満たす対 (B, π)のことである：

(i) BはMの余次元2の部分多様体で，その法バンドルは自明である；
(ii) 写像π :M \B → S1がM \Bにファイバー束の構造を定め，πはBの近傍B×D2

において以下の射影である：B ×D2 \B × {0} → D2 \ {0} → S1.

上の定義におけるBをオープンブック分解のバインディングといい，πのファイバー
の閉包のことをページという．
例 2.2. 球面 S2n+1 := {z ∈ Cn+1 | ∥z∥ = 1}を考える．B = {zn+1 = 0} ∩ S2n+1，
π : S2n+1 \B → S1，π(z) = zn+1/|zn+1|とすれば，(B, π)はBをバインディングとする
S2n+1のオープンブック分解である．このページは，2n次元の球体に微分同相である．

定義から，Mのオープンブック分解 (B, π)はBの近傍B ×D2とπから定まるS1上
のファイバー束にMを分解する．この観点から次の概念を導入する．

定義 2.3. アブストラクトオープンブックとは，2n− 2次元の境界付きコンパクト多様
体とコンパクトな台 1を持つV の自己微分同相写像ϕの組 (V, ϕ)のことをいう．

アブストラクトオープンブック (V, ϕ)に対し，多様体M(V, ϕ)を以下のように定め
る．まず，V (ϕ) = (V ×R)/(ϕ(x), t+1) ∼ (x, t)とおく．写像ϕがコンパクトな台を持
つことから，V (ϕ)の境界は∂V × S1である．従って，V (ϕ)と∂V ×D2の互いの境界
を貼り合わせる写像Φglueが定まる．多様体M(V, ϕ)を

M(V, ϕ) = V (ϕ) ∪Φglue
(B ×D2)

と定義する．多様体M(V, ϕ)は，ページがV，バインディングが∂V と微分同相である
オープンブック分解を持つ．写像ϕのことを，オープンブックのモノドロミーと呼ぶ．
オープンブックと接触多様体の関係について述べるために，いくつか復習をする．ま
ず，多様体V 上のシンプレクティック形式とは非退化な閉2次形式ωのことであり，組
(V, ω)をシンプレクティック多様体という．V をコンパクトな境界付き多様体とする．
V 上のベクトル場Xで，LXω = ωを満たすものをLiouvilleベクトル場という．Xが
∂V 上外向きであるとき，(V, ω,X)をLiouville領域という．定義から，ωは完全形式
で，内部積λ = iXωが∂V 上の接触形式を与える．以下では，Liouvilleベクトル場を省
略して，単に (V, dλ)でLiouville領域を表すことにする．
Liouville領域 (V, dλ)のコンパクトな台を持つシンプレクティック自己同型写像ϕを
考える．アブストラクトオープンブックにλも含め，組 (V, λ, ϕ)を考える．このとき，
多様体M(V, ϕ)上に接触形式，接触構造を (V, λ, ϕ)から構成することができる（詳し
くは [9, Section 7.3]を参照）．このようにして得られた接触多様体をOB(V, λ;ϕ)と書
く．得られた接触構造はM(V, ϕ)上に自然に定まるオープンブック分解に適合してい
る．ここで，M上の接触構造 ξ = ker(α)がオープンブック分解 (B, π)と適合している
とは，dαがページ上のシンプレクティック形式であり、与えられたものとdαが定める
ページ上の向きが同じであり，さらにαがB上の接触形式を与えるときをいう．
ここではオープンブックから接触構造を構成したが，その逆の結果も知られている．

定理 2.4 (Giroux-Mohsen [10]). 任意の接触多様体 (M, ξ)に対し，ξと適合するMの
オープンブック分解が存在する．
1即ち，境界近くでは自明な写像である．



2.2. Lefschetzファイバー空間とStein領域
Eを余次元 2の角を持つ境界付きのコンパクトな 2n次元多様体とし，Ωをその上のシ
ンプレクティック形式とする．EはΩn > 0となるよう向きづけられているとする．ま
た，D2を向きのついた2次元円盤とする．
定義 2.5. Lefschetzファイバー空間とは，以下を満たす組 (E,Ω, π)である：

(i) 写像π : E → D2の臨界点集合Crit(π)は有限である;

(ii) 各臨界点p ∈ Crit(π)と，それに対応する臨界値 q ∈ π(Crit(π))の周りで向きに適
合する複素座標 (z1, . . . , zn)，wがそれぞれ取れ，πは以下のように書ける，

w = π(z1, . . . , zn) = z21 + · · ·+ z2n.

ここで，Ωはこの近傍においてCnの標準的Kähler形式に一致しているとする；
(iii) Ωはker(Dπ)で非退化である；
(iv) ∂Eは∂vE = π−1(∂D2)（垂直方向），∂hE = ∪q∈D2∂π−1(q)（水平方向）からなり，

Eの角は∂vE∩∂hEに一致している．垂直方向に関しては制限π|∂vE : ∂vE → ∂D2

はファイバー束であり，水平方向に関しては∂hEの近傍でπがD2上の自明なファ
イバー束である．

Lefschetzファイバー空間 (E,Ω, π)に対し，Eを全空間，臨界点を含むファイバーの
ことを特異ファイバーといい，その他のファイバーを正則ファイバーという．
Lefschetzファイバー空間に関連する諸概念の復習をする．(E,Ω, π)をLefschetzファ
イバー空間とする．簡単のため，π|Crit(π) : Crit(π) → π(Crit(π))が全単射であると仮
定する．q0を境界 ∂D2上の点とする．また，pを πの臨界点とし q = π(p)とおく．パ
ス γ : [0, 1] → D2で γ(0) = q0，γ(1) = q，γ−1(π(Crit(π))) = {0, 1}を満たすものを取
る．このパス γを qの消滅パスという．定義から，πは γ([0, 1))上でシンプレクティッ
クファイバー束であるから，Ωから接続が定まる．a < bである a, b ∈ [0, 1)に対し，
hγ;a,b : (π

−1(γ(a)),Ω|) → (π−1(γ(b)),Ω|)をパスγ|[a,b] : [a, b] → D2に沿う平行移動とす
る．この平行移動を利用し次のような (E,Ω)のLagrange部分多様体∆(γ)が定まる：

∆(γ) = {p} ∪ (∪a∈[0,1){x ∈ π−1(γ(a)) | lim
b→1

hγ;a,b(x) = p}).

これはn次元の円盤に微分同相であり，パスγに関するLefschetzシンブルという．各正
則ファイバーとの交わりπ−1(γ(t))∩∆(γ)は (π−1(γ(t)),Ω|)の中のLagrange球面 2であ
る．特に，L(γ) := ∂∆(γ) = π−1(q0)∩∆(γ)のことをγに関する消滅サイクルという．臨
界値qを中心とする充分小さな円盤を取り，D2から誘導される向きを入れる．この円盤
の境界と，先ほどのパスγから得られるループをℓとする．このループに沿うπのモノド
ロミーは消滅サイクルL(γ)についての右手Dehnツイスト τL(γ) ∈ Sympc(π

−1(q0),Ω|)
で与えられる．ここで，Sympc(π

−1(q0),Ω|)は (π−1(q0),Ω|)のコンパクト台を持つシン
プレクティック自己同型写像のなす群である．π(Crit(π)) = {q1, . . . , qk}とおき，各 qj
の消滅パスγjを取る．q1, . . . , qkは基点 q0以外では交わらず，誘導するループ ℓ1, . . . , ℓk
たちの積 ℓ1 · · · ℓkが ∂D2にホモトピックであるとする．このような γ1, . . . , γkに対し，
消滅サイクルの組 (L(γ1), . . . , L(γk))が得られる．
2厳密には枠付き Lagrange球面である．枠とはRn+1の中の単位球面 Snと Lagrange球面との間の微
分同相写像のことである．本稿では，枠についてはこれ以降とくに言及しない．詳しくは [27, Section
16]を参照してほしい．



例 2.6. 十分小さい ε > 0に対し，Cn+1の超曲面Vmを次のように定義する：

Vm := {z ∈ Cn+1 |Σn
j=1z

2
j + zm+1

n+1 = ε} ∩ {Σn+1
j=1 |zj|2 ≤ 1}

πm : Vm → D2を射影 z 7→ zn+1とすると，(Vm, πm, ωst)はLefschetzファイバー空間で
ある 3．ここでωstはCn+1の標準的シンプレクティック形式のVmへの制限である．正
則ファイバーは球面Sn−1上のある半径を持つ円盤余接束DT ∗Sn−1とシンプレクティッ
ク同型である．

以下の概念は，Lefschetzファイバー空間を構成する際に用いられる．

定義 2.7. アブストラクトLefschetzファイバー空間とは，シンプレクティック多様体
(V, ω)とその中のLagrange球面L1, . . . , Lkたちの組 (V, ω;L1, . . . , Lk)である．

この組からどのように多様体を定めるかを説明する前に，以下を定義しておく．複
素多様体 (V, J)がStein領域であるとは，(V, J)が固有かつ下に有界な狭義多重劣調和
函数 f : (V, J) → Rを持ち，正則値 cが存在し V = f−1(−∞, c]と書けるものをいう．
ここで，JはV 上の積分可能な概複素構造である．dC = d ◦ Jとしたとき，−ddCfは
V 上のシンプレクティック形式である．また，境界∂V において，T∂V ∩ J(T∂V )は接
触構造を定める．接触多様体 (M, ξ)が (∂V, T∂V ∩ J(T∂V ))と接触同型であるとき，V
を (M, ξ)のStein充填といい，ξはStein充填可能であるという．
アブストクトLefschetzファイバー空間 (V, ω;L1, . . . , Lk)に対し，まず，直積V × D
を考える．ここで，D ⊂ Cは単位円盤を表す．各Ljは射影V ×∂D → ∂Dのファイバー
V × {e 2π

√
−1j
k }の中にあると仮定できる．以下で多様体を定める．

E(V, ω;L1, . . . , Lk) = (V × D) ∪ (H1 ∪ · · · ∪Hk)

ここで，各HjはLjに沿ってV ×Dに貼ったWeinsteinハンドルである．(V, ω = dλ)が
Weintein領域であると仮定すると，E(V, ω;L1, . . . , Lk)もWeinstein領域となる．Eliash-
bergの結果から，Weinstein構造を変形しE(V, ω;L1, . . . , Lk)をStein領域とみなせる．
これにより，Stein領域が得られた．この境界はOB(V, λ; τLk

◦ · · · ◦ τL1)であり，得ら
れたStein領域はこの接触多様体のStein充填になっている．
以上で，抽象的なデータからLefschetzファイバー空間が構成されStein領域を得たが，
実はこの逆も成立する．以下の定理は，複素 2次元の場合に，AkbulutとOzbagci[3]，
LoiとPiergallini[16]が独立に，一般の場合にGirouxとPardon[11]によって示された．

定理 2.8 ([3, 16, 11]). Stein領域は，Lefschetzファイバー空間の構造を許容する．

3. 低次元の接触・シンプレクティック多様体
3.1. 3次元接触多様体のStein充填
接触多様体のStein充填の研究に関する1つのテーマとして，充填の個数の問題がある．
ただし，この「個数」は，シンプレクティック変形同値や微分同相など適切な関係のも
とで数える．一般に，与えられた接触多様体に対して Stein充填は 1つとは限らない．
Ozbagciと Stipsicz [23]は，互いにホモトピー型が異なる無限個の Stein充填を持つ 3

次元接触多様体を構成した．彼らの結果以前は，Stein充填のホモトピー型が特定され
3より正確には，全空間としては角付き多様体を取らなければならない．詳しい議論は [19, Section 2.3]
を見ていただきたい



ていた接触多様体に関して，充填の位相型は高々有限個であった．構成にはオープン
ブックとLefschetzファイバー空間を用いる．アイデアとしては，Lefschetzファイバー
空間の無限族で以下の条件を満たすものを構成する：(1)全空間のホモロジー群が互い
に異なる；(2)境界に同じオープンブックを誘導する．あとは，前節で行なった構成か
ら，Lefschetzファイバー空間の全空間には Stein構造が，境界にはオープンブックか
ら接触構造が定まり，結果を得る．鍵となるのはLefschetzファイバー空間の族の構成
である．これには写像類群の組合せ群論的な手法が用いられており，モノドロミー置
換と呼ばれる操作の1つである．この操作はLefschetzファイバー空間のモノドロミー
に対する群論的な操作であるが，対応する全空間の 4次元多様体の手術として解釈す
ることもできる．ここではその詳細に立ち入らないが，[8]に遠藤氏による詳しい解説
があるので興味のある方は参照していただきたい．
3次元接触多様体がStein充填をたくさん持つとすると，そのトポロジーの“多様さ”

が問題として挙がる．これが Stein充填の地誌学 (geography)の問題である．3次元接
触多様体 (M, ξ)に対し，次の集合を定義する：

C(M, ξ) = {(χ(V ), σ(V )) ∈ Z× Z | (V, J)は (M, ξ)のStein充填}

ここで，χ(V )，σ(V )はそれぞれV のEuler標数，符号数である．地誌学はこのC(M, ξ)

の範囲，大きさを問うものである．2004年に出版された [24]では，C(M, ξ)は任意の
(M, ξ)に対し有限であると予想されている．その後，接触多様体のあるクラスではこ
の予想が正しいことが考察された．しかし，近年BaykurとVan Horn-Morris [5]がこ
の予想の反例を前節で述べたファイバー構造を一般化したものを用いて構成した．彼
らは，3次元接触多様体で，χ(V )がいくらでも大きくできるものを構成している．こ
れを境に，様々な反例が構成されている：[6]，[4]，[7].

ここまでは，Stein充填が無限個ある場合について述べてきた．充填が高々有限個の
接触3次元多様体の例も知られている．例えば，標準的接触構造の入ったS3や，レン
ズ空間 [17]，[12]，単純特異点，単純楕円型特異点のリンク [21]，[22]などがある．こ
れらは，擬正則曲線などを利用して得られたものである．ファイバー構造を用いても
Stein充填の有限性を示すことができる．その土台となるのが，次の結果である．

定理 3.1 (Wendl [29]). 3次元接触多様体M上の接触構造 ξがStein充填可能であり，ξ
はページの種数が0であるMのオープンブック分解と適合しているとする．このとき，
そのモノドロミーϕは右手Dehnツイストの積として書き表される．さらに，(M, ξ)の
任意の Stein充填は与えられた ϕのある右手Dehnツイストの積から定まる Lefschetz

ファイバー空間の構造を持つ．

この定理から，定理の仮定を満たす接触多様体 (M, ξ)であれば，与えられたオープ
ンブックからそのStein充填すべてが理論的には書き下すことができる．この定理を用
いて，PlamenevskayaとVan Horn-Morris [26]はレンズ空間L(p, 1)でStein充填可能な
接触構造を持つものに対してそのStein充填の分類を行い，上記の [17]の結果を拡張し
た．レンズ空間以外の3次元多様体に対しても，Wendlの結果を用いてStein充填の一
意性や分類を行うことができる．例えば，双曲多様体 [14]，他のレンズ空間に関する結
果 [15]や，筆者によるホモロジー球面に関する結果 [18]がある．



3.2. 3次元接触トポロジーへの応用
Girouxの対応 [10]を通じ，3次元接触多様体はオープンブックを用いて研究する動き
が活発である．例えば，Ozsváthと Szabó [25]によるHeegaard Floerホモロジー由来
の接触構造の不変量がある．Heegarrd Floerホモロジーは 3次元多様体のHeegaard分
解を用いて定義されるホモロジーである．接触構造の不変量は，バインディングに相
当する絡み目のHeegaard Floerホモロジー群を経由して定義されるものである．例え
ば，与えられた接触構造のこの不変量が自明であれば，Stein充填不可能であることが
わかる．
上記の他にもオープンブックを用いた 3次元接触多様体の研究が様々ある．羅列に
なるが，Wandによるタイトな接触構造のLegendrian手術による保存性 [28]について，
Weinstein予想のAbbas-Cieliebak-Hoferらの部分的解決 [1]や，伊藤氏・川室氏のオー
プンブック葉層の理論 [13]などがある．

4. 高次元の接触・シンプレクティック多様体
4.1. Stein充填を無限個持つ接触多様体
前節で述べた通り，低次元接触多様体の Stein充填に関しては様々な結果がある．一
方，高次元の場合はEliashberg，McDuff，Floerたち [17]による標準的な接触構造を持
つ球面S2n+1に関するStein充填の一意性がほとんど唯一の結果であった．少なくとも，
Stein充填を複数個もつ高次元接触多様体の存在は知られていなかった．低次元の場合
の真似をしてファイバー構造でこのような例を構成しようとすると次のような困難な
点が生じる：
(i) シンプレクティック多様体の中のLagrange球面たちをどのようにとるか？
(ii) 高次元の場合のモノドロミー置換はどのように行えばよいか？

まず，１つ目について解決する．π : (E, ω) → D2をLefschetzファイバー空間とする．

定義 4.1. πに関するマッチングパスとは以下を満たすパスγ : [−1, 1] → D2である：

(i) γ−1(π(Crit(π))) = {±1}かつγ(−1) ̸= γ(1)；
(ii) γ± : [0, 1] → D2を γ±(t) := γ(±t)で定めるとき，消滅サイクルL(γ−)，L(γ+)は

(π−1(γ(0)), ωπ−1(γ(0)))の中のLagrange球面として一致する．

Lefschetzシンブル∆(γ±)は (E, ω)内のLagrange円盤であるから，S(γ) := ∆(γ−) ∪
∆(γ+)はLagrange球面となる．これをγの上のマッチングサイクルという．例えば，全
空間が 2n + 2次元のLefschetzファイバー空間を構成したいときには，2n次元の全空
間をもつLefschetzファイバー空間とその中のマッチングパスを消滅サイクルとするア
ブストラクトLefschetzファイバー空間を考えればよい．
次に２つ目の困難な点に関して，その解決法を述べる．(L1, . . . , Lk)を一般ファイバー
がV であるLefschetzファイバー空間π : (E, ω) → D2の消滅サイクルの組とする．ある
いは，アブストラクトLefschetzファイバー空間(V, ω|;L1, . . . , Lk)を考えていると思って
もよい．V の中のあるLagrange球面Lに沿うDehnツイストが積τLk′′

◦τLk′′−1
◦ · · · ◦τLk′

（1 ≤ k′ ≤ k′′ < k）とアイソトピーの差をのぞいて可換であるとする．このとき，以下
の操作を τLによる部分共役という：

(V, ω|;L1, . . . , Lk′ , . . . , Lk′′ , . . . , Lk) 7→ (V, ω|;L1, . . . , τL(Lk′), . . . , τL(Lk′′), . . . , Lk)．



[τL]と [τLk′′
◦ τLk′′−1

· · · ◦ τLk′
]が可換であることから，消滅サイクルに沿うDehnツイス

トたちの積は部分共役の前後で不変であることに注意しておく．
定理 4.2 (大場 [19]). n ≥ 2に対し，接触 4n − 1次元多様体で，ホモトピー型が相異
なるStein 充填を無限個持つものが存在する．また，このような接触多様体は各nに対
し，無限個存在する．
構成の概略について記す．低次元の場合と同様にファイバー構造を用いて構成する．

Lefschetzファイバー空間のファイバー，オープンブックのページとなる多様体は例2.6

で登場したAm-Milnor ファイバー Vmである．Lefschetzファイバー空間πm : Vm → D2

は，任意の消滅パスに対して消滅サイクルがファイバーのDT ∗Snの零切断の像で与えら
れる．したがって，相異なる特異値を結ぶパスはマッチングパスとなる．このようなパス
で特別なものを以下のようにして選ぶ．πmの特異値はεのm+1乗根 ζj := m+1

√
ε e

2π
m+1

j

(j = 1, . . . ,m+ 1)である．これらの点はC上の半径 m+1
√
εの円上にあり，端点が ζjと

ζj+1であるこの円の弧のうち，最短のものを ℓjとおく．これはマッチングパスであり，
マッチングサイクルLjを取ることができる．m次のブレイド群Bmとπ0(Sympc(Vm, ω0))

の間には以下のような反準同型が知られている:

ρ : Bm → π0(Symp(Vm, ω0))，σj 7→ [τLj
],

ただし，σj はBmの標準的生成元である．この反準同型により，Bmの組合せ群論で
π0(Symp(Vm, ω0))の組合せ群論を考えることができる．
構成のためにはdimC = 2nであるV4を用いる．まず，B5と5つの点が付いた円盤の
写像類群とを同一視する．この同一視のもとで図 1のパスαjに沿うハーフツイストに
対応するB5の元をβjとする．

図 1: パスα1, α2, α3

次に
ψk := (σ−k

3 β1σ
k
3)(σ

−k
3 β2σ

k
3)(σ

−k
3 β3σ

k
3)β2σ4

とおく．[β1β2β3, σ3] = 1が成り立っており，任意の k, k′に対しψk = ψk′が成り立つ．
σ−k
3 βjσ

k
3 の ρによる像はある Lagrange球面に沿うDehnツイストのアイソトピー類で

あり，その球面をBj,kと書く．Mk := M(V4, ω0; τL4 ◦ τL2 ◦ τB3,k
◦ τB2,k

◦ τB1,k
), ξk :=

ξ(V4,ω0;τL4
◦τL2

◦τB3,k
◦τB2,k

◦τB1,k
), Ek := E(V4, ω0;B1,k, B2,k, B3,k, L2, L4)とおく．ρ(ψk) =

τL4 ◦ τL2 ◦ τB3,k
◦ τB2,k

◦ τB1,k
であることから，(Mk, ξk)はkに依らず，すべて接触同型

である．しかし，(Mk, ξk)の Stein充填であるEkは，直接計算からホモロジー群が相
異なることがわかる．ゆえに，族 {Ek}k≥0は接触 4n − 1次元多様体 (Mk, ξk)のホモト
ピー型が異なるStein充填の族を与える．
注意 4.3. 上の構成は接触多様体が4n+ 1次元の場合にも意味を持つが，Stein充填が
ホモロジーでは区別できない．例えば，n = 1の時は，Dehnツイストが π0(Diffc(V4))

では位数2であることから，充填はkの偶奇が同じであれば微分同相となる．



4.2. Lefschetz-Bott ファイバー空間とシンプレクティック多様体
ここまでは主に Stein領域の方に焦点を当ててきた．Stein領域は複素多様体であるた
め，シンプレクティック多様体の中では非常に狭いクラスを与える．より広いクラスを
ファイバー構造を用いて研究するために，Lefschetzファイバー空間よりも広いファイ
バー構造の定義を与える．

定義 4.4. (1) 概 Kähler 多様体 (X,Ω, J) の中の概複素部分多様体 C が normally

Kählerであるとは，CのXにおける管状近傍νX(C)でこの近傍の各ファイバー
Dx (x ∈ C)においてJが積分可能かつΩがKähler形式であるときをいう．

(2) Lefschetz-Bottファイバー空間とは次からなる組 (E, π,Ω, J, j)のことである：
(E,Ω)は開シンプレクティック多様体である；π : E → Cは全射な写像で，臨界
点集合Crit(π)はEの部分多様体である；JはCrit(π)の近傍Uで定義された概複
素構造である；jはπ(Crit(π))の近傍Vで定義された複素構造でる．これらが以
下を満たす：

(i) Crit(π)は有限個の連結成分を持ち，normally Kählerである；
(ii) π|U : U → Vは (J, j)-正則写像である；
(iii) 各x ∈ Crit(π)においてUにおける法方向のHessian D2π|Dxは非退化である；
(iv) Ω|UはJと適合している；
(v) Ωはker(Dπ)で非退化である．

注意 4.5. コンパクトな境界付きシンプレクティック多様体 (E,Ω)に対してもLefschetz-

Bottファイバー空間は定義できる．その場合は，πの値域をD2に変え，定義 2.5の条
件 (iv)も課す．

主定理を述べるために，概念を1つ復習する．(M,ω)を閉シンプレクティック多様体
で，[ω/2π] ∈ H2(M ;Z)を満たすものとする．このとき，Euler類が−[ω/2π]である主
S1束ϖ : P →Mが存在する．さらにその接続形式αでdα = ϖ∗ωを満たすものがとれ
る．(P, α)のことをBoothby-Wang束という．簡単な計算からαがPの接触形式を与
えることがわかる．

定理 4.6 (大場 [20]). (M,ω)を閉シンプレクティック多様体で，[ω/2π]がH2(M ;Z)
でかつ余次元 2のシンプレクティック部分多様体のホモロジー類とPoincaré双対であ
るとする．このとき，(M,ω)上の Boothby-Wang束に付随する直線束の全空間 Lは
Lefschetz-Bottファイバー空間の構造を許容する．

注意 4.7. dimR L > 4のとき，ハンドル分解の情報などからLはLefschetzファイバー
空間の構造を許容しないことがわかる．

構成について述べる．ここでは写像πについてのみ記す．詳しくは論文 [20]を見てい
ただきたい．(M,ω)を定理の仮定を満たすものとし，H ⊂ (M,ω)を [ω/2π] = PD[H]

なるシンプレクティック部分多様体とする．(M,ω)上のBoothby-Wang束を書き下し，
その後それに付随する直線束を構成する．まず，H の管状近傍 νM(H)を取る．これ
は位相的には，P ×S1 D2で与えられることに注意する．ただし，S1 = R/Zの作用は
[x, z] · θ = [x · θ, e2πiθz]で定めている．したがって，この上のS1束はP ×D2そのもの
である．このS1束に付随する直線束は (P ×D2)×S1 Cで与えられる．ここでのS1作



用は次で定義されている：[x, z1, z2] ∈ P ×D2 × C，θ ∈ R/Zに対し

[x, z1, z2] · θ = [x · θ, e2πiθz1, e−2πiθz2].

補空間 V := M \ νM(H)に関しては，V × C → V が欲している直線束になっている．
以上から，L = (V × C) ∪ ((P ×D2) ×S1 C)がBoothby-Wang束に付随する直線束の
全空間である．
写像 π : L → Cを定義する．まず，V × C上では，射影 πV : V × C → Cとする．

(P ×D2)×S1 C上では，πν : (P ×D2)×S1 C → Cを次で定義する：

πν(x, z1, z2) = (ρ(r1)r2, θ1 + θ2).

ここで，ρ : R≥0 → Rは rが小さいところでは ρ(r) = r，1に近いところでは ρ(r) ≡ 1

であり，その他のところではρ′(r) > 0であるとする．π = πV ∪ πνとすると，これは適
当な概複素構造などに対し，定義4.4の各条件を満たす写像になっている．

例 4.8. fd(z0, . . . , zn+1) := zd0+· · ·+zdn+1 ∈ C[z0, . . . , zn+1]とし，複素射影空間CPn+1の
中の超曲面を次で定義する：Md = {[z] ∈ CPn+1 | fd(z) = 0}．また，Hd =Md∩{zn+1 =

0}とする．ωdをCPn+1上のFubini-Study形式のMdへの引き戻しとすると，(Md, ωd)

は上記の定理の仮定をみたす：[ωd/2π] = PD[Hd]．したがって，対応する直線束の全
空間LdはLefschetz-Bottファイバー空間の構造を持つ．
このLdには別の幾何学的な意味がある．Xd = {z ∈ Cn+2 | fd(z) = 0}とすると，こ
の空間は原点に特異点を持つ．Ldはこの特異点の resolutionに他ならない．一方で，
Xd,1 = {z ∈ Cn+2 | fd(z) = 1}とおくと，これは滑らかな多様体であり，いわゆる特
異点の smoothingである．resolutionは上の議論にあるように，Lefschetz-Bottファイ
バー空間の構造を許容する．一方で，smoothing Xd,1はLefschetzファイバー空間の構
造を持つことが知られている．各々の正則ファイバーはMd \ Hdであり，大域モノド
ロミーはファイバーDehnツイスト τ，Dehnツイストの積 τL1 ◦ · · · ◦ τLk

でそれぞれ与
えられる．実は，次のような関係式が知られている ([2])：

[τ ] = [τL1 ◦ · · · ◦ τLk
] ∈ π0(Sympc(Md \Hd)).

すなわち，この写像類群の関係式は特異点の resolutionと smoothingを結ぶものという
ことができる．
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