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1. Introduction
パンルヴェ方程式と共形場理論に関しては,初期の発展についてレビュー [N1]を書いて
いるため,ここでは,繰り返しを避けて最近の我々の結果を中心に説明を行う.

19世紀初頭,超幾何関数や楕円関数を超える特殊関数を得るために, P. Painlevéは 2

階の非線形常微分方程式を初期条件に依存する解の特異点は極のみであるという条件
で分類し, 6個の方程式を得た.
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ここで, y = y(t ),y ′ = d y/d t , α,β,γ,δ ∈C.

パンルヴェ方程式は,ハミルトニアン系
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で表せることが知られており,

d
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でタウ関数 τJが定義される.

パラメータを特殊化したときに,パンルヴェ方程式のタウ関数は超幾何関数で表示さ
れる.しかし,超幾何級数のような明示的,具体的な級数表示は長い間得られていなかっ
た. 2012年に [GIL]によって次の発見がされた. PVIのタウ関数が 2次元共型場理論の 4

点共形ブロックの無限和 (Fourier変換と思える)で表示されるという発見である:
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ただし s,σ ∈Cは初期条件に相当し, F (θ,σ; t ) = tσ
2−θ2

t −θ2
0 (1+O(t ))は中心荷電 c が 1で

ある 4点共形ブロックである.係数C は
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で与えられる.ここで, G(z)はG(z+1) = Γ(z)G(z)をみたす BarnesのG関数である. AGT

対応 [AGT]により, 4点共形ブロックは 4次元ゲージ理論のNekrasov分配関数と一致し,

明示的な級数表示を持つ.
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ただし, Yはすべてのヤング図形からなる集合で,
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である. ここで, λ = (λ1, . . . ,λn) (λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λn > 0), |λ| = ∑n
i=1λi , λ′ は λ の転置,

hλ(i , j )はフック長でhλ(i , j ) =λi +λ′
j − i − j +1で定義される.

2015 年に [ILT] により, 退化場を挿入した Virasoro 代数の c = 1 の共形ブロックの
Fourier変換で PVIおよび Garnier系に付随する線形方程式のモノドロミー不変な基本
解行列が構成された. タウ関数 τVIの表示 (1)はモノドロミー不変な基本解行列から得
られる. また, [BS]では 2つの Virasoro代数の直和が super Virasoro代数の部分代数に
なることを利用して, τVIの表示 (1)が双線形方程式を満たすことが示された. 2016年に
は,タウ関数のFredholm行列式を展開することで τVIの表示 (1)が得られている [GL].

2. Irregular conformal blocks
原点におけるタウ関数の級数展開の退化操作は容易に計算できて, PVIのタウ関数の展
開 (1), (2)と同様な展開が, PV, PIII について得られる [GIL1]. この PV, PIII のタウ関数の
展開に使われる関数は,不確定共形ブロックであり退化型Nekrasov分配関数である [G].

PIV, PII, PIのタウ関数の級数展開については, 2012年の [GIL]による発見の後しばらく
結果が公表されていなかった. それは次の理由によると思われる. まず,パンルヴェ方
程式のハミルトニアンもある非線形常微分方程式をみたすことに注意する [O].タウ関
数がある関数の Fourier展開になっていると仮定してハミルトニアンがみたす微分方
程式に代入すると, タウ関数の無限遠点における級数展開が初項から順に決定されて
いくことが観察される. この観察は 2016年に提出された self-dual Omega背景を持つ
Argyres-Douglas理論の双対分配関数とパンルヴェのタウ関数が一致するという予想に
発展した [BLMST]. 一方で, PIV, PII, PIのタウ関数の Fourier展開には不確定共形ブロッ
クが現れることが自然に推察されるので,ハミルトニアンのみたす微分方程式から決ま



る関数は不確定共形ブロックであるはずである. PIV, PII, PIのタウ関数を無限遠点で展
開したときには,不確定特異点における展開となるので,不確定特異点における展開で
ある不確定共形ブロックが必要になる. 2012年には通常の Virasoro代数の確定特異点
型の頂点作用素の退化操作が議論されていたが ([GT]の Appendix), [GT]には不確定共
形ブロックの具体的な式が書かれていなかったため,ハミルトニアンのみたす微分方程
式から決まる関数が不確定共形ブロックであるかどうか確認できなかったと思われる 1.

2015年になって, Virasoro代数の不確定頂点作用素が導入され,その期待値である不
確定特異点における級数展開である（と期待される)不確定共形ブロックを用いて, PV,

PIVのタウ関数の無限遠点における展開が不確定共形ブロックの Fourier変換であると
いう予想が提出された [N]. その後, [GT]で議論されていた確定頂点作用素の退化操作
を正当化することで, PVのタウ関数の無限遠点における Fourier展開が PVIの無限遠点
における Fourier展開の退化で得られることが示された [LNR]2. 同様に PIVのタウ関数
の無限遠点における Fourier展開が PVIの無限遠点における Fourier展開の退化で得ら
れる.

PVIに付随する線形方程式は 4点の特異点を持つ 2階の Fushs型方程式である.共形ブ
ロックを用いて,モノドロミー不変な基本解行列を構成するには, 5点の共形ブロックで
1点に退化場を挿入したものを使う必要があった. 退化場以外の 4点が PVIに付随する
線形方程式の特異点に対応し,退化場が挿入された点は線形方程式の独立変数に対応す
る.タウ関数の Fourier展開には退化場をのぞいた 4点共形ブロックが用いられた.従っ
て,パンルヴェ方程式のタウ関数の Fourier展開に現れる共形ブロックの特異点の型は
パンルヴェ方程式に付随する線形方程式の特異点の型に一致することが予想される.

パンルヴェ方程式に付随する線形方程式の退化図は次で与えられる (例えば [OO]を
見よ):
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ここで, かっこの中の数字は特異点における Poincaré rank を表す. 例えば, LVI の組
(0,0,0,0)は LVIが 4点の確定特異点を持つことを表す. PIIIは 3つの場合に分けた. D (1)

6

などは対応するパンルヴェ方程式が得られる曲面に対応している [Sa1].また (1,1)型の
1 Lisovyy氏によれば [ILT]における共同研究者で [GT]の著者の Teschner氏にハミルトニアンのみたす
微分方程式から決まる関数に相当する関数を不確定共形ブロックとして知っているかと聞いたところ,
知らないという答えだったとのこと.

2 2015年の 9月にフランスのトゥールに Lisovyy氏を訪問したときから始まった共同研究.前月に京都で
立教大学の筧三郎氏が主催された可積分系の研究集会があり,そこで講演をさせていただいたときに,
PVのタウ関数の無限遠点における Fourier展開は PVIの無限遠点における Fourier展開の退化で得られ
ないんですか？と質問された. 「計算がうまくいかないんです」と答えたときに前列に座っていたあ
る方が首をかしげていたことが印象に残り,ホテルに戻ったときにもう一度計算したら,具体例では共
形ブロックの退化で不確定特異点における級数展開である不確定共形ブロックが得られることを確認
できた. 9月に Lisovyy氏に話すと最初は信じてくれなかった. その後タウ関数についても退化操作が
取れることがわかり, PVのタウ関数の接続公式に関する予想も得た.



2階の線形方程式のモノドロミー保存変形は P
D(1)

6
III を与え, (3)型の 2階の線形方程式の

モノドロミー保存変形はPIIを与えることに注意する.

[N], [LNR]によって, PV, PIVのタウ関数が無限遠点において不確定共形ブロックを用
いて Fourier展開されることがわかった. PD6

III , PIIの場合には, [N2]において,分岐型の不
確定頂点作用素の定義および不確定共形ブロックの定義が与えられ,タウ関数の無限遠
点における Fourier展開が不確定共形ブロックを用いて表せるという予想を提出した.

現段階では,定義を満たす分岐型の不確定頂点作用素の存在及び一意性を証明すること
ができず甚だ不完全である.残りの PD7

III , PD8
III , PIのタウ関数の無限遠点における Fourier

展開に用いられる関数を不確定共形ブロック,すなわち Virasoro代数の頂点作用素の期
待値としてどのように記述すればよいかについては未解決問題である.さらに, PVのタ
ウ関数を無限遠点において Fourier展開すると,虚軸あるいは実軸で意味を持つ展開が
得られる. 不確定共形ブロックを用いて表されることがわかっているのは,虚軸で意味
を持つ展開のみであり,実軸で意味を持つ展開は不確定共形ブロックを用いて展開でき
るかわかっていない.他の PIV, PD7

III , PD7
III , PD8

III , PII, PIのタウ関数についても事情は同じで
ある.

3. CFT approach to the q-Painlevé VI equation
この節では, q 差分第六パンルヴェ方程式 (q-PVI)の解を q-共形ブロックを用いて構成
する [JNS]の結果を紹介する.

q-PVIは次の差分方程式である.

y y

a3a4
= (z − tb1)(z − tb2)

(z −b3)(z −b4)
,

zz

b3b4
= (y − t a1)(y − t a2)

(y −a3)(y −a4)
. (3)

ただし, f (t ) = f (qt ), f (t ) = f (t/q).ここでパラメータを次のようにおく.

a1 = q−2θ1−1, a2 = q−2θt−2θ1−1, a3 = q−1, a4 = q−2θ1−1,

b1 = q−θ0−θt−θ1 , b2 = qθ0−θt−θ1 , b3 = qθ∞−1/2, b4 = q−θ∞−1/2 .

q-PVIは 2×2の線形方程式系

Y (qx, t ) = A(x, t )Y (x, t ) , A(x, t ) = A2x2 + A1(t )x + A0(t )

(x −q−1)(x − t q−2θ1−1)
, (4)

Y (x, qt ) = B(x, t )Y (x, t ) , B(x, t ) = xI +B0(t )

x − t q−2θt−2θ1
, (5)

A2 = diag(q−θ∞−1/2, qθ∞+1/2), A0(t ) = t q−3θ1−θt−2G(t ) ·diag(qθ0 , q−θ0 ) ·G(t )−1,

det A(x, t ) = (x −q−2θ1−1)(x − t q−2θt−2θ1−1)

(x −q−1)(x − t q−2θ1−1)
.

の両立条件から得られる [JS]. 両立条件は基本解行列 Y (x, t )の 0と∞の間の接続行列
が t に依存しないこと (qシフトで不変)に同値であることから, connection保存変形か
ら q-PVIが得られるともいう.



Ding-Iohara-Miki代数の intertwinerの期待値から q-共形ブロックが得られる [AFS]:
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m∏

p=1
N

( θp

σp σp−1

)
q2θpσ

2
p ·

m∏
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ここでσ0 = θ0, σm = θm+1, λ(0) =λ(m) = (;,;)とおいた.和はすべてのλ(p) = (λ(p)
+ ,λ(p)− ) ∈

Y2, p = 1, . . . ,m −1.でとる.また,
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,

Nλ,µ(w) = ∏
□∈λ

(1−q−ℓλ(□)−aµ(□)−1w)
∏
□∈µ

(1−q aλ(□)+ℓµ(□)+1w) .

ここで, Gq (x)は Barnersの G関数の q 類似であり, aλ(□) = λi − j , ℓλ(□) = λ′
j − i . 式 (6)

は AGT対応の q類似とみなせる [AY], [Y].

m = 2のときパラメータ θ1, σ1を特殊化すると q-超幾何級数になり,一般に同じ特殊
化を θi , σi に施すことは,点 xi に退化場を挿入することに対応する.退化場を挿入した
共形ブロックの無限和でモノドロミー不変な関数を構成するには,次の接続問題

θm θi+2 θi+1 1/2 θi−1 θ1

θ∞
(xm ) (xi+2) (xi+1) (z) (xi−1) (x1)

σi+1 σi−1 +ε/2 σi−1

· · · · · ·
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θ∞

= ∑
ε′=±1

(xm ) (xi+2) (z) (xi+1) (xi−1) (x1)

σi+1 σi+1 −ε′/2 σi−1

· · · · · · Cε′ ,ε

[
θi+1 1/2
σi+1 σi−1

]
θ0

が解けていて,接続行列がパラメータの整数シフトによらないことが本質的であった.

微分の場合は, Virasoro代数を用いた共形ブロックの定義から,超幾何関数の接続問題
がすべての descendantに持ち上がるため,上の公式が導かれる.接続行列がパラメータ
の整数シフトによらないようにするためには,適当に正規化すればよく,それが正規化
因子N (q → 1)である.

q差分の場合には, q-超幾何関数の接続問題が持ち上がるかどうかは q-共形ブロック
の構成からは明らかでない.そこで, [JNS]では

F
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1
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θ3 θ∞ θ∞+ ε
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)

の t |λ|+|µ|x−|α|−|β|
3 の係数 X ε

λ,µ,α,β(θ∞,θ1,σ, x1, x2)に対して,隣接関係式

C (θ∞,θ1,σ, x2)(q−ℓ(λ̂)−εθ∞+θ1+σ−1/2T1 −1)X ε
λ,µ,α,β(θ∞,θ1,σ, x1, x2)

= X ε

λ̂,µ,α,β
(θ∞,θ1 −1/2,σ−1/2, x1, x2)



が成り立つことを直接計算で示した.ここで, C (θ∞,θ1,σ, x2)は x1によらない定数, T1は
x1に関する q-シフト,すなわち, T1( f (x1, x2)) = f (qx1, x2).ヤング図形 λ̂は λの各行に 1

つずつ箱を足したものである.足す箱の数は, ℓ(λ)以上でなければならない.例えば,

λ= , λ̂=

となる. 同様な式が µ,α,βにも成り立つ. λ,µ,α,βがすべて空集合であるときは,係数
X ε
;,;,;,;(θ∞,θ1,σ, x1, x2)はq-超幾何級数となるので,上の隣接関係式は q-超幾何級数の
隣接関係式

1−qαT1

1−qα n+1ϕn

(
α,β

γ
; q, x1

)
= n+1ϕn

(
α+1,β

γ
; q, x1

)
を含む一般化である.

この隣接関係式により, q-超幾何関数の接続問題がすべての t |λ|+|µ|x−|α|−|β|
3 の係数の

間の接続問題に持ち上がり,接続行列がパラメータのシフト (θ1,σ) → (θ1 −1/2,σ−1/2)

によらないことから,退化場を挿入した q-共形ブロックの接続問題が解ける.退化場を
挿入した q-共形ブロックの適切な無限和の接続行列は t に依存しないので, 5点 q-共形
ブロックの無限和は q-PVIが得られる線形方程式 (4), (5)の基本解行列を与える.基本解
行列から係数行列 A(x, t ), B(x, t )が計算できることから次の定理を得る. まずタウ関数
を次で定める.
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さらに,
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θ1 θt

θ∞+ 1
2 θ0

∣∣∣s,σ, t

]
, τ2 = τ

[
θ1 θt

θ∞− 1
2 θ0

∣∣∣s,σ, t

]
,

τ3 = τ

[
θ1 θt

θ∞ θ0 + 1
2

∣∣∣s,σ+ 1
2 , t

]
, τ4 = τ

[
θ1 θt

θ∞ θ0 − 1
2

∣∣∣s,σ− 1
2 , t

]
,

τ5 = τ

[
θ1 − 1

2 θt

θ∞ θ0

∣∣∣s,σ, t

]
, τ6 = τ

[
θ1 + 1

2 θt

θ∞ θ0

∣∣∣s,σ, t

]
,

τ7 = τ

[
θ1 θt − 1

2

θ∞ θ0

∣∣∣s,σ+ 1
2 , t

]
, τ8 = τ

[
θ1 θt + 1

2

θ∞ θ0

∣∣∣s,σ− 1
2 , t

]
.

と定める.



定理 3.1 ([JNS]). y と zを次で定める.

y =q−2θ1−1t · τ3τ4

τ1τ2
, z =

τ1τ2 −τ1τ2

q1/2+θ∞τ1τ2 −q1/2−θ∞τ1τ2

このとき, y と zは q-PVI (3)の解となる.

[Sa]では q-超幾何関数を成分とする行列式がみたす双線形方程式をもとに, q-PVIの
超幾何解が構成された. [TM]においては, D (1)

5 のweight lattice上の関数として q-PVIの
タウ関数が導入され,それらのタウ関数がみたす双線形方程式が導かれた. 我々のタウ
関数も双線形方程式を満たすことが期待される.実際,次の予想を得た.

予想 3.2 ([JNS]). 次が成り立つ.

τ1τ2 −q−2θ1 t τ3τ4 − (1−q−2θ1 t )τ5τ6 = 0,

τ1τ2 − t τ3τ4 − (1−q−2θt t )τ5τ6 = 0,

τ1τ2 −τ3τ4 + (1−q−2θ1 t )q2θtτ7τ8 = 0,

τ1τ2 −q2θtτ3τ4 + (1−q−2θt t )q2θtτ7τ8 = 0,

τ5τ6 +q−θ1−θ∞+θt−1/2t τ7τ8 −τ1τ2 = 0,

τ5τ6 +q−θ1+θ∞+θt−1/2t τ7τ8 −τ1τ2 = 0,

τ5τ6 +qθ0+2θtτ7τ8 −qθtτ3τ4 = 0,

τ5τ6 +q−θ0+2θtτ7τ8 −qθtτ3τ4 = 0.

さらに, q-PVIの解 y, zは次のように表示される.

y = q−2θ1−1t · τ3τ4

τ1τ2
, z =−qθt−θ1−1t ·

τ7τ8

τ5τ6
.

線形方程式 (4), (5)からもタウ関数のみたす双線形方程式が得られる.例えば,

τ1τ2 −τ1τ2 = q1/2+θ∞ −q1/2−θ∞

q−θ0 −qθ0
q−θ1−1t

(
τ3τ4 −τ3τ4

)
. (7)

しかし,線形方程式から得られる双線形方程式で,予想 3.2の双線形方程式が再現できる
かはわかっていない.

予想 3.2の双線形方程式は退化操作

P (A(1)
3 ) P (A(1)

4 ) P (A(1)
5 ) P (A(1)

6 ) P (A(1)
7 )- - - -

をタウ関数の Fourier展開の構造を壊さずに取ることができる [MN]. ここで, q 差分パ
ンルヴェ方程式が得られる曲面の型に対応して, P (A(1)

i )と書いている. P (A(1)
3 )が q-PVI

である. q → 1で上の q-差分パンルヴェ方程式のタウ関数は,それぞれ

PVI PV P
D(1)

6
III P

D(1)
7

III P
D(1)

8
III

- - - -



のタウ関数に退化する.予想 3.2の双線形方程式の退化で得られるP (A(1)
5 )の双線形方程

式の一つは,双線形方程式 (7)の退化と一致し,他の双線形方程式も P (A(1)
5 )の対称性と

定理 3.1の退化で得られる P (A(1)
5 )に対する定理から得られ,したがって, P (A(1)

6 ), P (A(1)
7 )

のタウ関数も 3.2から得られる双線形方程式をみたすことが導かれる [MN]. P (A(1)
7 )の

タウ関数及び双線形方程式は, [BS1]で得られていたものと一致する.

双線形方程式は Schlesinger変換,すなわち線形方程式 (4)の基本解行列のパラメータ
θi たちのシフト,からも得られる.得られた双線形方程式の極限 q → 1をとると [Su]で
得られた広田・三輪型の双線形方程式 ((3.46) in [Su])になる.

定理 3.1の成立には, q-共形ブロックの Fourier変換で構成される基本解行列が適当
な領域で絶対収束することを仮定している.共形ブロックのFourier変換が収束するこ
との証明は与えられておらず,未解決問題である.

4. Connection problem for the generalized hypergeometric function and

its application
この節では, Fuji-Suzuki-Tsuda系に対する [GIL2]の結果を紹介し,その後 [MN1]の結果
を紹介する.

[GIL2]ではスペクトルタイプが,

(1n), (1n), (n −1,1), . . . , (n −1,1)

である Fuchs型方程式

dY

d z
=

m∑
i=0

Ai

z −xi
Y (x0 = 0, Ai ∈ M(n,C)) (8)

のモノドロミー不変な基本解を中心荷電 cが n−1であるW 代数の共形ブロックのフー
リエ変換として構成した.留数行列 Ai (1 ≤ i ≤ m)の固有値の重複度を (n−1,1)とし,原
点と無限遠点における留数行列 A0, A∞の固有値の重複度を (1n)とする.上記のタイプ
の Fuchs型方程式のモノドロミー保存変形を記述する非線形微分方程式は,藤・鈴木,

鈴木による Drinfeld-Sokolov階層の相似簡約 [FS], [Su1],津田による UC階層の相似簡
約 [T1]によって得られた Painlevé系と一致し, Fuji-Suzuki-Tsuda系と呼ばれる. [Su2],

[T]では, Fuji-Suzuki-Tsuda系が一般化超幾何関数およびその多変数化を特殊解に持つ
ことが明らかにされた.

以下では, c = n −1とする. [GIL2]で使われたm +2点共形ブロックは,次のように図
示される.

θm θm−1 θ2 θ1

θ∞
(xm) (xm−1) (x2) (x1)

σm−1 σ1

· · ·

θ0

ここで, θ1, . . . ,θm ∈ C, θ0,θ∞,σ1, . . . ,σm−1 ∈ Cn . ただし, θ0等はすべての成分の和は 0で
あるベクトルである. これは Fuchs型方程式 (8)の確定特異点 x1, . . . , xm における留数
行列 Ai の固有値の重複度が (n −1,1)であり,原点と無限遠点における留数行列 A0, A∞



の固有値の重複度が (1n)であることに対応している. n ≥ 3であるときは,一般にW 代
数の共形ブロックはWard恒等式から一意的に決定されないが,上図のように,頂点作用
素の共形次元の一つを θ = ah1 (a ∈C)と取っておけば一意的に決定される [GIL2].ここ
で, hi (i = 1, . . . ,n)は

h( j )
i = δi j − 1

n

で定義されるものである.

θ = h1とさらに特殊化したとき, 4点共形ブロック

ah1 h1

θ∞ θ0
θ0 +hi

(1) (z)

= zθ(i )
0 (1+O(z)) (i = 1, . . . ,n)

が一般化超幾何微分方程式 n+1En (を適当にゲージ変換したもの)の z = 0における基本
解系を与え,

h1 ah1

θ∞ θ0
θ∞−hi

(z) (1)

= zθ(i )∞−n/(n+1)(1+O(z−1)) (i = 1, . . . ,n)

が z =∞における基本解系を与える. z = 1における基本解系は

ah1

(1− z)

ah1 +hi

h1

θ∞ θ0
(1)

= (1− z)δ1i−a/(n+1)(1+O(1− z))

で与えられる. 指数は次のように計算している. ∆θ = ∑n
i=1

(
θ(i )

)2
/2として, z = 0のま

わりであれば,指数は ∆θ0+hi −∆h1 −∆θ0 であり, z =∞のまわりであれば,指数は ∆θ∞ −
∆h1 −∆θ∞−hi であり, z = 1のまわりであれば,指数は ∆ah1+hi −∆h1 −∆ah1 である. 上図
のように h1を差し込むことを退化条件を課す,あるいは退化場を考えるということに
する.

一般化超幾何微分方程式の z = 0における基本解系と z =∞における基本解系の接続
公式はΓ関数を用いて明示的に表示されることは昔から知られていた.故にm +2点共



形ブロックで 1点に退化条件を課しているとき,次の形の接続問題

am h1 ai+2h1 ai+1h1 h1 ai−1h1 a1h1

θ∞
(xm ) (xi+2) (xi+1) (z) (xi−1) (x1)

σi+1 σi−1 +h j σi−1

· · · · · ·

θ0

am h1 ai+2h1 h1 ai+1h1 ai−1h1 a1h1

θ∞

=
n∑

k=1

(xm ) (xi+2) (z) (xi+1) (xi−1) (x1)

σi+1 σi+1 −hk σi−1

· · · · · · Ck j

[
ai+1 h1
σi+1 σi−1

]
θ0

が解けていることになる. 共形ブロックを適当に正規化すれば, 接続行列が ω ∈ Zn

(
∑n

i=1ω
(i ) = 0)のシフトで不変になるから,無限和

Yi j (z, t ) =∑
ω

e(ω,ρ)/n

h1 a2h1 a1h1

θ∞+hi

θ∞+hi −h j

(z) (1) (t )

σ+ω
θ0

を考えると, Y (z, t ) = (Yi , j (z, t ))1≤i , j≤n はm = 2の (8)のモノドロミー不変な基本解行列
となる.ここで,和はすべてのω ∈Zn (

∑n
i=1ω

(i ) = 0)で取る.以上が [GIL2]における結果
である.

[GIL2]におけるモノドロミー不変な基本解行列の構成には,一般化超幾何関数の特異
点 0と 1の間の接続公式は用いられていない.彼らの結果より, 0と 1の間の接続行列も
適当な正規化でωのシフトで不変になり, z = t あるいは z = 1における基本解も共形ブ
ロックの Fourier変換で表されることが期待される.

一般化超幾何関数の nFn−1(z)の特異点 0と 1の間の接続問題について, n = 3のとき,

すなわち 3F2(z)の接続問題は [M]で解かれている. n ≥ 4のときの z = 1における非正
則解を z = 0における基本解系で表す結果 [OTY], [W], [M1]はあるものの 0と 1の間の
基本解系の接続公式の具体形を述べた結果を文献に見つけることができなかった. 一
般的にも Fuchs型方程式の確定特異点 xi における解空間を特性指数で固有空間分解
U (i ) =⊕αV (i )

α したとき, dim(V (i )
α ) ≥ 2の元に対する接続係数は,基底の選び方の問題もあ

り,あまり知られていないようである. dim(V (i )
α ) = 1, dim(V ( j )

β
) = 1の元同士の接続係数

を決定する問題は大島 [Os]によって解決されている.

[MN1]では, Cauchyの積分定理を用いて,接続公式を得るという手法 [M], [HM], [BHS]

を用いて,一般化超幾何関数 nFn−1(z)の z = 0における基本解系と z = 1における基本解
系の間の接続行列を解いた.一般に n階の (rigid) Fuchs型方程式の接続問題を解の積分
表示と Cauchyの積分定理を用いて解こうとすると,解くべき線形方程式が多すぎてど
うしたらよいかわからないが 3, nFn−1(z)の場合には次のようにしてうまくいった. [M1]

において, z < 0としたときに, z = 0と z =∞の基本解系を与える積分領域 D (0)
i , D (∞)

i

(i = 1, . . . ,n)が記述されて,それらに対応する積分表示の間の関係式が与えられている.

3もちろん具体的な nに関しては,コンピュータで計算できる限り接続問題は解ける.



また, 0 < z < 1としたときに, z = 0の基本解系を与える積分領域 D̃ (0)
i と z = 1の非正則

解を与える積分領域が記述され,それらに対応する積分表示の間の関係式が与えられて
いる.実は, [M1]で述べられている積分領域に関しては, z < 0における積分領域D (0)

i を
0 < z < 1に解析接続すると0 < z < 1における積分領域 D̃ (0)

i になっている.このことに注
目して, z < 0におけるD (∞)

i をD (0)
j で表した式を 0 < z < 1に解析接続する.すると, D (∞)

i

(i = 1, . . . ,n−1)の解析接続がちょうど z = 1における正則解と D̃ (0)
j で表されることが計

算できて, sinで接続係数がかけることがわかる. なお, z < 0における D (0)
i をD (∞)

j で表
した式を 0 < z < 1に解析接続した場合は,うまく計算できる方法がわかっていない.

最後に, [MN1]の主結果を述べる.一般化超幾何級数は

n+1Fn

(
α1, . . . ,αn+1

β1, . . . ,βn
; z

)
=

∞∑
k=0

(α1)k · · · (αn+1)k

(β1)k · · · (βn)k k !
zk

である.ただし, a ∈Cに対して

(a)k =
1 (k = 0)

a(a +1) · · · (a +k −1) (k ∈Z>0)

と定める.一般化超幾何級数は一般化超幾何微分方程式 n+1En{
δz{

n∏
l=1

(δz +βl −1)}− z{
n+1∏
l=1

(δz +αl )}

}
F = 0

をみたす. ここで δz = z(d/d z)である. 一般化超幾何微分方程式 n+1En の解を一般化超
幾何関数という.以下, αi −α j ,βi −β j ∉Z (1 ≤ i < j ≤ n+1)を仮定する.一般化超幾何微
分方程式は z = 0,1,∞を確定特異点に持ち,その Riemann Schemeは

z = 0 z = 1 z =∞
1−β1

∑n
i=1βi −∑n+1

i=1 αi α1

1−β2 0 α2
...

...
...

1−βn 0 αn

0 0 αn+1


で与えられる.

t = (t1, . . . , tn) ∈Cnとして,

Tz =Cn −
n∪

i=1
{ti = 0}∪

n+1∪
i=1

{ti−1 − ti = 0}

上定義される関数

u(t ) =
n∏

i=1
tλi

i

n+1∏
i=1

(ti−1 − ti )µi

を考える.ただし

t0 = 1, tn+1 = z,

λi =αi+1 −βi (1 ≤ i ≤ n),

µi =βi −αi −1 (1 ≤ i ≤ n +1),

βn+1 = 1.



z ∈Cを z < 0を満たす実数として固定し, TRの部分集合として

D (0)
i ={(t1, . . . , tn) | z < tn < ·· · < ti < 0, 1 < t1 < ·· · < ti−1 <+∞} (1 ≤ i ≤ n +1),

D (∞)
i ={(t1, . . . , tn) | −∞< ti < ·· · < tn < z, 0 < ti−1 < ·· · < t1 < 1} (1 ≤ i ≤ n +1)

をとる. 実領域 D 上で関数 u(t ) の分枝 (のスカラー倍) を次のように取る. uD (t ) =∏m
i=1(ϵi fi (t ))αi としたとき, ϵi fi (t ) > 0 となるように ϵi ∈ {1,−1} をとり, 偏角を 0 とな
るようにとる. このような分枝のとり方を standard loading とよぶ. 以下では, 積分∫

D uD (t )d t と積分領域Dを同一視する.積分の収束に必要な条件は省く. s(A) = sin(πA)

とおく.

命題 4.1 ([M1]). 1 ≤ i , j ≤ n +1に対して, αi −β j ∉Z, βi −β j ∉Z (i ̸= j )を仮定する.この
とき, 1 ≤ i ≤ n +1に対して

D (∞)
i = ∑

1≤ j≤n+1

s(βi −αi )

s(β j −αi )

∏
1≤k≤n+1,

k ̸= j

s(αk −β j )

s(βk −β j )
×D (0)

j

が成り立つ.

次に, z ∈Cを 0 < z < 1を満たす実数として固定し, TRの部分集合として

D̃ (0)
i = {(t1, . . . , tn) | 0 < ti < ·· · < tn < z, 1 < t1 < ·· · < ti−1 <+∞} (1 ≤ i ≤ n +1),

D̃ (1)
i = {(t1, . . . , tn) | −∞< ti < ·· · < tn < 0, 0 < ti−1 < ·· · < t1 < 1} (1 ≤ i ≤ n),

D̃ (1)
n+1 = {(t1, . . . , tn) | z < tn < ·· · < t1 < 1}

をとる. D̃ (1)
i が正則解を与える積分領域であることは明らか.

命題 4.2 ([M1]). 1 ≤ i , j ≤ n +1に対して, αi −β j ∉Z, βi −β j ∉Z (i ̸= j )を仮定する.この
とき,

D̃ (1)
n+1 =

∑
1≤ j≤n+1

∏
1≤k≤n+1,

k ̸= j

s(αk −β j )

s(βk −β j )
× D̃ (0)

j

が成り立つ.

定理 4.3 ([MN1]). 1 ≤ i , j ≤ n +1に対して, αi −β j ∉Z, βi −β j ∉Z (i ̸= j )を仮定する. こ
のとき, 1 ≤ i ≤ nに対して

D̃ (1)
i = ∑

1≤ j≤n+1

s(βi −αi )s(αn+1)

s(β j −αi )s(β j −αn+1)

∏
1≤k≤n+1,

k ̸= j

s(αk −β j )

s(βk −β j )
× D̃ (0)

j

が成り立つ.

命題 4.2と定理 4.3より(
D̃ (1)

1 , . . . ,D̃ (1)
n+1

)
=

(
D̃ (0)

1 , . . . ,D̃ (0)
n+1

)
C (C ∈ M(n +1,C))

を得る. det(C ) ̸= 0であることが直接確認できるので,
{

D̃ (1)
1 , . . . ,D̃ (1)

n+1

}
は z = 1における

基本解系を与える. パラメータ αi , β j を共形ブロックのパラメータに変換して調べる



と, ω ∈ Zn+1 のシフトに関して不変であることも確かめられる. ωによるシフトは,局
所モノドロミーを変えないようなパラメータの変換とみなせるので, Fuchs型方程式の
接続行列は基本解系を適切に取るとき,局所モノドロミーを変えない変換で不変である
と予想される. 積分表示から, Cauchyの積分定理を用いて接続行列を求めると,係数は
exp(πi A)の形だから, ω ∈ (2Z)n+1のシフトで不変なことは自明であることに注意する.
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