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1. はじめに
この講演では，ヤンギアンの表現論と可積分系との接点として次の二つのトピックに
ついて述べる．

• ヤンギアンとスピンCalogero-Sutherlandモデル

• ヤンギアンとCoulomb枝

スピンCalogero-Sutherlandモデルの持つヤンギアン対称性は 90年代に集中的に研
究された話題である．ヤンギアンの表現論を用いたアプローチは [U]にまとめられてい
る．[U]においてUglovは粒子数n → ∞の極限の考察をし，フェルミオンFock空間に
ヤンギアンY (glN)が作用することを示した．現在の視点では，Fock空間はアフィンヤ
ンギアンY (ŝlN)の最も基本的な表現と見るのが自然である．
Coulomb枝の数学的研究は，[Nak]とそれに続く [BFN1]によって始められた．箙の
表現に付随して定義されるCoulomb枝の量子化はヤンギアンの変種と関係している．
ここではADE型箙の場合と Jordan箙の場合の結果を紹介する．より一般のアフィン
型についての研究は今後の課題である．

2. ヤンギアンとスピンCalogero-Sutherlandモデル
2.1. スピンCalogero-Sutherlandモデル

係数体KはしばらくCとするが，後ではフォーマルなパラメータ ε1, ε2を用いるため
C(ε1, ε2)に変更する．
スピンCalogero-Sutherlandモデルは，円周上の n粒子がスピン自由度N を持つ系
で，ハミルトニアンが
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で与えられる．ここでβは正の実数のパラメータで，Pijは i, j粒子のスピンの交換を
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という形のハミルトニアンを得る．ハミルトニアン H̃と可換な作用素の族を導入し，
その同時対角化を行うのが目標となる．H̃は，以下で述べるようにDunkl-Cherednik

作用素を用いて表すことができる．

日本数学会・2019年度年会（於:東京工業大学）・無限可積分系特別セッション・特別講演
msjmeeting-2019mar-11i002



Laurent多項式環K[z±1
1 , . . . , z±1

n ]の ziと zjを入れ換える変換をKijとする．V をN

次元ベクトル空間とし，V ⊗nのテンソル積の i, j成分を入れ換える変換を Pijとする．
対称群SnのK[z1, . . . , zn]への右作用を sij 7→ −Kijで，V ⊗nへの左作用を sij 7→ Pijで
定める．

Fn := K[z±1
1 , . . . , z±1

n ]⊗Sn V ⊗n ∼=
n∧
V [z±1]

においてKij = −Pijが成り立つ．Fn上の作用素として
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が成り立つ．
以降，係数体をK := C(ε1, ε2)とし，ℏ := ε1 + ε2とする．
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をDunkl-Cherednik作用素と呼ぶ．但し，定数項の部分は後の都合に合わせて調整し
た．DiはK[z±1

1 , . . . , z±1
n ]上の作用素である．

Di (1 ≤ i ≤ n)とKij (1 ≤ i, j ≤ n)の間には退化アフィンHecke代数の関係式が成
り立つ．退化アフィンHecke代数の右加群Mに対して，M ⊗Sn V ⊗nにはヤンギアン
Y (glN)の作用が定義できる（Drinfeld [D]）．次節でその構成を説明する．

2.2. ヤンギアンY (glN)の作用
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によってEnd(Fn)[[z
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とすれば
(z − w)[Tij(z), Tkl(w)] = ℏ (Tkj(z)Til(w)− Tkj(w)Til(z))

が成り立つ．Tij(z)の展開

Tij(z) = δij + ℏ
∑
r≥1

T
(r)
ij z−r

の各項T
(r)
ij の満たす関係式を定義関係式として定義されるK代数がヤンギアンY (glN)

である．以上より，ヤンギアンY (glN)のFnへの作用が定義される．

Ai(z) :=
∑
w∈Si

(−1)l(w)Tw(1),1(z)Tw(2),2(z − ℏ) · · ·Tw(i),i(z − ℏ(i− 1))

の展開の各項は互いに可換になる．これらの元で生成されるY (glN)の部分代数をGelfand-

Zetlin代数と呼び，A(glN)で表す．さらに，AN(z)の展開の各項はY (glN)の中心を生
成する．



AN(z)のFnへの作用はDunkl-Cherednik作用素を用いて
∏n
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)
となるた

め，スピンCalogero-Sutherlandモデルのハミルトニアン H̃は，Y (glN)の中心の元の
作用で記述される．Gelfand-Zetlin代数A(glN)は，ハミルトニアンと可換な作用素の
族を与える．そこで，最初の問題はY (glN)の表現FnについてA(glN)の同時固有ベク
トルを構成することに置き換わる．この問題は，竹村-Uglov [TU1]によって，次で述
べるNazarov-Tarasovの結果を用いて解決された．
Nazarov-Tarasov [NazTar]は，Y (glN)の有限次元既約表現の中でA(glN)が半単純に
作用するクラス（tame表現）を研究し，同時固有ベクトルからなる基底を構成した．
この基底をGelfand-Zetlin基底と呼ぶ．[NazTar]により，Gelfand-Zetlin基底に関する
Y (glN)の生成元の作用の明示公式が知られている．

定理 2.1 ([TU1]). FnはヤンギアンY (glN)の表現として有限次元既約表現の直和に分
解する．各直和因子は tame表現で，特にGelfand-Zetlin基底を持つ．

次に n → ∞の極限を考える．V の基底 vj (1 ≤ j ≤ N)を固定し，V [z±1]とC∞ =⊕
k∈ZCukとを vj ⊗ zm = uj−Nmによって同一視する．フェルミオンFock空間

F := lim
n→∞

Fn

は，半無限ウェッジ積uk = uk1 ∧ uk2 ∧ · · · でki > ki+1 (∀i)かつki = −i+ 1 (i ≫ 0)を
満たすものを基底に持つ．
Uglovは，n → ∞の極限でもヤンギアンY (glN)の作用が定義されることを示した．

定理 2.2 ([U]). ヤンギアンY (glN)のFnへの作用はFへの作用を誘導する．

k = (k1, k2, . . .)から
λi = ki + i− 1

によって分割λを定め，この対応の下に |λ⟩ := ukとする．Uglovは次の性質を持つF

の基底{Pλ}を導入した．

• Pλ ∈ |λ⟩+
∑

µ<λK |µ⟩

• PλはA(glN)の同時固有ベクトル

Fock空間Fも，Y (glN)の表現として既約な tame表現の直和に分解する．その分解の
もとで，{Pλ}は，各λに依存する定数倍を除いてGelfand-Zetlin基底に一致する．
以下では，Y (glN)の部分代数 Y (slN)に作用を制限して考える．Y (glN)の中で，次
の形のすべての自己同型

Tij(z) 7→ f(z)Tij(z)

(f(z) = 1 + ℏz−1K[[z−1]])で保たれる部分代数がY (slN)だが，次の生成元と関係式に
よる表示を持つ．(aij)1≤i,j≤N−1を slNのCartan行列とする．

定義 2.3. K代数Y (slN)を次で定義する．
生成元：ei,r, fi,r, hi,r (1 ≤ i ≤ N − 1, r ∈ Z≥0)

関係式：
[hi,r, hj,s] = 0, [ei,r, fj,s] = δijhi,r+s,



[hi,0, ej,r] = aijej,r, [hi,0, fj,r] = −aijfj,r,

[hi,r+1, ej,s]− [hi,r, ej,s+1] = aij
ℏ
2
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[hi,r+1, fj,s]− [hi,r, fj,s+1] = −aij
ℏ
2
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[K1]では，Fock空間FへのY (slN)の生成元の作用を明示的に求めた．作用を記述す
るために分割に関する記号を用意する．分割λをYoung図形と思い，次のようにZ2の
部分集合と同一視する．

λ = {(x, y) | x = 0, . . . , l(λ)− 1, y = 0, . . . , λx+1 − 1}

Z2の元 (x, y)が y − x ≡ i mod N (i = 0, 1, . . . , N − 1)を満たすとき (x, y)を iセルと
呼ぶ．Rλ,iを，(x, y) ∈ λなる iセルでλ \ (x, y)が分割になるものの集合（removableセ
ル）とし，Aλ,iを，(x, y) /∈ λなる iセルでλ∪ (x, y)が分割になるものの集合（addable

セル）とする．さらに

Rl
λ,i,(x,y) = {(x′, y′) ∈ Rλ,i | x′ < x}, Rr

λ,i,(x,y) = {(x′, y′) ∈ Rλ,i | x < x′},

Al
λ,i,(x,y) = {(x′, y′) ∈ Aλ,i | x′ < x}, Ar

λ,i,(x,y) = {(x′, y′) ∈ Aλ,i | x < x′}

とする．

定理 2.4 ([K1]).
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証明にはNazarov-Tarasov [NazTar]の結果を使う．{Pλ}は，Gelfand-Zetlin基底そ
のものに一致するわけではないので，[NazTar]の公式から上の公式を得るにはやや面
倒な計算が必要になる．

2.3. アフィンヤンギアンの作用

この節ではN ≥ 3とし，(aij)0≤i,j≤N−1をアフィンLie代数 ŝlNのCartan行列とする．

定義 2.5 (アフィンヤンギアン). K代数Y (ŝlN)を次で定義する．
生成元：ei,r, fi,r, hi,r (0 ≤ i ≤ N − 1, r ∈ Z≥0)

関係式：
[hi,r, hj,s] = 0, [ei,r, fj,s] = δijhi,r+s,

[hi,0, ej,r] = aijej,r, [hi,0, fj,r] = −aijfj,r,

[hi,r+1, ej,s]− [hi,r, ej,s+1] =


(ε1 + ε2){hi,r, ei,s} j = i,

−ε1hi,rei−1,s − ε2ei−1,shi,s j = i− 1,

−ε2hi,rei+1,s − ε1ei+1,shi,s j = i+ 1,

0 その他,

[hi,r+1, fj,s]− [hi,r, fj,s+1] =


−(ε1 + ε2){hi,r, fi,s} j = i,

ε2hi,rfi−1,s + ε1fi−1,shi,s j = i− 1,

ε1hi,rfi+1,s + ε2fi+1,shi,s j = i+ 1,

0 その他,

[ei,r+1, ej,s]− [ei,r, ej,s+1] =


(ε1 + ε2){ei,r, ei,s} j = i,

−ε1ei,rei−1,s − ε2ei−1,sei,s j = i− 1,

−ε2ei,rei+1,s − ε1ei+1,sei,s j = i+ 1,

0 その他,

[fi,r+1, fj,s]− [fi,r, fj,s+1] =


−(ε1 + ε2){hi,r, fi,s} j = i,

ε2fi,rfi−1,s + ε1fi−1,sfi,s j = i− 1,

ε1fi,rfi+1,s + ε2fi+1,sfi,s j = i+ 1,

0 その他,∑
w∈S1−aij

[ei,rw(1)
[ei,rw(2)

, . . . , [ei,rw(1−aij)
, ej,s] . . . ]] = 0 (i ̸= j),

∑
w∈S1−aij

[fi,rw(1)
[fi,rw(2)

, . . . , [fi,rw(1−aij)
, fj,s] . . . ]] = 0 (i ̸= j)



アフィンヤンギアンY (ŝlN)はU(ŝlN)とY (slN)を部分代数として含む．すなわち，生
成元のうち r = 0の部分で生成される部分代数はU(ŝlN)と同型であり，i ̸= 0の部分で
生成される部分代数はY (slN)と同型である．
有限ウェッジ空間FnおよびFock空間F には ŝlNとY (slN)が作用している．これら
の作用は，より大きな対称性であるY (ŝlN)の作用から来ていると考えるのが自然であ
る．Fn = K[z±1

1 , . . . , z±1
n ]⊗Sn V

⊗nへのヤンギアンの作用は，K[z±1
1 , . . . , z±1

n ]への退化
アフィンHecke代数の作用（対称群の作用とDunkl-Cherednik作用素）から来ていた．
K[z±1

1 , . . . , z±1
n ]は，さらにz±1

1 , . . . , z±1
n の掛算作用を合わせることで，退化ダブルアフィ

ンHecke代数の作用を持つ．Guay [G]によるSchur-Weyl型函手をK[z±1
1 , . . . , z±1

n ]に適
用することで，FnにはアフィンヤンギアンY (ŝlN)が作用することがわかる．この作用
がn → ∞の極限と整合的であることは自明ではないが，[K1], [K2]で次を証明した．

定理 2.6 ([K1], [K2]). Y (ŝlN)のFnへの作用はFへの作用を誘導する．

注意 2.7. この定理は，量子トロイダル代数に対する斉藤-竹村-Uglov [STU]とVaragnolo-

Vasserot [VV]の結果のアフィンヤンギアン版である．[K1]では箙多様体に関する結果
を使っていたが，[K2]では代数的に証明した．[K2]は一般の高レベルFock空間を扱っ
ている．これは竹村-Uglov [TU2]の結果のアフィンヤンギアン版であり，証明の方針
は同じである．

Varagnolo [V]により，A
(1)
N−1型箙多様体の同変ホモロジー群にアフィンヤンギアン

Y (ŝlN)が作用することが知られている．以降では基本ウェイトΛ0に付随する箙多様体
のみを考える．パラメータε1, ε2がジェネリックという仮定の下，局所化公式を使って，
トーラス固定点のクラスのなす基底への生成元の作用の明示公式が得られる．
定理 2.4で述べた基底 {Pλ}への作用の公式と，固定点基底への作用とを比較して次
がわかる．

定理 2.8 ([K1]). Y (ŝlN)の表現として，Fock空間 F と箙多様体の局所化同変ホモロ
ジー群は同型である．この同型で{Pλ}は固定点基底に対応する．

注意 2.9. この定理は，量子トロイダル代数に対する長尾 [Nag]の結果のアフィンヤン
ギアン版である．但し [Nag]では q-Fock空間の同時固有ベクトルを別の方法で構成し
ており，Uq(ŝlN)のGelfand-Zetlin基底は使っていない．

Y (slN)の有限次元既約表現は，その最高ウェイトをDrinfeld多項式の形に表すこと
で分類される．既約表現の例として，evaluation写像Y (slN) → U(glN)によってglNの
基本表現をY (slN)の表現と見なしたものは，最も簡単なDrinfeld多項式を持つ．
Y (ŝlN)の最高ウェイト表現についてもそのDrinfeld多項式を考えることができて，

Fock表現Fはこの場合の基本表現にあたる．Guayが導入したevaluation写像によって
ĝlNのレベル 1可積分最高ウェイト表現をY (ŝlN)の表現と見なしたものはF と同型に
なる [K3]．

3. ヤンギアンとCoulomb枝
3.1. shiftedヤンギアン

この節では gをADE型単純Lie代数とし，そのCartan行列を (aij)i,j∈Iとする．µを g

のコウェイトとし，µi := ⟨αi, µ⟩とする．



定義 3.1. C[ℏ, ℏ−1]代数Yµを次で定義する．
生成元：ei,r, fi,r (i ∈ I, r ≥ 0), hi,s (i ∈ I, s ≥ −µi)

関係式：

[hi,r, hj,s] = 0, [ei,r, fj,s] =


δijhi,r+s r + s ≥ −µi,

δijℏ−1 r + s = −µi − 1,

0 r + s ≤ −µi − 2,

[hi,−µi
, ej,r] = aijej,r, [hi,−µi

, fj,r] = −aijfj,r,

[hi,r+1, ej,s]− [hi,r, ej,s+1] = aij
ℏ
2
{hi,r, ej,s},

[hi,r+1, fj,s]− [hi,r, fj,s+1] = −aij
ℏ
2
{hi,r, fj,s},

[ei,r+1, ej,s]− [ei,r, ej,s+1] = aij
ℏ
2
{ei,r, ej,s},

[fi,r+1, fj,s]− [fi,r, fj,s+1] = −aij
ℏ
2
{fi,r, fj,s},∑

w∈S1−aij

[ei,rw(1)
[ei,rw(2)

, . . . , [ei,rw(1−aij)
, ej,s] . . . ]] = 0 (i ̸= j),

∑
w∈S1−aij

[fi,rw(1)
[fi,rw(2)

, . . . , [fi,rw(1−aij)
, fj,s] . . . ]] = 0 (i ̸= j)

正ルートα ∈ ∆+に対して，その単純ルートへの分解α = αi1 + · · ·+αilを固定する．
このとき gにおいてChevalley生成元の交換子 [ei1 , [ei2 , . . . , [eil−1

, eil ] . . . ]]が 0にならな
いように列 (i1, . . . , il)をとる．

E(r)
α := ℏ[ei1,0, [ei2,0, . . . , [eil−1,0, eil,r−1] . . . ]],

F (r)
α := ℏ[fi1,0, [fi2,0, . . . , [fil−1,0, fil,r−1] . . . ]],

H
(s)
i := ℏhi,s−1

と定義する．E
(r)
α , F

(r)
α (α ∈ ∆+, r ≥ 1), H

(s)
i (i ∈ I, s ≥ −µi + 1)で生成されるYµの

C[ℏ]部分代数をYµで表し，shiftedヤンギアンと呼ぶ．
このように生成元をとる理由を説明する．例えばg = sl3とする．このとき

E(1)
α1

:= ℏe1,0, E(1)
α2

:= ℏe2,0, E
(1)
α1+α2

:= ℏ[e1,0, e2,0]

である．ここでE
(1)
α1 とE

(1)
α2 の交換関係を計算すると

[E(1)
α1

, E(1)
α2

] = [ℏe1,0, ℏe2,0] = ℏ2[e1,0, e2,0] = ℏE(1)
α1+α2

となり，ℏ = 0においてE
(1)
α1 とE

(1)
α2 は可換になる．一般に，Yµ/(ℏ = 0)は可換になる

ことが [FKPRW]で示された．



注意 3.2. shiftedヤンギアンは，g = glNでµがドミナントの場合にBrundan-Kleshchev

[BK]が導入し，その後，Kamnitzer-Webster-Weekes-Yacobi [KWWY]が一般の gでµ

がドミナントの場合に拡張した．µがドミナントの場合は，通常のヤンギアンY (g)の
部分代数として定義することができる（ここでの定義と一見違うが，同型になる）．
一般のµに対する定義はBraverman-Finkelberg-Kamnitzer-小寺-中島-Webster-Weekes

[BFKKNWW]による．正確には [BFKKNWW]ではフィルトレーションとそれに付随
するRees代数を使って定義している．上の定義はFinkelberg-Tsymbaliuk [FT]によっ
て与えられ，二つの定義が同値であることはTsymbaliuk-Weekes [TW]による．

3.2. 差分作用素（GKLO表現）

差分作用素による shifted ヤンギアンYµの実現を導入する．
コウェイトµに加えて，ドミナントコウェイトλで，ドミナンス順序に関してλ ≥ µ

を満たすものを固定する．基本コウェイトϖ∨
i と単純コルートα∨

i (i ∈ I)を用いて

λ =
∑
i∈I

λiϖ
∨
i , λ− µ =

∑
i∈I

aiα
∨
i

と表示すると，λとµの取り方から λiと aiは非負整数となる．新たなパラメータ z⃗ =

(zi,k)i∈I,1≤k≤λi
および変数ui,r, u

−1
i,r , wi,r (i ∈ I, 1 ≤ r ≤ ai)を用意し，交換関係を

ui,ru
−1
i,r = u−1

i,r ui,r = 1, [ui,r, wi,r] = ℏui,r, 他は可換

で定めることでC[ℏ, z⃗]上の非可換代数を定義する．ui,rはwi,r 7→ wi,r + ℏなる差分作用
素と思える．この代数に ℏ−1および (wi,r − wi,s +mℏ)−1 (r ̸= s,m ∈ Z)の形の逆元を
すべて加え，局所化した代数を

Ã := C[ℏ, z⃗]

(
⟨u±1

i,r , wi,r⟩/(上の関係式)

)
[ℏ−1, (wi,r − wi,s +mℏ)−1 (r ̸= s,m ∈ Z)]

とする．

定理 3.3 ([BFKKNWW]). gのDynkin図形の辺の向き付けを任意に固定する．言い換
えれば，ADE型の箙を考える．
このとき次を満たすC[ℏ, z⃗]代数の準同型写像Φλ

µ : Yµ ⊗ C[z⃗] → Ãが存在する．

E(p)
αi

7→ −
ai∑
r=1

wp−1
i,r

∏
j:j→i

∏
1≤s≤aj

(wi,r − wj,s − 1
2
ℏ)∏

1≤s≤ai,s ̸=r(wi,r − wi,s)
Zi,ru

−1
i,r ,

F (p)
αi

7→
ai∑
r=1

(wi,r + ℏ)p−1

∏
j:i→j

∏
1≤s≤aj

(wi,r − wj,s +
1
2
ℏ)∏

1≤s≤ai,s ̸=r(wi,r − wi,s)
ui,r,

zµi +
∑
p≥1

H
(−µi+p)
i zµi−p 7→

λi∏
k=1

(
z − zi,k −

1

2
ℏ
) ∏

j:j→i or i→j

∏
1≤r≤aj

(z − wj,r − 1
2
ℏ)∏

1≤r≤ai
(z − wi,r)(z − wi,r − ℏ)

但し

Zi,r :=

λi∏
k=1

(
wi,r − zi,k −

1

2
ℏ
)

である．



定義 3.4. Φλ
µの像をYλ

µで表し，truncated shiftedヤンギアンと呼ぶ．

例 3.5. g = sl2, λ = 0, µ = −2ϖ∨
1 の場合．

Φλ
µは次の代数同型を誘導する．

Y0
−2ϖ∨

1

∼=→ C[ℏ]⟨w, u±1⟩/([u,w] = ℏu)

E(1), F (1), H(3) 7→ −u−1, u, 2w + ℏ

この同型のℏ = 0の極限として

Y0
−2ϖ∨

1
/(ℏ = 0)

∼=→ C[w, u±1]

が成り立つ．右辺はC× C× = T ∗C×の座標環を与える．

注意 3.6. Φλ
µはµ = 0（シフトなし）の場合にGerasimov-Kharchev-Lebedev-Oblezin

[GKLO]によって導入された．その後Kamnitzer-Webster-Weekes-Yacobi [KWWY]が
µがドミナントの場合（shiftedヤンギアンが通常のヤンギアンの部分代数になる場合）
に拡張し，GKLO表現と呼んだ．[GKLO], [KWWY]の動機は，based mapの空間ある
いはアフィングラスマンのスライスの量子化を記述することにあった．これらの多様
体は，次節で導入するCoulomb枝の例になっている．[BFKKNWW]ではCoulomb枝
の量子化をヤンギアンを用いて記述するために，ドミナントとは限らないµの場合に
GKLO表現を拡張した．

3.3. Coulomb枝

この節では，[BFN1], [BFN2]に従い，箙の表現に付随する Coulomb枝を導入する．
Coulomb枝については [K4]も参照せよ．
Q = (I,Ω)を頂点集合 Iと矢の集合Ωからなる箙とする．各h ∈ Ωに対して，その始
点out(h) ∈ Iおよび終点 in(h) ∈ Iが定まる．
V =

⊕
i∈I ViおよびW =

⊕
i∈I Wiを，Iによって次数付けられたCベクトル空間と

する．G :=
∏

i∈I GL(Vi)とし，V,Wから定まるフレーム付きの箙の表現を

N :=
⊕
h∈Ω

Hom(Vout(h), Vin(h))⊕
⊕
i∈I

Hom(Wi, Vi)

によって定義する．Gは

(gi) · ((Bh), (ai)) := ((g−1
in(h)Bhgout(h)), (g

−1
i ai))

によってNに作用する．TWを対角行列からなる
∏

i∈I GL(Wi)の極大トーラスとする．
TWは

(gi) · ((Bh), (ai)) := ((Bh), (aigi))

によってNに作用する．
以上のデータからCoulomb枝を定義する．

K = C((z)) ⊃ O = C[[z]],

GK = G(K), GO = G(O), NO = N⊗C O



とし，
R(V,W ) := {([g], x) ∈ GK/GO ×NO | g−1x ∈ NO}

によってR(V,W )を定義する．R(V,W )には (G × TW )O ⋊ C×
rotが作用する．ここで

C×
rotはK = C((z))へのC×作用 z → tz (t ∈ C×)から誘導される作用（loop rotation）
とする．同変Borel-Mooreホモロジー群

A(V,W ) := H
(G×TW )O⋊C×

rot
∗ (R(V,W ))

はconvolution積によって結合代数となる．A(V,W )を箙の表現に付随する量子Coulomb

枝と呼ぶ．C×
rotに関する同変パラメータをℏとし，TW に関する同変パラメータを z⃗ =

(zi,k)i∈I,1≤k≤λi
とする．つまり，1点の同変コホモロジー環を

H∗
C×
rot
(pt) = C[ℏ], H∗

TW
(pt) = C[z⃗]

と同一視すると，A(V,W )はC[ℏ, z⃗]上の代数となる．次の事実が基本的である．

定理 3.7 ([BFN1]). A(V,W )/(ℏ = 0)は可換．

M(V,W ) := SpecA(V,W )/(ℏ = z⃗ = 0)

を Coulomb 枝と呼ぶ．M(V,W ) は既約なアフィン代数多様体になる．その座標環
C[M(V,W )] = A(V,W )/(ℏ = z⃗ = 0)には，A(V,W )の非可換な積から Poisson構
造が誘導される．従って，A(V,W )はM(V,W )の量子化を与える．可換なC[z⃗]代数
A(V,W )/(ℏ = 0)のSpecは，M(V,W )の変形を与える．
H∗

G×TW×C×
rot
(pt)は量子 Coulomb枝A(V,W )の可換な部分代数をなす．従って ℏ =

z⃗ = 0においてH∗
G(pt)はC[M(V,W )]のPoisson可換な部分代数をなす．この Specを

とったもの
M(V,W ) → SpecH∗

G(pt) =
∏
i∈I

(
CdimVi/SdimVi

)
は，Liouvilleの意味での可積分系になる．

3.4. ADE型箙の場合

箙Qがループを持たないとき，Qに付随する対称Kac-Moody Lie代数 gQを構成でき
る．gQのドミナントコウェイトλと，ドミナンス順序に関してλ ≥ µを満たす（ドミ
ナントとは限らない）コウェイトµを固定し

λ =
∑
i∈I

λiϖ
∨
i , λ− µ =

∑
i∈I

aiα
∨
i

と表示する．V =
⊕

i∈I Vi, W =
⊕

i∈I Wiを，dimVi = ai, dimWi = λiを満たすもの
とする．以上の状況のとき，前節で構成したA(V,W ), M(V,W )をAλ

µ, Mλ
µと書くこ

とにする．
以下ではQがADE型の箙の場合を考える．この場合のCoulomb枝Mλ

µは [BFN2]に
よって決定された．

定理 3.8 ([BFN2]). Mλ
µは，gQに対応するadjoint群のアフィングラスマンのgeneralized

スライスW−w0λ

−w0µ
と同型である．



generalizedスライスWλ

µは，[BFN2]で導入された．µがドミナントの場合は，アフィ
ングラスマンの Schubert多様体と，その横断スライスとの共通部分に一致する（λと
µはアフィングラスマンの点を指定する）．Mλ

µの量子化であるAλ
µについて，現在分

かっているヤンギアンとの関係は次の通りである．

定理 3.9 ([BFKKNWW]). C[ℏ, z⃗]代数の単射準同型

Yλ
µ → Aλ

µ

が存在し，µがドミナントのときは同型となる．

証明は，局所化定理によってAλ
µを Ãに埋め込み，像を比較する．特にGKLO表現

は幾何学的な解釈を持つ．

3.5. アフィン型箙の場合

アフィン型に対しては分かっていることは少ない．ここでは主に Jordan箙の場合を
扱う．
V = Cn, W = Cl (n ≥ 1, l ≥ 0)とする．

G = GL(V ) = GLn(C),

N = End(V )⊕ Hom(W,V ) = End(Cn)⊕ (Cn)⊕l

に対してR(V,W )が定義されていた．この場合，箙がループを持つことに起因して，
End(V )の成分を定数倍するC×作用が新たに生じる．この作用を入れた同変ホモロジー
群によって

A := H
(G×TW×C×)O⋊C×

rot
∗ (R(V,W ))

と定義する．同変パラメータは

H∗
C×
rot
(pt) = C[ℏ], H∗

TW
(pt) = C[z⃗ = (z1, . . . , zl)], H∗

C×(pt) = C[t]

とする．この場合の Coulomb枝M := SpecA/(ℏ = z⃗ = t = 0)も [BFN2]で決定さ
れた．

定理 3.10 ([BFN2]). G = GLn(C), N = End(Cn)⊕ (Cn)⊕lのとき

M ∼=

{
(C× C×)

n
/Sn （l = 0のとき）

(C2/(Z/lZ))n /Sn （l ≥ 1のとき）

である．

この定理の右辺の量子化は，Etingof-Ginzburg [EG]によって別の方法（Cherednik

代数）で与えられていた．二つの量子化の間の関係を調べたのが [KN]である（代数の
定義とパラメータの具体形は [KN]あるいは [K4]を参照せよ）．

定理 3.11 ([KN]). G = GLn(C), N = End(Cn)⊕ (Cn)⊕lのとき

A ∼=

{
spherical trigonometric Cherednik代数 SHtrig

n （l = 0のとき）

spherical cyclotomic rational Cherednik代数 SHcyc
n,l （l ≥ 1のとき）

である．両辺の代数のパラメータの対応は明示的に与えられる．



Jordan箙の場合にも，量子Coulomb枝Aは差分作用素の代数 Ãに埋め込まれる．こ
の場合は次のような形の差分作用素が現れる．

n∑
r=1

wp−1
r

( ∏
1≤s≤n,s ̸=r

wr − ws + t

wr − ws

)(
l∏

k=1

(wr − zk − ℏ)

)
u−1
r ,

n∑
r=1

(wr + ℏ)p−1

( ∏
1≤s≤n,s ̸=r

wr − ws − t

wr − ws

)
ur

l = 0ならばこれらはMacdonald作用素の加法的な退化であり，そのことからSHtrig
n と

関係がつく．[KN]では，l ≥ 1についてもSHcyc
n,l を差分作用素によって Ãに埋め込み，

Aの像と比較して定理を証明した．
こうして得られたCherednik代数の表現は，ADE型の場合のGKLO表現の類似で
ある．但しこの場合には，shiftedヤンギアンを経ることなく，その商にあたるものが
Cherednik代数として直接定義されている．
Jordan 箙に付随するヤンギアン Y (ĝl1) は Maulik-Okounkov [MO] と Schiffmann-

Vasserot [SV]によって導入された．また，その生成元と関係式による表示はArbesfeld-

Schiffmann [AS]によって与えられた．[KN]では，[AS]の関係式と，差分作用素が満た
す関係式を元に，この場合に shiftedヤンギアンと呼ぶべきもの（論文ではYl(z⃗)と書か
れている）を導入し，量子Coulomb枝Aへの全射を構成した．
アフィンA型の場合のCoulomb枝は，中島-高山 [NakTak]によって，Cherkisの弓
箭多様体（bow variety）と同定された．その量子化はアフィンヤンギアン Y (ŝlN)の
shifted版によって記述されるはずである．
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