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概 要

　離散凸解析は，離散最適化において提案された一つの枠組みで，L凸関数
とM凸関数という2種類の離散的凸関数が重要な役割を成す．離散凸解析で
は，L凸関数とM凸関数の共役性，L凸関数とL凹関数の離散分離定理，M
凸関数とM凹関数の離散分離定理，フェンシェル双対定理およびL凸関数の
最小化やM凸関数の最小化などアルゴリズム的な研究が成されてきた．

　近年，数理経済学の分野において不可分財（離散財）を扱うモデルに対し
て離散凸解析が応用されている．本稿では，離散凸解析を概説し，数理経済
学分野での幾つかの応用例を紹介する．

1. はじめに
離散凸解析は，離散最適化において提案された一つの枠組みで，L凸関数とM凸関数
という2種類の離散的凸関数が重要な役割を成す．離散凸解析については，2節で概説
する．
近年，数理経済学の分野において不可分財（離散財）を扱うモデルに対して離散凸
解析が応用されている．数理経済学において，人と仕事，研修医と病院のように異な
る集合に属するもの同士の割当を求める状況のモデル化としてGale-Shapley [13]によ
る安定結婚モデルとShapley-Shubik [30]による割当モデルが代表的である．これらの
違いは，安定結婚モデルでは金銭のやり取りがないもので，安定性という解概念を導
入し，学生の学科分けや研究室分け，研修医の病院への割当などに利用されている．一
方，割当モデルでは金銭のやり取りがあるモデルで，均衡やコアという解概念が導入
され，人の仕事への割当などに利用できる．
3節では，割当モデルの離散凸解析を用いた拡張の一つについて説明するが，以下の
ような研究：付値マトロイド (M凹関数の一種)を用いた割当モデルの提案と均衡の存
在 [20]，Arrow-Debreu型モデルの拡張モデルでの均衡の存在とその計算法 [3, 28]，コ
アの存在やコアと均衡の関係に関する研究 [17, 32]，経済主体が売手であり買手でもあ
る 2部グラフ構造から一般のネットワーク構造への拡張と均衡の存在 [16]などが成さ
れている．
4節では，安定結婚モデルの離散凸解析を用いた拡張の一つ [4]について説明するが，
その他にも以下のような研究：離散凸解析を利用した配分制約を導入したモデル化に
関する研究 [18]，安定割当の束構造に関する研究 [29]，2部グラフ構造から非循環有向
グラフへの拡張モデルと安定割当の存在 [15]，配分制約を持つ学科分けという現実問
題への適用 [1]などが成されている．また，割当モデルと安定結婚モデルの両方を包含
する統一モデルも離散凸解析を用いて提案されている [10, 11]．
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この他にも組合せオークションへの離散凸解析の応用 [19]，離散凸解析を用いた繰
返しオークションの拡張と計算量解析の研究 [26]，混雑ゲームの離散凸解析を用いた
解析 [8]，整凹関数 (L凸関数やM凸関数を包含する離散的凸関数である整凸関数の凹
関数版)を用いたゲームにおける純戦略均衡の存在 [14]などの研究が成されている．離
散凸解析の数理経済学やゲーム理論への応用については図書 [31]やサーベイ論文 [24]

がある．

2. 離散凸解析の概説
離散凸解析では，L凸関数とM凸関数の共役性，L凸関数とL凹関数の離散分離定理，
M凸関数とM凹関数の離散分離定理，フェンシェル双対定理およびL凸関数の最小化
やM凸関数の最小化などアルゴリズム的な研究が成されてきたが，本節では次節以降
で必要となるM♮凸関数について必要最小限のことを紹介する．詳しくは図書 [23]を参
照されたい．

2.1. M♮凸関数

V を非空な有限集合とし, ZとRをそれぞれ整数と実数全体の集合とする．V 上の整数
ベクトルx = (x(v) : v ∈ V ) ∈ ZV に対して, その正の台と負の台をそれぞれ

supp+(x) = {v ∈ V | x(v) > 0}, supp−(x) = {v ∈ V | x(v) < 0}

と定義する．任意のx,y ∈ ZV に対して，ベクトルx ∧ yとx ∨ yを次のように定義
する：

(x ∧ y)(v) = min{x(v), y(v)}, (x ∨ y)(v) = max{x(v), y(v)} (v ∈ V ).

それぞれの部分集合S ⊆ Eに対して，その特性ベクトルeSを

eS(v) =

{
1 (v ∈ S)

0 (v ∈ V \ S)

と定め，特にV の各要素vの特性ベクトルをevと表記する．与えられたベクトルp ∈ RV

と関数f : ZV → R ∪ {+∞}に対して，2つの関数 ⟨p,x⟩とf [−p](x)を

⟨p,x⟩ =
∑
v∈V

p(v)x(v), f [−p](x) = f(x)− ⟨p,x⟩ (x ∈ ZE)

と定義する．また，関数 fのU(⊆ ZV )内の最大解集合と fの実効定義域dom fを次の
ように定める：

argmax{f(y) | y ∈ U} = {x ∈ U | f(x) ≥ f(y), ∀y ∈ U},
dom f = {x ∈ ZV | f(x) ∈ R}.

関数f : ZV → R∪{+∞}がdom f ̸= ∅と次の条件を満たすときM♮凸関数 [21, 22, 25]

であるという：

∀x,y ∈ dom f , ∀u ∈ supp+(x− y), ∃v ∈ {0} ∪ supp−(x− y) :

f(x) + f(y) ≥ f(x− eu + ev) + f(y + eu − ev).



ただし，e0 = 0とする. 以下で，M♮凸関数の例を紹介する．

例 1. V の部分集合族T が次の条件を満たすときT を層族という：

X,Y ∈ T ⇒ (X ∩ Y = ∅ または X ⊆ Y または Y ⊆ X).

層族T とT の各要素Zに対する1変数凸関数fZ : R→ R ∪ {+∞}が与えれらたとき

f(X) =
∑
Z∈T

fZ(|X ∩ Z|) (X ⊆ V )

は，dom f ̸= ∅ならばM♮凸関数である [23]．この関数を層型凸関数とよぶ． □
M♮凸関数は凸拡張可能である．すなわち，以下の命題が成立する．

命題 1 ([21, 25]). M♮凸関数 f : ZV → R ∪ {+∞}に対して，ある凸関数 f̄ : RV →
R ∪ {+∞}が存在し，

f(x) = f̄(x) (∀x ∈ ZV ).

通常の凸関数では，極小解は最小解である．この性質はM♮凸関数にも引き継がれ，
以下の最小性基準が示されている．

定理 2 ([21, 25]). M♮凸関数f : ZV → R∪ {+∞}，x∗ ∈ dom fに対し以下が成立する:

f(x∗) ≤ f(y) (∀y ∈ ZV ) ⇔

{
f(x∗) ≤ f(x∗ − eu + ev) (

∀u, v ∈ V )

f(x∗) ≤ f(x∗ ± eu) (
∀u ∈ V ).

通常の凸関数の和は凸であるが，残念ながら２つのM♮凸関数の和はM♮凸とは限ら
ない．２つのM♮凸関数の和の最小解については以下の特徴付けが知られている．

定理 3 (M凸交叉定理 [21, 25]). M♮凸関数 f1, f2 : Z
V → R ∪ {+∞}とx∗ ∈ dom f1 ∩

dom f2に対して，
x∗ ∈ argmin(f1 + f2)

である必要十分条件は，あるp∗ ∈ RV が存在して，

x∗ ∈ argmin f1[−p∗] ∩ argmin f2[+p∗].

さらにf1, f2 : Z
V → Z ∪ {+∞}ならばp∗ ∈ ZV とできる．

2.2. M♮凹性の経済学的意味

以降では，M♮凹関数f（−fがM♮凸関数）が数理経済学の観点からも良い性質を有す
ることを紹介する．例えば，数理経済学では効用関数が凹関数であると仮定すること
が一般的であるが，先ほども触れたようにM♮凹関数は凹拡張可能である．
関数f : ZV → R ∪ {−∞}が粗代替性を満たすとは，

∀p, q ∈ RV (p ≤ q), ∀x∗ ∈ argmax f [−p], ∃y∗ ∈ argmax f [−q]:

y∗(v) ≥ x∗(v) (∀i ∈ V : q(v) = p(v))



が成り立つことと定義する．V を不可分財の集合，不可分財の消費個数をベクトル
x ∈ ZV で表現し，ある消費者のxに対する貨幣価値の評価を関数 fで表したとする．
価格ベクトルp ∈ RV が所与のとき，この消費者はf [−p](x) = f(x)− ⟨p,x⟩を最大化
する消費の仕方（消費ベクトル）を選択する．粗代替性は，価格がpから qに上昇し
たとき価格が不変の財の消費個数が減らない最適消費が存在することを意味している．
[12]では，dom f = {0, 1}V のとき，fがM♮凹関数であることとfが粗代替性を満たす
ことが同値であることを示した．一般の場合については粗代替性だけでは弱く，[2, 27]

では，dom fが有界な場合にM♮凹性と同値な粗代替性の拡張版が提案されている．次
の形が数理経済学的に分かり易い特徴付けである．

定理 4 ([26]). f : ZV → R ∪ {−∞}が凹拡張可能かつdom fが有界なとき，以下の主
張は同値である．

(1) fはM♮凹関数，

(2) ∀p, q ∈ RV (p ≤ q), ∀x∗ ∈ argmax f [−p], ∃y∗ ∈ argmax f [−q]:

y∗(v) ≥ x∗(v) (∀v ∈ V : q(v) = p(v)),∑
i∈V

y∗(i) ≤
∑
i∈V

x∗(i).

粗代替性の最後の条件は，価格上昇に対して最適消費個数は増えないことを意味し
ている．
4節で紹介するアルゴリズムの正当性は，次の代替性に基づいている．関数f : ZV →

R ∪ {−∞}が代替性を満たすとは，

∀z1, z2 ∈ ZV (z1 ≥ z2),
∀x2 ∈ argmax{f(y) | y ≤ z2},

∃x1 ∈ argmax{f(y) | y ≤ z1}: z2 ∧ x1 ≤ x2

が成り立つことと定義する．条件z2∧x1 ≤ x2から，x2(i) < z2(i)⇒ x1(i) ≤ x2(i)が導
かれる．z1, z2が消費可能な不可分財の上限個数を表すと思うと，代替性は上限が低いと
きに人気のない財(x2(i) < z2(i))は，上限が増えても消費個数は増えない(x1(i) ≤ x2(i))

ことを意味している．代替性とM♮凹性の関係については以下が知られている．

命題 5 ([4]). M♮凹関数は代替性を満たす．

代替性を用いたM♮凹性の次の特徴付けが，[6]で dom f ⊆ {0, 1}V の場合について，
[5]でdom fが有界な場合について示されている．

定理 6. f : ZV → R∪ {−∞}に対しdom fが有界なとき，fがM♮凹関数である必要十
分条件は，任意のp ∈ RV に対してf [−p] が代替性を満たすことである．

3. 離散凸解析を用いた労働市場モデル
この節では，医師を病院に割当てる状況を考える．各医師は複数の病院で複数時間（離
散時間）勤務し，各病院も複数の医師を複数時間雇用できるとする．医師の集合をD =

{d1, . . . , di, . . . , dn}，病院の集合をH = {h1, . . . , hj, . . . , hm}とし，E = D ×H, Edi =

{di}×H, Ehj
= D×{hj}とする．医師の勤務状況は整数ベクトルx ∈ ZE

+で表現する．



すなわち，xの (di, hj)成分x(di, hj)は医師diの病院hjでの勤務時間を表すとする．こ
のベクトルを割当ベクトルと呼ぶことにする．
給与を想定し，これを給与ベクトル p ∈ RE

+を用いて表現する．すなわち，医師 di
が病院 hjで勤務する場合の単位時間当りの給与を p(di, hj)で表す．E上のベクトル z

に対して，EdiとEhj
への制限をそれぞれzdi，zhj

と表記する．
医師の病院に対する選好や病院の医師に対する選好を表現するために，各医師，各
病院は割当ベクトルに対する貨幣価値の評価関数を持つと仮定する．医師diの評価関
数を fdi : Z

Edi → R ∪ {−∞}と表記し，病院hjの評価関数を fhj
: ZEhj → R ∪ {−∞}

と表記する．すなわち，医師は自分の勤務時間のみで割当ベクトルを評価し，他の医
師の勤務時間を考慮せず，病院も自分の雇用状況のみで割当ベクトルを評価し，他の
病院の雇用状況を考慮しないとしている．また，fdi(y) = −∞となるyはdiにとって
は受理できない割当であり，病院についても同様である．
所与の給与ベクトルpに対して，医師 diは自身の勤務時間に関する評価値と受け取
る給与総額の和を最大化するように行動すると仮定する．すなわち，diは

argmax{fdi(y) + ⟨pdi ,y⟩ | y ∈ ZEdi} = argmax fdi [+pdi ]

より自身に関する割当ベクトルを選択する．i ̸= i′ならば，Edi ∩ Edi′
= ∅であるから，

医師全体の評価関数fD : ZE → R ∪ {−∞} を

fD(x) =
∑
di∈D

fdi(xdi) (x ∈ ZE)

と定義すると，医師全体の行動基準は

argmax fD[+p]

に含まれる割当ベクトルの選択となる．
同様に，所与の給与ベクトルpに対して，病院hjは自身の雇用状況に関する評価値
と支払う給与総額の差を最大化するように行動すると仮定する．すなわち，hjは

argmax{fhj
(y)− ⟨phj

,y⟩ | y ∈ ZEhj } = argmax fhj
[−phj

]

より自身に関する割当ベクトルを選択する．j ̸= j′ならば，Ehj
∩Ehj′

= ∅であるから，
病院全体の評価関数fH : ZE → R ∪ {−∞} を

fH(x) =
∑
hj∈H

fhj
(xhj

) (x ∈ ZE)

と定義すると，病院全体の行動基準は

argmax fH [−p]

に含まれる割当ベクトルの選択となる．
割当ベクトルと給与ベクトルの組 (x∗,p∗) ∈ ZE

+ ×REが均衡であるとは，

x∗ ∈ argmax fD[+p∗] かつ x∗ ∈ argmax fH [−p∗]



を満たすことと定義する．すなわち，均衡とは，給与ベクトルp∗に対して医師にとっ
ても病院にとってもx∗が最適な割当ベクトルであることを意味している．p ≥ 0を均
衡の条件に加えることもあるが，ここではこの条件は外す．ただしp ≥ 0となる十分
条件を後に与える．
勤務時間が連続である場合は，自然な前提条件のもとで fDと fHが凹関数ならば均
衡が存在する．しかし，勤務時間が離散である場合には，fDやfHが凹拡張可能だけで
は均衡が存在するとは限らない．M凸交叉定理のM凹版を用いると，各医師と各病院
の評価関数がM♮凹関数であるとき，argmax(fD + fH) ̸= ∅ならば均衡が存在する．

定理 7. 各医師の評価関数 fdi : Z
Edi → R ∪ {−∞}と各病院の評価関数 fhj

: ZEhj →
R ∪ {−∞}がM♮凹関数であるとき，以下が成り立つ．

(1) fD, fH : ZE → R ∪ {−∞}はM♮凹関数である．

(2) argmax{fD + fH} ̸= ∅ならば，x∗ ∈ ZE，p∗ ∈ REが存在し

x∗ ∈ argmax{fD(x) + ⟨p∗,x⟩ | x ∈ ZE}
x∗ ∈ argmax{fH(x)− ⟨p∗,x⟩ | x ∈ ZE}

を満たす．すなわち，(x∗,p∗)は均衡である．

(3) fDが単調非増加 (x,y ∈ dom fD,x ≤ y ⇒ fD(x) ≥ fD(y)) のとき，

x∗ − e(i,j) ∈ dom fD ⇒ p∗(i, j) ≥ 0.

(4) fHが単調非減少 (x,y ∈ dom fH ,x ≤ y ⇒ fH(x) ≤ fH(y)) のとき，

x∗ + e(i,j) ∈ dom fH ⇒ p∗(i, j) ≥ 0.

証明. (1) i ̸= i′ならばEdi ∩ Edi′
= ∅であり，j ̸= j′ならばEhj

∩ Ehj′
= ∅ による．

(2) x∗ ∈ argmax{fD + fH}を任意に選ぶとM凸交叉定理のM凹版より，p∗ ∈ REが
存在し，x∗ ∈ argmax fD[+p∗] ∩ argmax fH [−p∗]となる．

(3) x∗−e(i,j) ∈ dom fDとするとfD(x
∗)+ ⟨p∗,x∗⟩ ≥ fD(x

∗−e(i,j))+ ⟨p∗,x∗−e(i,j)⟩
より，p∗(i, j) ≥ fD(x

∗ − e(i,j))− fD(x
∗) ≥ 0.

(4) x∗+e(i,j) ∈ dom fHとするとfH(x
∗)−⟨p∗,x∗⟩ ≥ fH(x

∗+e(i,j))−⟨p∗,x∗+e(i,j)⟩
より，p∗(i, j) ≥ fH(x

∗ + e(i,j))− fH(x
∗) ≥ 0.

4. 離散凸解析を用いた安定結婚モデルの拡張
通常の安定結婚モデルでは，男性の集合Mと女性の集合W に対して，男女ペアの集
合でマッチング（各男性は高々一人の女性と結婚し，各女性も高々一人の男性と結婚
する状態を表現したもの）となるものを対象とする．マッチングに対して，（駆け落ち
などにより）ペアを解消しないようなある種の安定性が提案されている．この安定性
を導入するために，各人は異性に対して選好順序を持つとする．ここでは [13]で扱わ
れている状況より少し融通を持たせ，同程度に好きである状況（無差別）を許すこと



にする．与えられたマッチングX ⊆ M ×W に対して，Xでは組とならない男性 iと
女性 jが存在し，iはXでのパートナーよりも jを好み，jもXでのパートナーより
も iを好むならば，iと jがより好ましい相手との再婚を望むとみなし，Xは不安定で
あると定義する（パートナーと同程度に好きな異性とは，離婚してまで再婚する意志
がないとしている）．マッチングが上の意味で不安定でないとき，安定であるという．
Gale-Shapley [13]は，無差別がない場合に安定マッチングを求めるアルゴリズムを提
案することで，その存在を構成的に示している．上記の例は男女のように1対1の設定
だが，学生を学科に配属されるなど，多対1や多対多へも自然に拡張できる．
次に離散凸解析を用いた安定結婚モデル [4]を紹介する．ここでも男女の集合Mと

W が与えられ，男女の組全体をE，すなわちE = M ×W とする．このモデルでは，
各人は複数の異性と複数回組むことができると仮定する．例えば，男女がダンスを踊
る，テニスで混合ダブルスを組むなど複数の異性と複数回を許す作業を行う状況を想
定している．
男女が組む状態はベクトルx ∈ ZEで表現し，このようなベクトルを割当と呼ぶこ
とにする．安定結婚モデルでは各人の異性に対する選好順序を所与としたが，[4]で
は，各人の割当に対する選好を表現する関数を所与とし，関数値が大きいものほど好
ましいとする（関数値が同じ割当は無差別と解釈する）．正確には，男性mに対して
Em = {m} ×W ⊆ Eとし，mの評価関数fm : ZEm → R ∪ {−∞}を所与とする．同様
に女性wに対してEw = M × {w}とし，wの評価関数 fw : ZEw → R ∪ {−∞}を所与
とする．男女ともに割当において自分が関連する部分のみで，割当を評価し他の同性
と異性に関する割当には影響されないと仮定している．
割当x，男性m，女性wに対して，xのEmへの制限をxmとし，Ewへの制限をxw

と表記する．さらに，男性全体の評価を統合した関数fMと女性全体の評価を統合した
関数fWを以下のように定義する：

fM(x) =
∑
m∈M

fm(xm)

fW (x) =
∑
w∈W

fw(xw)
(x ∈ ZE).

このとき，各 fm (m ∈ M)がM♮凹関数ならば fMもM♮凹関数となり，各 fw (w ∈ W )

がM♮凹関数ならば fW もM♮凹関数となる 1．x ∈ (dom fM) ∩ (dom fW )を満たす割当
xを実行可能割当という．
fMとfWは次の前提条件を満たすと仮定する．

(A) 実効定義域dom fMとdom fWは, 有界かつ遺伝的であり共通最小点0を持つ．

ここで,実効定義域が遺伝的とは, 0 ≤ x1 ≤ x2 ∈ dom fM (dom fW )ならばx1 ∈ dom fM
(dom fW ) であることを意味する．この前提条件は，空集合はマッチングであり，マッ
チングの部分集合はマッチングであるという安定結婚モデルの状況から類推される自
然なものである．

1ここでは fM , fW を fm (m ∈M)，fw (w ∈W )の統合として定義したが，単に男性集合Mに対する
M♮凹関数，女性集合W に対するM♮凹関数が所与としても以下の議論に支障は起こらない．



実行可能割当xが

fM(x) = max{fM(y) | y ≤ x}
fW (x) = max{fW (y) | y ≤ x}

を満たすとき，動機制約を満たすという．動機制約は，xに対して男女共に割当数を減
らす動機を持たないことを意味している．
実行可能割当 xに対して，男女の組 (m,w)が xに対するブロッキングペアである
とは，

fM(x) < max{fM(y) | y(i, j) ≤ x(i, j), ∀(i, j) ̸= (m,w)}
fW (x) < max{fW (y) | y(i, j) ≤ x(i, j), ∀(i, j) ̸= (m,w)}

を満たすことと定義する．すなわち，(m,w)がブロッキングペアであるとは，割当x

に対して，(m,w)以外の組については割当数を増やすことなく，（(m,w)の割当数を増
やすことで）男女共に評価値を上げられる場合である 2．実行可能割当が動機制約を満
たしかつ，ブロッキングペアが存在しないとき，安定であるという．
前提条件 (A)のdom fM , dom fWの有界性より，

dom fM ∪ dom fW ⊆ {y ∈ ZE | 0 ≤ y ≤ z}. (1)

を満たす整数ベクトルzが存在する．[11]のモデルの特殊な場合として，実行可能割当
の特徴付けとして以下を示すことができる．

命題 8. fM , fW を前提条件 (A)を満たすM♮凹関数とし，zを (1)を満たすベクトルと
する．このとき，実行可能割当x ∈ dom fM ∩ dom fWが安定あるための必要十分条件
は，以下の条件を満たすzM , zW ∈ ZEが存在することである．

z = zM ∨ zW , (2)

x ∈ argmax{fM(y) | y ≤ zM}, (3)

x ∈ argmax{fW (y) | y ≤ zW}. (4)

ただし，zM ∨zWはzMとzWの成分ごとの最大値をとるベクトルで，argmax{fM(y) |
y ≤ zM}はzM以下であるfMの最大解全体を表す．

[4]では，(A)を満たすM♮凹関数 fM , fW : ZE → R∪ {−∞}と (1)を満たすベクトル
z に対して，次のアルゴリズムGGSが (2), (3), (4)を満たす (x, zM , zW ) を求めること
を示すことで安定割当の存在を証明している．

2この定義では，mとwが増やす割当数で同意しているとは限らないが，fM も fW もM♮凹関数のと
き，(m,w)がブロッキングペアならば (m,w)の割当数を 1増やすことで評価値がそれぞれ上がるこ
とが言える．



GGS(fM , fW , z)

入力: (A)を満たすM♮凹関数 fM , fW : ZE → R ∪ {−∞}と (1)を満たすベクトルz ;

出力: (2), (3), (4)を満たす (x, zM , zW ) ;

xW ← 0, zW ← 0, zM ← z ;

repeat {
let xM be any element in argmax{fM(y) | xW ≤ y ≤ zM} ;
let xW be any element in argmax{fW (y) | y ≤ xM} ;
for each e ∈ E with xM(e) > xW (e) {
zM(e)← xW (e) ;

zW (e)← z(e) ;

} ;
} until xM = xW ;

zW ← zW ∨ xM ;

return (xM , zM , zW ).

定理 9 ([4]). 前提条件 (A)を満たすM♮凹関数 fM , fW : ZE → R ∪ {−∞}に対して, 常
に安定割当が存在する．
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