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1. はじめに
マトロイドは，ベクトルの線型独立性の組合せ論的な性質を抽象化したものとして，
Whitney [36] によって導入された．最も代表的な例は，線型空間中のベクトルの集合
であり，線型マトロイドと呼ばれる．
組合せ最適化の文脈におけるマトロイドの重要性は Edmonds [6, 9] によって確立さ
れた．特に，マトロイド交叉の枠組みは，2部グラフ上のマッチングの一般化に当たり，
多項式時間解法を有する様々な組合せ最適化問題を包括的に捉えている．一方，効率的
な解法を有する組合せ最適化問題の中で，マトロイド交叉で説明できないものとして，
一般グラフ上のマッチングが知られている．両者の共通の一般化として，Lawler [21]

がマトロイド・パリティを導入した．
マトロイド・パリティ問題は，広い枠組みであり，一般に厳密解を見出すのに必要
な独立性判定のオラクルの回数が，台集合の大きさの指数関数になってしまう [26, 18]．
この問題に対する多項式時間近似解法 (PTAS)が開発されたのは，比較的最近のことで
ある [22].

一方で，線型マトロイドに限った場合に，最適値を特徴付ける最大最小定理と最適
解を見出すための多項式時間解法がLovász [24, 26] によって示された．その後，より
効率的なアルゴリズムが開発されている [12, 31, 32].

マトロイド交叉やマッチングに関しては，各要素に重みを与えた最適化問題に対し
ても効率的な解法が知られている．同様に，重み付き線型マトロイド・パリティ問題
に対しても多項式時間解法が期待されたが，長い間，擬多項式時間乱択アルゴリズム
[2, 3]のみが知られていた．最近の研究 [17] では，交代多項式行列を用いた定式に基づ
いて，決定性の多項式時間解法を設計した．ただし，マトロイド交叉やマッチングと
異なり，線型計画問題としての定式化が得られている訳ではなく，今後の課題として
残されている．

2. マトロイド
有限集合 E とその部分集合族 I の組で，ベクトル集合の線型独立性を抽象化した以
下の公理系を満たすものをマトロイドという．

(I0) ∅ ∈ I.

(I1) I ⊆ J ∈ I ⇒ I ∈ I.

(I2) I, J ∈ I, |I| < |J | ⇒ ∃e ∈ J \ I, I ∪ {e} ∈ I.
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マトロイドの最も簡単な例として，グラフ的マトロイドと分割マトロイドを挙げる
ことができる．点集合 V , 枝集合 E からなるグラフ G = (V,E) において，E の部分
集合の内で閉路を含まないものの集合を I とすると，(E, I) はマトロイドとなる．こ
のようにして得られるマトロイドは，グラフ的マトロイドと呼ばれる．有限集合 E が
E1, . . . , Ek に分割されているとして，各 Ej から高々1個の元を含む部分集合 I ⊆ E の
全体を I とすると，(E, I) はマトロイドとなり，分割マトロイドと呼ばれる．
マトロイドの極大独立集合を基と呼ぶ．基は，いずれも元の個数が等しい．この値を
マトロイドの階数という．任意の X ⊆ E に対して ρ(X) = max{|J | : J ⊆ X, J ∈ I}
で定義される集合関数 ρ を階数関数と呼ぶ．
マトロイドに関するアルゴリズムを考える際には，通常，独立性判定オラクルの存
在を仮定する．すなわち，与えられた部分集合 X ⊆ E に対して，X が独立集合である
か否かを正しく返す効率的な手続きがあるものとする．このような設定において，例
えば，各元に実数値重みが与えられているときに，含まれる元の重みの和を最小にす
る基を求める最小基問題を効率的に解く貪欲アルゴリズム [9]が知られている．これは，
グラフの最小全域木問題を解く Kruskal [19] のアルゴリズムの拡張に当たる．

3. マトロイド交叉
台集合 E を共有するマトロイド M1 = (E, I1), M2 = (E, I2) において，元の個数が
最大の共通独立集合 I ∈ I1 ∩ I2 を求めるマトロイド交叉問題に関して，以下の最大最
小定理が知られている．

定理 1 (Edmonds [8]) マトロイド M1 = (E, I1) の階数関数を ρ1, M2 = (E, I2) の
階数関数を ρ2 とすると，

max{|I| : I ∈ I1 ∩ I2} = min{ρ1(X) + ρ2(E \X) : X ⊆ E}

が成り立つ．

さらに，マトロイド交叉問題に対しては，増加道アルゴリズムと呼ばれる効率的な
アルゴリズムが知られている．
マトロイド交叉問題の最も代表的な例は，2部グラフのマッチングである．点集合

V1, V2 と枝集合 E からなる 2部グラフ H = (V1, V2;E) を考える．端点を共有しない
枝の集合 M ⊆ E をマッチングという．枝集合 E の部分集合の内で，V1 の点を共有し
ないものの全体を I1 とすると，M1 = (E, I1) は分割マトロイドとなる．同様に，V2

の点を共有しない枝の集合の全体を I2 とすることで，分割マトロイド M2 = (E, I2)

を得る．マッチングとは，M1 とM2 の共通独立集合に他ならない．したがって，2部
グラフ上の最大マッチング問題は，分割マトロイド対の交叉問題に帰着される．
台集合 E を共有するマトロイド M1 = (E, I1), M2 = (E, I2) において，各元

e ∈ E に実数値重み we が与えられているとき，共通独立集合 I ∈ I1 ∩ I2 の中で，
重み w(I) :=

∑
e∈I w(e) が最大となるものを求める問題を考えることができる．この

問題に対して，主双対アルゴリズムと呼ばれる多項式時間アルゴリズムが設計された
[10, 16, 20]．
台集合 E 上の実数値関数の全体 RE は数ベクトル空間になる．部分集合 J ⊆ E に
対して，特性ベクトル χJ を e ∈ J のときに χJ(e) = 1 で，e /∈ J のときに χJ(e) = 0



となるベクトルとして定義する．ここで，以下の様な線型計画問題を考える．

Maximize
∑
e∈E

wex(e)

subject to
∑
e∈Y

x(e) ≤ ρ1(Y ), ∀Y ⊆ E,∑
e∈Y

x(e) ≤ ρ2(Y ), ∀Y ⊆ E,

x(e) ≥ 0, ∀e ∈ E.

このとき，実行可能領域は全ての共通独立集合の特性ベクトルの凸包と一致する．し
たがって，最大重み共通独立集合を得るには，この線型計画問題を解けば良い．ただ
し，制約条件が指数個あるので，計算機に直接入れて解くことは無理がある．そこで，
双対問題の助けを借りて，主問題の 0-1 最適解と双対問題の最適解を得るのが主双対
アルゴリズムである．
重み付きマトロイド交叉問題の変種としては，マトロイド対の共通基が存在すると
きに，その中で最小重みのものを求める問題が考えられる．この問題に対しても，同
様の多項式時間主双対アルゴリズムが設計されている．
最小共通基問題の代表的な例としては，有向グラフ上の最小有向全域木問題がある．
有向グラフ上で，各枝に長さが与えられているときに，指定された点を根とする有向
全域木の中で枝長の総和が最小となるものを求める問題である．この問題は，グラフ
的マトロイドと分割マトロイドの対における最小重み共通基問題として定式化できる．

4. マッチング
点集合 W , 枝集合 E からなるグラフ G = (W,E) において，端点を共有しない枝の集
合 M ⊆ E をマッチングと呼ぶ．特に M の端点集合が W と一致するとき，完全マッ
チングという. グラフ G = (W,E) から点部分集合 X ⊆ W を除いて得られるグラフ
において，点数が奇数の連結成分数を odd(G −X) と表す．このとき，G に完全マッ
チングが存在するための必要十分条件を与えるのが，Tutte の定理である．

定理 2 (Tutte [35]) グラフ G = (W,E) は，任意の X ⊆ W に対して odd(G−X) ≤
|X| が成り立つとき，かつそのときに限り，完全マッチングを有する．

交代行列 Φ の列集合（行集合）を W とする．点集合 W と枝集合 E = {(u, v) |
Φuv ̸= 0} からなるグラフ G = (W,E) を考える．交代行列 Φ のパフィアン Pf Φ は，

Pf Φ =
∑
M

σM

∏
(u,v)∈M

Φuv

で定義される．ここで，総和は，G の全ての完全マッチング M に関するものであり，
σM は，±1 の適当な値を取る．このとき，detΦ = (Pf Φ)2 が成り立つことが知られて
いる．したがって，交代行列 Φ が正則であるためには，G に完全マッチングが存在し
なくてはならない．
逆に，グラフ G = (W,E) が与えられたときに，枝に対応する成分を独立パラメタ
とした交代行列 ΦG を考えることができる．この交代行列 ΦG が正則のとき，かつそ
の時に限り，G には完全マッチングが存在する．Tutte は，この関係を利用し，パフィ
アンに関する代数的な議論を通じて，定理 2を証明した．



グラフ G = (W,E) におけるマッチングに含まれる枝の最大本数を µ(G) と書くこ
とにする．定理 2を用いて，

µ(G) =
1

2
min{|W |+ |X| − odd(G−X) | X ⊆ W}

を導くことができる．この公式は，Tutte–Berge公式と呼ばれている．Edmonds [4]は，
最大マッチングを見出す効率的なアルゴリズムを与えた．この際，効率的であること
の尺度として，多項式時間アルゴリズムの概念を導入した．
マッチングに関しても重み付きの最適化問題を考えることができる．グラフ G =

(W,E) の各枝に e ∈ E に実数値重みwe が与えられているときに，マッチング M の
中で，重み w(M) =

∑
e∈M we を最大にするものを求める問題を整数計画問題として

定式化すると，以下の様になる．

Maximize
∑
e∈E

wex(e)

subject to
∑
e∈δv

x(e) ≤ 1, ∀v ∈ W,

x(e) ∈ {0, 1}, ∀e ∈ E.

一般に整数計画問題はNP困難であり，多項式時間解法の存在が期待できない．そこ
で，0-1 制約を非負制約x(e) ≥ 0 に置き換える線型計画緩和を考える．この緩和問題
は線型計画問題なので，効率的に最適化を得ることができるが，その結果が 0-1 解と
は限らない．例えば，3点の完全グラフにおいて，各枝 e ∈ E で x(e) = 1/2 となる
x ∈ RE は実行可能解であり，重みの設定によっては，これが唯一の最適解となる．
3以上の奇数個の点集合 Z に注目すると，Z の点同士を結ぶ枝でマッチングに含ま
れる枝の本数は，⌊|Z|/2⌋ 以下となる．そこで，この条件を制約条件に加えた以下のよ
うな線型計画問題を考える．

Maximize
∑
e∈E

wex(e)

subject to
∑
e∈δv

x(e) ≤ 1, ∀v ∈ W,

∑
e∈E[Z]

x(e) ≤ ⌊|Z|
2
⌋, ∀Z ∈ Ω,

x(e) ≥ 0, ∀e ∈ E.

ただし，δv は v に接続する枝の集合を意味する．また，Ω は，点の個数が3以上の奇
数となる点部分集合の全体であり，Z ∈ Ω に対する E[Z] はZ の点同士を結ぶ枝の集
合を意味する．
この線型計画問題は，制約条件が点の個数の指数関数本になるので，計算機に直接
入れて解くには無理がある．しかし，双対問題の助けを借りて，主問題の 0-1 最適化
と双対問題の最適解を多項式時間で得る主双対アルゴリズムが設計された．その結果
として，実行可能領域が全てのマッチングの特性ベクトルの凸包として定義されるマッ
チング多面体と一致することも示された．
重み付きマッチング問題としては，完全マッチングが存在するグラフにおいて，最
小重み完全マッチングを求めるという問題も考えられる．この問題に対しても同様に，
主双対アルゴリズムによる多項式時間解法が設計されている．



5. マトロイド・パリティ
一般グラフのマッチング問題は，2部グラフの場合と異なり，マトロイド交叉問題とし
て定式化できる訳ではない．しかし，両者に関する知見を並べて書いてみると，非常
に似た状況になっていることが見て取れる．そこで，両者を共通に含む枠組みを設定
し，その中で組合せ最適化問題が解ける仕組みを理解したいという問題意識が生じる．
マトロイド M = (S, I) の台集合 S が 2元の対に分割されているものとして，各対
を線と呼ぶ．線の和集合となるS の部分集合をパリティ集合と呼ぶ．元の個数が最大
の独立パリティ集合を求める問題が，Lawler [20]が導入したマトロイド・パリティ問
題である．この問題は，最大マッチング問題とマトロイド交叉問題を特殊な場合とし
て含む．
グラフ G = (W,E) において，各枝とその端点との組を半枝と呼び，半枝の全体を

S とする．すなわち，S = {(e, v) | e ∈ E, v ∈ W, v ∈ ∂e} とする．ただし，∂e は，e の
端点の集合を表す．各点に接続する半枝を高々1個含む部分集合を独立集合とする分割
マトロイド (S, I) を考える．台集合 S は，各枝に由来する半枝対に分割されている．
枝集合の部分集合は，この分割に関するパリティ集合に対応する．特に，マッチング
は，独立パリティ集合となる．したがって，最大マッチング問題は，分割マトロイド
上のマトロイド・パリティ問題となる．
台集合 E を共有するマトロイド対 M1 = (E, I1), M2 = (E, I2) に対して，E の
複製E1, E2 を作り，自然な全単射 π1 : E → E1, π2 : E → E2 を考える．このとき，
S = E1 ∪ E2 とその部分集合族 I = {π1(I1) ∪ π2(I2) | I1 ∈ I1, I2 ∈ I2} の組 (S, I) は，
マトロイドとなり，直和マトロイドM1 ⊕M2 と呼ばれる．台集合 S は，各 e ∈ E に
由来する元の対 {π1(e), π2(e)} に分割されている．この分割に関するパリティ集合は，
E の部分集合の複製の直和の形になっている．特に，独立パリティ集合 J ⊆ S は，共
通独立集合 I ∈ I1 ∩ I2 に由来し，J = π1(I) ∪ π2(I) と書かれる．したがって，マト
ロイド交叉問題は，直和マトロイド上のマトロイド・パリティ問題となる．
既に述べた様に，マッチング問題とマトロイド交叉問題には，最適値を特徴付ける
最大最小定理が成立し，効率的なアルゴリズムが存在する．そのため，両者の共通の
一般化であるマトロイド・パリティ問題にも同様に最大最小定理や多項式時間解法が
あると期待される．しかし，マトロイド・パリティ問題は，予想外に一般的な枠組み
であり，多項式時間解法が存在し得ないことが証明されている．
有限集合 S が2元の組に分割されているとする．すなわち，n := |S| は偶数である．
この分割に関するパリティ集合の全体を Π と書くことにする．偶数 k ≤ n を用いて，

B := {B ⊆ S : |B| = k,B /∈ Π}

とすると，B はマトロイドの基族となる．このマトロイドに関するパリティ問題では，
明らかにパリティ基が存在しないため，最大独立パリティ集合の大きさは，k − 2 と
なる．一方，|F | = k である任意のパリティ集合 F ∈ Π に着目して，BF := B ∪ {F}
とすると，BF もマトロイドの基族となる．このマトロイドに関するパリティ問題で
は，F がパリティ基となり，最適値は k である．マトロイド・パリティ問題が解ける
ならば，与えられたマトロイドの基族が B なのか, それとも何らかの |F | = k となる
F ∈ Π に対するBF なのかに応じて，異なる結果が得られる．しかし，両者を区別す
るには，独立性判定オラクルを少なくとも

(
n/2
k/2

)
回だけ呼ぶ必要がある．したがって，



マトロイド・パリティ問題に対する多項式時間アルゴリズムは存在し得ない．この事
実が “P ̸= NP” の予想とは独立に導かれていることに注意する．

6. 線型マトロイド・パリティ
体 K 上の r × n 行列 A の行集合を U , 列集合を V とする．列ベクトルの線型独立
性によって，V 上のマトロイド M = (V, I) が自然に定義される．すなわち，独立集
合族は I = {J | rankA[U, J ] = |J |} となる．ここで，A[U, J ] は，行集合 U と列集合
J ⊆ V で定まる A の小行列を意味する．
列集合 V は元の個数が偶数であり，線と呼ばれる 2元の組に分割されているとし，
線の集合を L と書くことにする. マトロイド M(A) = (V, I) において最大独立パリ
ティ集合の元の個数を ν(A,L), そこに含まれる線の本数を µ(A,L) と表す．
各線 ℓ ∈ L に対応した 2× 2 交代行列

Dℓ =

[
0 −τℓ
τℓ 0

]
を対角ブロックとするブロック対角行列を D を考える．ここで，τℓ は不定元とする．
さらに，交代行列

ΦA =

[
O A

−A⊤ D

]
を用いることによって，線型マトロイド・パリティ問題の最適値 ν(A,L) が以下の補
題によって特徴付けられる．

補題 3 ([13]) 行列Aと線集合Lで定まるマトロイド・パリティ問題に対して，

ν(A,L) = rankΦA − |V |.

この特徴付けに基づき，不定元にランダムな値を代入することによって，線型マト
ロイド・パリティ問題を高い確率で解く効率的な乱択アルゴリズムが設計できる．実
際，Lovász [23] は，別の交代行列を用いて同様の手法を初めて導入した．マッチング
やマトロイド交叉に対する Harvey [15] の技法を拡張することによって，Cheung, Lau,

Leung [3] が計算量を O(nrω−1) に改善している．ここで，ω は高速行列乗算の指数で
あり，高々 2.38 である．
決定性多項式時間アルゴリズムを設計するには，補題 3の様な形の特徴付けだけで
は不十分で，Lovász [24] による最大最小定理が鍵となる．行列 A の行変形で得られ
る行列 A′ に対して，µ(A,L) = µ(A′, L) が成り立つ．また，行部分集合 K ⊆ U に対
して, µ(A,L) ≤ µ(A[U \K,V ], L) + |K| が成り立つ．さらに，V のパリティ集合への
分割 {V1, . . . , Vk} に対して, µ(A,L) ≤

∑k
j=1⌊

rankA[U,Vj ]

2
⌋ が成り立つ．これらの関係式

を用いて得られる µ(A,L) の上界がタイトであるというのが，Lovász の定理の主張で
ある．

定理 4 (Lovász [24]) 行列 A の行変形で得られる行列 A′, 行部分集合 K, 列集合 V

のパリティ集合への分割 {V1, . . . , Vk} に対して，

µ(A,L) ≤ |K|+
k∑

j=1

⌊rankA[U \K,Vj]

2
⌋



が成り立つ．不等号が等号で成立するような行列 A′, 行部分集合 K, 分割 {V1, . . . , Vk}
が存在する.

さらに，Lovász [26] は，定理 4 の証明を基にして，多項式時間アルゴリズムを設
計した．このアルゴリズム自体は，多項式時間とはいうものの，計算量が O(n10) で
あり，効率的とは言い難いものであった．続いて，Gabow–Stallmann [12] が，O(rωn)

時間で終了する増加道アルゴリズムを設計した．Gabow–Stallmann のアルゴリズム
は，Lovász の定理の別証明を与える形になっている．一方，Orlin–Vande Vate [32] は，
Lovász の定理を前提とし，これを利用することで，マトロイド交叉問題を繰り返し解
く形の O(r4n) 時間アルゴリズムを示した．後に，Orlin [31]が，このアルゴリズムを
改良して，実行時間を O(r3n) に削減している．

7. 最小重みパリティ基問題
行列 A の定める線型マトロイド M(A) において，台集合 V が線に分割されていて，
各線 ℓ ∈ L の重み wℓ が与えられているものとする．マトロイドM(A) の基で，パリ
ティ集合となっているものをパリティ基と呼ぶ．パリティ基が存在するためには，階
数 rankA が偶数でなければならない．
パリティ基 B の重みを w(B) :=

∑
ℓ⊆B wℓ で定め，重み最小のパリティ基を求める

問題を考える．マトロイド・パリティ問題の重み付き版としては，この他に，重みの
総和が最大となる独立パリティ集合を求める問題も考えられるが，この問題も最小重
みパリティ基問題に帰着できる．
パリティ基の最小重みを特徴付けるために，交代多項式行列を用いた定式化を考え
る．各線 ℓ ∈ L に対応した 2× 2 交代多項式行列

Dℓ(θ) =

[
0 −τℓθ

wℓ

τℓθ
wℓ 0

]

を対角ブロックとしたブロック対角行列をD(θ)とする．パリティ基の最小重み ζ(A,L,w)

は，交代多項式行列

ΦA(θ) =

[
O A

−A⊤ D(θ)

]
のパフィアンを用いて，以下の様に特徴付けられる．

補題 5 行列A, 線集合L, 重み w で定まる最小重みパリティ基問題に対して，

ζ(A,L,w) = deg Pf ΦA(θ)−
∑
ℓ∈L

wℓ.

この特徴付けを出発点とし，双対変数を導入した上で，線型マトロイド・パリティ
に対するGabow–Stallmann [12] の増加道アルゴリズムとMurota [30]の組合せ緩和法
を基にした主双対アルゴリズムが設計されている [17]．

定理 6 線型マトロイド上の最小重みパリティ基問題に対して，O(rn3) 回の算術演算
で最適解が計算できる．ただし，r = |U |, n = |V |.



8. 応用
線型マトロイド・パリティは，受動的電気回路の構造可解性 [29], 平面トラス構造の釘
付け [27], グラフの最大種数閉曲面への胞体埋込み [11]など，広い範囲に応用がある．
一方，重み付き線型マトロイド・パリティの応用は，それほど多く知られている訳で
はない．ここでは，組合せ最適化への応用を二つ紹介する．
グラフの中で与えられた点集合を両端とする路で内点が重ならないものの最大本数
に関するMader [28]の最大最小定理に対して，Lovász [24]は，マトロイド・パリティ問
題としての定式化を通じた別証明を与えた．より直接的な線型マトロイド・パリティ問
題への帰着がSchrijver [34]に記述されている．最近の論文で，Yamaguchi [37]は，各
枝に長さが与えられているときに，最大本数の内点素路の詰込みの内で，長さの合計
が最小となるものを求める問題が重み付き線型マトロイド・パリティ問題に帰着され
ることを示した．
Steiner 木問題に対して，グラフ的マトロイド上の重み付きパリティ問題を解くこと
によって，5/3近似解が得られることが Prömel–Steger [33]によって示された．当時と
しては最良の近似比を達成していたが，現在では，改善された近似比のアルゴリズム
が知られている [1]．今後，他の組合せ最適化問題に対する近似アルゴリズムの設計で，
重み付き線型マトロイド・パリティの応用が期待される．
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