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1. 導入
1980年代のJones [10]による絡み目の多項式不変量の発見以来、絡み目や3次元多様体
のいわゆる量子不変量がたくさん構成されて、現在まで活発に研究されている（[14])。
これらの不変量は多くの場合、タングルの圏や3次元コボルディズムの圏から、ベクト
ル空間の圏など代数的に定義される圏への関手として構成される。

1.1. コボルディズムの圏と位相的場の理論

ここでは、背景として、3次元のコボルディズムの圏と位相的場の理論について簡単に
述べる。
曲面と（3次元）コボルディズムの圏Cを次のように定義する。

• Cの対象は (連結とは限らない）有向閉曲面である。

• Cにおける、曲面Σから曲面Σ′への射は、ΣからΣ′へのコボルディズムの同相
類である。ここで、ΣからΣ′へのコボルディズムとは、向きづけられたコンパク
ト 3次元多様体であって、その境界と曲面−Σ ⊔ Σ′ (ここで、−ΣはΣの向きを
逆にしたもの、⊔は非交和）との同一視が与えられているものであり、そのよう
な２つのコボルディズムが同相であるとは、それらの間の向きを保つ同相であっ
て、境界の同一視と適当な意味でcompatibleであるようなものが存在することを
いう。

• Cにおける射（コボルディズム）C : Σ −→ Σ′とC ′ : Σ′ −→ Σ′′の合成C ′Cは、
CとC ′を曲面Σ′に沿って張り合わせることにより得られるΣからΣ′′へのコボル
ディズム（の同相類）である。

• Cの対象Σの identity morphismはシリンダーΣ× [0, 1]で与えられる。

圏Cには、対称monoidal圏の構造が入ることが知られている。ここでテンソル関手
⊗ : C ×C → Cは、(2次元および 3次元）多様体の非交和で与えられ, 単位対象は空
な曲面で与えられる。また、圏Cの任意の対象Σは双対−Σを持つ。
Atiyah [1]によれば、3次元の位相的場の理論（topological quantum field theory,

TQFT)とは、圏Cから（ある体の上の）有限次元ベクトル空間の圏Vectへの、双対
を持つ対称monoidal圏の構造を保つ関手である。TQFTの2つの重要なクラスとして、
Reshetikhin-TuraevタイプのTQFTとTuraev-ViroタイプのTQFTが知られている。
コボルディズムの圏CとTQFTの、対称monoidal圏の枠組みを使ったこの定式化
についての一つの問題点は、曲面やコボルディズムの「内部構造」へアクセスするた
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めの代数的な手段を与えていないことである。圏Cの対象は、いくつかの連結成分を
持つ閉曲面であるから、Σn1 ⊗ · · · ⊗ Σnk

, k ≥ 0, n1, . . . , nk ≥ 0 (ここでΣnは種数nの
有向閉曲面)とかける。各成分Σni

は、n1個のハンドルを含んでいるが、これらのハン
ドルへの操作を取り扱うためには、対称monoidal圏の枠組みは不十分である。

1.2. 高次のコボルディズム圏とextended TQFT

閉曲面の中のハンドルなど、多様体の「内部構造」を取り扱うためには、コボルディ
ズムの圏の定義を適切なやり方で拡張または精密化してやる必要がある。このための
一つの自然な枠組みは、2圏や n圏など高次の圏としてのコボルディズム圏とその上
の（高次の）関手であるいわゆる extended TQFTである。例えば、Bartlett, Douglas,

Schommer-Pries, Vicary [2]において考察されている 2圏Bordor
123は、対象として（連

結とは限らない）有向閉1次元多様体を持ち、1射として、2次元のコボルディズム、2

射として3次元のコボルディズムの同相類を持つ。この枠組みにおいては、例えば、種
数gの閉曲面ΣgはBordor

123における1射Σg : ∅ −→ ∅として、次のような1射の合成と
してかける。

∅ D2

−→ S1 Σ1,2−→ · · · Σ1,2−→ S1 D2

−→ ∅.

ここで、Σ1,2 : S
1 −→ S1は種数１で境界がS1 ⊔ S1であるような曲面をS1からそれ自

身へのコボルディズムとみなしたものである。この枠組みでは、Σgの g個のハンドル
（つまりΣ1,2)に対して個別に代数的操作を行うことができる。

1.3. Crane, Yetter, Kerlerのコボルディズム圏Cob

CraneとYetter [4] と Kerler [11]は、上記の2圏Bordor
123とは異なるやり方で、多様体

の「内部構造」にアクセスできるような枠組みを導入した。
圏Cobを次のように定義する。

• Cobの対象は非負整数0, 1, 2, . . .である。(ただし、nは以下の曲面Σn,1と同一視
してもよい。)

• Cobにおける対象mから nへの射は、曲面 Σm,1とΣn,1の間のコボルディズム
の同相類である。ここで、m ≥ 0に対して Σm,1は種数mで境界が円周と同相
であるような曲面で、同相写像 S1 ∼= ∂Σm,1が与えられているとする。Σm,1と
Σn,1の間のコボルディズムとは、コンパクト連結有向3次元多様体Mと同相写像
φ : −Σm,1 ∪ (S1 × [0, 1]) ∪ Σn,1

∼=−→ ∂Mの組であり、Σm,1とΣn,1の間のコボル
ディズム (M,φ)と (M ′, φ′)が同相であるとは、MとM ′の間の同相写像で適当な
意味でφおよびφ′と compatibleであるようなものが存在することをいう。

• Cobにおける射の合成と単位射は、Cのときと同様に、コボルディズムの貼り合
わせとシリンダーで与えられる。（詳細は省く。）

ここで、Cの場合と異なり、Cobにおいて扱う曲面と3次元コボルディズムは常に連結
であるということを強調しておく。
次節でCobの部分圏と同一視できる圏Bを定義し説明を行うので、ここではCobの
基本的な構造について簡単に述べるにとどめる。圏Cobには、Cとは異なるやり方で
monoidal圏の構造を入れることができる。対象m,nに対しては、m⊗ n = m+ nであ
り、Σm,1とΣn,1の境界連結和がΣm+n,1と同相であることに対応している。射のテンソ



ルも同様に境界連結和によって定義される。圏Cobは、対称monoidal圏ではないが、
braidingが定義され、任意の対象が双対を持つ。また、braided monoidal圏Cobの対
象1には、Hopf monoidの構造が入ることがCrane–Yetter, Kerlerによって観察されて
いる。

2. ハンドルボディ内の底タングルの圏B
ここでは、[7]において定義した圏Bと、ribbon Hopf代数Aに付随して定義される関
手FA : B → ModA (ここで、ModAはA-加群の圏を表す)について説明する。

2.1. 底タングルの圏Bとそのbraided monoidal構造

圏Bは対象として非負整数0, 1, 2, . . . をもつ。Hom set B(m,n)を定義するためにハン
ドルボディ内の底タングルを以下で定義する。
非負整数mに対して、立方体 [0, 1]3の上の面にm個の 1-handleを付けて得られる、
種数mのハンドルボディをVmで表す (図 1参照)。図のようにVmの底面内の線分 ℓを
定める。
Vmの中のn成分底タングルとは、Vmの中の枠付きタングル (properな1次元部分多
様体で framingを持つ）t = t1 ∪ · · · ∪ tnで、次を満たすもののことである。

1. ∂tの各成分 tiの境界は ℓの上にある。

2. ∂t の点を左から順に p1, . . . , p2n とするとき、各 i = 1, . . . , n に対して ∂ti =

{p2i−1, p2i}が成り立つ。

各成分 tiの framingの定義はやや煩雑であるので、ここでは次のように考える。図２の
ように線分 [0, 1]にn個のバンドを付けて得られる図形をTnとする。TnのVmへの埋め
込み f : Tn ↪→ Vmで、[0, 1]を ℓに移し、各バンドの「中心線」を ti達に移すようなも
のを考えて、これらのバンドの埋め込みが定める ti達の framingを表すことができる。
（あるいはそのような埋め込みfを底タングルと呼んでもよい。）
図３にTnの埋め込みの形で与えられた底タングルの例を示す。このような図は複雑
なので、Vmと底タングルの平面への射影を用いて図示する（図４）。ここで、いわゆ
るblackboard framingによって framingを指定する。
２つのn成分底タングル t, t′がイソトピックであるとは、Vnのアンビエントイソト
ピーで ℓを集合として保つものが存在して、tと t′が移りあうことをいう。圏BのHom

set B(m,n)をVmの中のn成分底タングルのイソトピー類の集合と定義する。
恒等射 idm : m→ mは図５で定める。
Bにおける射の合成は次のように定義する。f ∈ B(l,m), g ∈ B(m,n)がそれぞれ埋
め込み f : Tm ↪→ Vl, g : Tn ↪→ Vmにより与えられているとする。このとき、底タング
ル idmにより、TmをVmの中の底タングルと思うことができる。埋め込みf : Tm ↪→ Vl
のVmへ拡張して、埋め込み f̃ : Vm ↪→ Vlを得る。ここで、f̃はVmの底面をVlの底面
へ identicalに移す。埋め込みの合成

f̃ ◦ g : Tn ↪→ Vl

を合成 gf ∈ B(l, n)を表す埋め込みとする。合成の具体例を図６に挙げる。



上の定義により、Bは圏をなすことがわかる。また、上の定義からわかるように、B
は、ハンドルボディVm (m ≥ 0)を対象とし、底面を保つ埋め込みのイソトピー類を射
とする圏Hの逆Hopと同型である。
圏Bは次のようなbraided monoidal構造をもつ。まずm,n ≥ 0に対してm⊗n = m+n

である。射f, gに対して、f ⊗ gはfと gを横に並べることにより得られる (図７）。単
位対象は0である。braidingは図８で与えられる。

2.2. BのCobへの埋め込み

関手C : B → Cobを次のように定義する。対象に対しては、C(n) = nである。Bの中
の射 f : m → nを定義する埋め込み f : Tn ↪→ Vmに対して、fのTn ↪→ Vnに沿った拡
張 f̃ : Vn ↪→ Vmが存在することを思い出そう。このような埋め込み f̃は、f̃(Vn) ∩ ∂Vn
がちょうどVnの底面と一致するように取ることができる。このとき、Vm \ f̃(Vn)の閉
包Vm \ f̃(Vn)は、曲面Σm,1と曲面Σn,1の間のコボルディズムとみなすことができる。
このコボルディズムをC(f)とおくことにより、関手C : B → Cobが定義されること
がわかる。この関手は忠実であり、braided monoidal構造を保つ。

2.3. Bの中のHopf代数構造

まず一般の braided monoidal圏 Cの中のHopf monoid (Hopf algebra, Hopf object

などとも呼ばれる)の概念を思い出しておく。C の単位対象を I で表し、braidingを
ψX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗Xで表す。Cの中のHopf monoidとは、Cの対象Hと射

µ : H ⊗H → H, η : I → H, ∆ : H → H ⊗H, ϵ : H → I, S : H → H

の組で、次を満たすもののことである。

µ(µ⊗H) = µ(H ⊗ µ), µ(η ⊗H) = idH = µ(H ⊗ η),

(∆⊗H)∆ = (H ⊗∆)∆, (ϵ⊗H)∆ = idH = (H ⊗ ϵ)∆,

ϵη = idI , ϵµ = ϵ⊗ ϵ, ∆η = η ⊗ η,

∆µ = (µ⊗ µ)(H ⊗ ψH,H ⊗H)(∆⊗∆),

µ(S ⊗H)∆ = ηϵ = µ(H ⊗ S)∆.

これらの等式はHopf代数の公理を形式的にbraided monoidal圏の射に対して当てはめ
て得られるものである。ただし、通常のHopf代数が持っている係数体上のベクトル空
間の構造をHopf monoidは一般には持たない。
braided monoidal圏Bの対象 1は図９のHopf monoid構造を持つ。(S−1はSの逆射
である。) この構造をC : B → CobでCobに移してやると、Crane–Yetter, Kerlerが
得たCobの中のHopf monoid構造と一致する。
braided monoidal圏Bは、Hopf monoidの構造射µ, η,∆, ϵ, S, S−1と図10で定義され
る射

r+, r− : 0 → 1

により生成される。つまり、Bにおける任意の射は、恒等射、braidingとその逆、およ
び上記の射の有限個のコピーから、テンソル積と合成を繰り返して得ることができる。
この事実から、例えば次のようなことがわかる。S3の中の n成分絡み目L = L1 ∪

· · · ∪Lnは、V0 = [0, 1]3の中のn成分底タングル t : 0 → nを「閉じる」ことにより得ら



れる（図１１）。そして、そのような底タングルは、Bを生成する基本的な底タングル
たちのテンソル積と合成でできているので、そのようなBを生成する射たちの代数的
な性質を調べることにより結び目理論を研究できないかという期待が生まれる。実際、
[6]で定義したクラスパーのHopf代数的な性質はBおよびCobにおけるHopf monoid

構造と対応しており、群論における commutator calculusのBとCobにおける対応物
を考えることが, クラスパーの手術によって生成される同値関係を調べることと対応
する。

2.4. ribbon Hopf代数Aに付随する関手FA : B → ModA

体 kを固定し、以下では k上の代数を考える。ribbon Hopf代数 [15]とは、Hopf代数
A = (A, µ, η,∆, ϵ, S)と元

R ∈ A⊗ A, r ∈ A

の組 (A,R, r)で次の条件を満たすものである。

1. Rは可逆であり、

R∆(x)R−1 = ∆op(x) (x ∈ A),

(∆⊗ id)(R) = R13R23, (id⊗∆)(R) = R13R12,

を満たす。Rはuniversal R-matrixと呼ばれ、そのようなRを持つHopf代数Aは
quasitriangular Hopf代数と呼ばれる [5]。

2. rはAの中心に入る可逆元で、

r2 = uS(u), S(r) = r, ϵ(r) = 1, ∆(r) = (R21R12)
−1(r ⊗ r)

を満たす。ここで、u ∈ A⊗ Aは、u =
∑
S(b)⊗ a, R =

∑
a⊗ b, により定義さ

れる可逆元である。rは ribbon元と呼ばれる。

quasitriangular Hopf algebra Aに対し、A加群の圏ModAに braided monoidal圏の構
造が入る [5]。また、ribbon Hopf algebra Aに対して、有限次元A加群の圏ModAに
ribbon圏の構造が入ることが知られている [15]。このことは、Aに付随して、タング
ルの圏からModAへのbraided monoidal圏の構造を保つ関手があることと同等である。
このように、ribbon Hopf代数は、結び目や絡み目を含むタングルの量子不変量を定義
するための基本的な代数的要素である。
ここでquasitriangular Hopf代数の transmutation について思い出しておく. Aが

quasitriangular Hopf代数であるとき、Hopf代数の構造射のうち、µ, η, ϵは、A-加群
の射であるが、∆, Sは一般にそうではないことが知られている。Majid は、∆, Sを
universal R-matrixを使ってひねることにより、A-加群の射

∆ : A→ A⊗ A, S : A→ A

を定義した。たとえば∆は、

∆(x) =
∑

x(1)S(b)⊗ a(1)x(2)S(a(2)) (x ∈ A)

（ただし∆(x) =
∑
x(1) ⊗ x(2), R =

∑
a⊗ b)により与えられる。このとき、Aを随伴作

用によりA-加群と思うことにより、(A, µ, η,∆, ϵ, S)は、ModAの中のHopf monoidと
なる。これをAの transmutationと呼ぶ。



定理 1. ribbon Hopf代数Aが与えられたとき、braided monoidal圏の構造を保つ関手

FA : B → ModA

で、n ≥ 0に対しFA(n) = A⊗nを満たし、

FA(µ) = µ, FA(η) = η, FA(∆) = ∆, FA(ϵ) = ϵ, FA(S) = S, FA(r
+) = r

を満たすものが一意的に存在する。

Aが factorizableという性質を満たす有限次元ribbon Hopf代数である場合に、Kerler[12]

はbraided monoidal関手
KA : C̃ob → Modfd

A

を構成している。これは閉3次元多様体のHennings不変量 [9]の一般化であり、Hennings
TQFTとよばれている。ここで、Modfd

Aは、有限次元A-加群の圏であり、C̃obはCob

のある「中心拡大」である。この場合には、FAは、KAの制限とみなすことができる。

3. その他の話題
時間が許す範囲で以下の話題についても言及したい。

3.1. Lagrangian cobordismの圏LCobのその上のLMO関手、およびその精密化

圏Bと圏Cobの中間にあるような圏（つまり、Bを含むCobの部分圏）で、Lagrangian
cobordismのなす圏LCobがある。LCobにおける射は、Cobにおける射である種のホ
モロジー的な性質を満たすものである。Cheptea, Massuyeauと筆者 [3]は、この圏の上
で定義される関手（LMO関手と呼ぶ）で、整係数ホモロジー球面のLe-村上-大槻不変
量 [13](LMO不変量）を拡張するようなものを定義した。LMO不変量は普遍有限型不
変量とも呼ばれ、有限型不変量に対して普遍的な性質をもち、また、量子群から定義
される多くの量子不変量よりも強いことが知られている。
圏LCobは特に、曲面の写像類群のTorelli部分群や、ホモロジーシリンダーのなすモ
ノイドを含んでいるので、これらの表現を与える。
Massuyeauと筆者 [8]は、Bで定義される、LMO関手の精密化を定義した。これらの
関手についても時間が許せば述べたい。
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