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1. バナッハ空間におけるリプシッツ作用素半群の導入
微分方程式系に対する適切性 (解の存在, 解の一意性, 解の初期値に関する連続的依存
性)の問題を考察するための位相解析的手法として, 与えられた微分方程式系を, バナッ
ハ空間 X における作用素 A に対する抽象的コーシー問題

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0), u(0) = x ∈ D (ACP; A, x)

に書き直して調べる方法がある. ただし, D は X の部分集合である. この抽象的コー
シー問題について, 各 x ∈ D に対して, 解 u(t;x) が時間大域的に存在し一意であり, そ
の解が初期値にリプシッツ連続的に依存するならば,

S(t)x = u(t;x) (t ≥ 0, x ∈ D)

により定義した D からそれ自身への作用素族 {S(t); t ≥ 0} は次の性質をもつ.

(S1) S(0)x = x (x ∈ D), S(t+ s)x = S(t)S(s)x (s, t ≥ 0, x ∈ D).

(S2) 各 x ∈ Dに対して, S(·)x : [0,∞) → X は連続である.

(S3) 各 τ > 0 に対して, M ≥ 1 が存在して

∥S(t)x− S(t)y∥ ≤M∥x− y∥ (x, y ∈ D, t ∈ [0, τ ]).

これらの条件を満たすD からそれ自身への作用素族 {S(t); t ≥ 0} を D 上のリプシッ
ツ作用素半群といい, 次の作用素 A0 を {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素という.{

A0x = limh↓0 h
−1(S(h)x− x) (x ∈ D(A0)),

D(A0) = {x ∈ D; limh↓0 h
−1(S(h)x− x) が存在する}.

条件 (S1) を半群性, 条件 (S2) を強連続性という.

D = X, {S(t); t ≥ 0}がX における有界線形作用素族の場合, {S(t); t ≥ 0}をX 上の
(C0)作用素半群といい,特に,M = 1のとき, (C0)縮小作用素半群という. 後者の特徴づ
けを Hille−Yosidaの定理,前者の特徴づけを Hille−Yosida−Feller−Phillips−Miyadera

の定理という. これらの定理の非線形拡張として, M = 1 の場合に, ヒルベルト空間
における高村 [14] の先駆的な研究から始まり, Crandall−Liggett [8] により, 一般のバ
ナッハ空間において, m-消散作用素は縮小作用素半群を生成するという有名な定理が
得られ, 小林 [11] により, 接線条件を満たす消散作用素 A は D(A) 上の縮小作用素半
群を生成するという定理へと一般化されている. しかし, M > 1 の場合には, Martin

[16] の結果の一般化である次の特徴づけ ([12]) が成り立つが, 無限小生成作用素が連続
の場合であり, より一層の拡張が望まれる 1.
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定理 1.1. D を X の閉集合とする. 連続作用素 A : D → X が D 上のリプシッツ作用
素半群 {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素であるための必要十分条件は, 次の条件が成
り立つことである.

(A1) lim infh↓0 h
−1d(x+ hAx,D) = 0 (x ∈ D).

(A2) 定数 ω ≥ 0, M ≥ m > 0 とリプシッツ連続汎関数 V : X ×X → [0,∞) が存在し
て, m∥x− y∥ ≤ V (x, y) ≤M∥x− y∥ ((x, y) ∈ D ×D),

D+V (x, y)(Ax,Ay) ≤ ωV (x, y) ((x, y) ∈ D ×D).

ただし,

D+V (x, y)(ξ, η) = lim inf
h↓0

h−1(V (x+ hξ, y + hη)− V (x, y)) ((x, y), (ξ, η) ∈ X ×X).

このとき,各 x ∈ Dに対して,抽象的コーシー問題 (ACP; A, x)は, u(t) = S(t)x (t ≥ 0)

で与えられる一意な時間大域的な解 u ∈ C1([0,∞);X) をもつ. さらに,

V (S(t)x, S(t)y) ≤ eωtV (x, y) (t ≥ 0, x, y ∈ D). (1.1)

注 1.2. (i) 定理 1.1 において, 非負値リプシッツ連続汎関数をノルムから導かれる距
離に置き換えることは一般的にはできない. (ii) 定理 1.1 の条件 (A1) は, 南雲 [18] に
より導入された条件で, 劣接線条件として知られ, Viability 理論 ([4]) に現れる. 連続
作用素A : D → X について, 条件 (A1) は, 任意の ϵ > 0, x ∈ D に対して, h ∈ (0, ϵ],

xh ∈ D, zh ∈ X が存在して, h−1(xh − x) = Axh + zh, ∥zh∥ ≤ ϵ が成り立つことと同値
である. x ∈ D, h > 0 を与えたとき, 楕円型方程式 u − hAu = x が可解ならば, 誤差
項 zh について, zh = 0 で成り立つ. (iii) 定理 1.1 の条件 (A2) は, 有限次元空間におい
て, 常微分方程式の初期値問題に対する解の一意性を特徴づけた岡村 [19] により導入
された条件である. X が実ヒルベルト空間であり, その内積を ⟨·, ·⟩ とするとき, ω = 0,

V (x, y) = ⟨x− y, x − y⟩1/2 (x, y ∈ X) の場合には, 条件 (A2) は, −A が単調作用素で
あることを意味する.

定理 1.1 は, 次のような問題へ適用可能である.

例 1.3. 微分方程式系 ut = vx, vt = φ′(u)x − νv を考える. ただし, ν > 0 であり,

φ ∈ C4(R)は φ(0) = φ′(0) = 0, 0 < c0 ≤ φ′′(r) ≤M0 (r ∈ R)を満たすとする. その際,

X として, ∥(u, v)∥ = (∥u∥2L2 +∥v∥2L2)1/2 をノルムとする実バナッハ空間 L2(R)×L2(R)
を考える. X の閉集合 D を, H2(R) ×H2(R) の有界集合であり, 任意の (u0, v0) ∈ D

に対して, 線形化差分方程式

h−1(uh − u0) = ∂xvh, h−1(vh − v0) = φ′′(u0)∂xuh − νvh

の解 (uh, vh) が, 小さな h > 0 に対して (uh, vh) ∈ D を満たすように構成できるので,

作用素 A : D → X を A(u, v) = (vx, φ
′(u)x − νv) ((u, v) ∈ D) と定めれば, A は連続

であり, 条件 (A1) を満たす. リプシッツ連続汎関数 V : X ×X → [0,∞) として,

V ((u, v), (û, v̂)) =

(∫ ∞

−∞

(∫ û

u

√
φ′′(r) dr

)2

+ (v̂ − v)2 dx

)1/2



を用いると, 作用素 A が条件 (A2) を満たすことがわかる. 汎関数 V は X 上の距離で
あり, 内積から導かれる距離

V ((u, v), (û, v̂)) = inf

{∫ 1

0

(∫ ∞

−∞
φ′′(u(x; θ))u̇(x; θ)2 + v̇(x; θ)2 dx

)1/2

dθ

}

に一致する. ただし, 下限は (u, v), (û, v̂) を結ぶ D 内の滑らかな曲線 (u(·; θ), v(·; θ))
すべてについて取られるものであり, u̇(·; θ) は u(·; θ) の θ に関する微分を表す.

注 1.4. Otto [21]による形式的リーマン構造から導かれる距離に一致するWasserstein

距離を距離とする,

∫
Rd

|x|2 dµ <∞ を満たすボレル確率測度 µ 全体の距離空間におい

て, 勾配流の研究が行われていることは大変興味深い ([3]). その研究に現れる作用素半
群 {S(t); t ≥ 0} は Wasserstein 距離を V として, 評価式 (1.1) を満たす. この事実が,

距離空間における作用素半群の理論を展開する1つの動機である.

2. 準線形発展方程式に付随するリプシッツ作用素半群
a > 0, b > 0, γ > 0, Ω を滑らかな境界 Γ をもつ有界領域とする. Kirchhoff 方程式{

utt(x, t) =
(
a+ b

∫
Ω
|∇u(x, t)|2 dx

)
∆u(x, t)− γut(x, t) ((x, t) ∈ Ω× [0,∞))

u(x, t) = 0 ((x, t) ∈ Γ× [0,∞))

について, X = H1
0 (Ω)×L2(Ω), Y = (H1

0 (Ω)∩H2(Ω))×H1
0 (Ω)とし,各 w = (w1, w2) ∈

Y に対して, X における作用素 A(w) を

A(w)u =
(
u2, (a+ b

∫
Ω
|∇w1(x)|2 dx)∆u1 − γu2

)
(u = (u1, u2) ∈ Y =: D(A(w)))

により定めると, 各 w ∈ Y に対して A(w) は線形作用素であり, Kirchhoff 方程式は

u′(t) = A(u(t))u(t) (t ≥ 0) (QE)

と表すことができる. このような方程式を準線形方程式といい, 位相解析的に研究した
加藤の準線形理論 ([10, 9]) は, 時間局所的適切性を研究するための強力な理論である 2.

さて, 微分方程式系の解の指数減衰評価といった解の挙動を調べることも重要な研
究課題である. この研究は, Lyapunov のアイデアをもとに, 適正な下半連続汎関数
ψ : X → [0,∞] を用いて, g(0) ≥ 0 である g ∈ C([0,∞);R) に対する微分不等式

(d/dt)ψ(u(t)) ≤ g(ψ(u(t))) (t ≥ 0) (2.1)

を満たす (QE) の解 u を探す研究に翻訳される. 初期条件を u(0) = u0 とするとき, 微
分不等式 (2.1) を満たす抽象的コーシー問題 (QE) の解 u について, 初期値問題

p′(t) = g(p(t)) (t ≥ 0), p(0) = ψ(u0)

の最大解 m(t) が存在する範囲で, 条件 ψ(u(t)) ≤ m(t) が成り立つ. limt→∞m(t) = 0

ならば, limt→∞ ψ(u(t)) = 0 を導ける. また, 方程式に応じて, 時間局所解の存在性, 小
2加藤の準線形理論については, 堤 [25] による解説がある. 加藤により始められた準線形理論では, 空
間の回帰性が仮定されたが, 實方 [22] により空間の回帰性の条件が除去されている.



さな初期値, あるいは, 大きな初期値に関する時間大域的存在性を取り扱える. この考
え方に従い, 加藤理論を時間大域的適切性へ応用できるように修正した定理を紹介する.

X をバナッハ空間, そのノルムを ∥·∥X , Y を回帰的なバナッハ空間, そのノルムを
∥·∥Y とし, Y は X において稠密で連続的に埋め込まれるとする. {A(w);w ∈ Y } を
X における閉線形作用素の族とする. 各 r > 0 に対して, Yr = {y ∈ Y ; ∥y∥Y ≤ r} と
おく. 区間 [0,∞) で定義された非減少な非負値連続関数λN , µN , βA, λA, µA, λB が存
在して, 次の条件 (H1)から (H3) が成り立つと仮定する.

(H1) 各 w ∈ Y に対して, 作用素A(w) は X 上の (C0) 作用素半群 {Tw(t); t ≥ 0} を生
成する. さらに, 2つの条件

∥x∥X ≤ Nw(x) ≤ λN(r)∥x∥X (w ∈ Yr, x ∈ X),

Nw(x) ≤ Nz(x)(1 + µN(r)∥w − z∥X) (w, z ∈ Yr, x ∈ X)

を満たす X のノルム族 {Nw(·);w ∈ Y } が存在して,

Nw(Tw(t)x) ≤ eβA(r)tNw(x) (t ≥ 0, x ∈ X, w ∈ Yr).

(H2) 各 w ∈ Y に対して D(A(w)) ⊃ Y であり,

∥A(w)∥Y,X ≤ λA(r) (w ∈ Yr), ∥A(w)−A(z)∥Y,X ≤ µA(r)∥w− z∥X (w, z ∈ Yr).

(H3) Y から X の上への同型写像 Q と X における有界線形作用素族{B(w);w ∈ Y }
が存在して, ∥y∥Y = ∥Qy∥X (y ∈ Y ) であり,

∥B(w)∥X,X ≤ λB(r) (w ∈ Yr), QA(w)Q−1 = A(w) +B(w) (w ∈ Y ).

各 ν > 0 に対して, τ(ν) > 0 を常微分方程式の初期値問題

p′(t) = g(p(t)) (t ≥ 0), p(0) = ν

の最大解 m(t; ν) の最大存在時刻とする. このとき, 次が成り立つ.

定理 2.1. 任意の ν > 0 に対して, r > 0 が存在して, u ∈ Y , ψ(u) ≤ ν ならば u ∈ Yr
が成り立つと仮定し, さらに, 増大条件 lim suph↓0 h

−1(ψ(Tx(h)x) − ψ(x)) ≤ g(ψ(x))

(x ∈ Y ) を仮定する. ν > 0, τ = τ(ν) とするとき, ψ(x) ≤ ν を満たす各 x ∈ Y に対
して, 一意な u ∈ C([0, τ);X) が存在して, u(t) ∈ Y (t ∈ [0, τ)), ψ(u(t)) ≤ m(t;ψ(x))

(t ∈ [0, τ)),

(d/dt)+u(t) = A(u(t))u(t) (t ∈ [0, τ)), u(0) = x.

定数 ων ≥ 0 が存在して, v を ψ(y) ≤ ν を満たす y ∈ Y を初期値とする解とすれば,

Nu(t)(u(t)− v(t)) ≤ eωνtNx(x− y) (t ∈ [0, τ)).

注 2.2. 適正下半連続汎関数 ψ : X → [0,∞] として, ψ(x) = Nx(Qx) (x ∈ Y ), ψ(x) =

∞ (x ∈ X \ Y ) を選べば, 関数 g(r) = (βA(r) + λN(r)λB(r) + µN(r)λA(r)r)r (r ≥ 0)

により, 増大条件が成り立つ. さらに, lim supr↓0 r
−1g(r) < 0 ならば, ν0 > 0, β < 0

が存在して τ(ν0) = ∞ であり, m(t; ν0) ≤ e−βtν0 (t ≥ 0) が成り立つ. この場合,

D = {x ∈ Y ;Nx(Qx) ≤ ν0} とし, D からそれ自身への作用素族 {S(t); t ≥ 0} を
S(t)x = u(t) (x ∈ D, t ≥ 0) により定めると, {S(t); t ≥ 0} は D 上のリプシッツ作用
素半群である. さらに, 定数 ω ≥ 0 が存在して

NS(t)x(S(t)x− S(t)y) ≤ eωtNx(x− y) (t ≥ 0, x, y ∈ D).



3. 距離空間における作用素半群と微分方程式
距離空間における微分方程式には, 少なくとも, 注 1.4 で述べた距離空間における勾配
流と Aubin [5] により始められた mutational equation がある. 本概説は, mutational

equation に関するものである. Aubin の結果は, Lorenz [15] により, ラドン測度の空間
における人口モデルの解析に応用できるように拡張されている. 本節の内容は, Aubin,

Lorenz の結果を, 加藤の準線形理論（定理 2.1) を含むようなものへと拡張するもので
ある ([13]).

u を区間 [0, τ) で定義されたノルム空間 X に値をとる関数とし, t ∈ (0, τ) とする.

u が t で微分可能であることは, ξ ∈ X が存在して, h−1∥u(t + h) − (u(t) + hξ)∥ → 0

(h→ 0)が成り立つことと同値である. 距離空間では, u(t)+hξ が意味を持たない. 距離
空間において,微分の概念を捉えるために, ϑ(h, x) = x+hξ をモデルとして, transition,

mutation の概念が Aubinにより導入された. それらの概念を拡張した定義を導入する.

(E, d) を完備な距離空間とし, ϕ : E → [0,∞] は適正下半連続な汎関数で, その有効
域 D(ϕ) は E で稠密であるとする. 各 r > 0 に対して, Dr(ϕ) = {x ∈ E;ϕ(x) ≤ r} と
おく. 連続写像 ϑ : [0, 1]×D(ϕ) → D(ϕ) が (E, d, ϕ) 上の transition であるとは, 次の
条件が成り立つことである.

(t1) ϑ(0, x) = x (x ∈ D(ϕ)),

ϑ(t+ h, x) = ϑ(h, ϑ(t, x)) (x ∈ D(ϕ), t, h ∈ [0, 1], t+ h ∈ [0, 1]).

(t2) 各 r > 0 に対して, 定数 M ≥ 1 が存在して

d(ϑ(t, x), ϑ(t, y)) ≤Md(x, y) (t ∈ [0, 1], x, y ∈ Dr(ϕ)).

(t3) 各 r > 0 に対して, 定数 β > 0 が存在して,

lim sup
h↓0

h−1d(ϑ(h, x), x) ≤ β (x ∈ Dr(ϕ)).

(t4) 各 r > 0に対して,定数K > 0が存在して, ϕ(ϑ(t, x)) ≤ K (t ∈ [0, 1], x ∈ Dr(ϕ)).

transition の安定性, 増大性を測るものとして, 各 r > 0 と transition ϑ に対して,

Mr(ϑ) = sup{d(x, y)−1d(ϑ(t, x), ϑ(t, y));x, y ∈ Dr(ϕ), x ̸= y, t ∈ [0, 1]} <∞,

Kr(ϑ) = sup{ϕ(ϑ(t, x)); t ∈ [0, 1], x ∈ Dr(ϕ)} <∞

を導入する. Θ(E, d, ϕ) を transition からなる1つの集合とする. Θ(E, d, ϕ) に,

D(ϑ, ϑ̂) =
∞∑
n=1

1

2n
Dn(ϑ, ϑ̂)

1 +Dn(ϑ, ϑ̂)
(ϑ, ϑ̂ ∈ Θ(E, d, ϕ))

により距離を定める. ただし, 各自然数 n に対して,

Dn(ϑ, ϑ̂) = sup
x∈Dn(ϕ)

(
lim sup

h↓0
h−1d(ϑ(h, x), ϑ̂(h, x))

)
(ϑ, ϑ̂ ∈ Θ(E, d, ϕ))



である. (E,Θ(E, d, ϕ)) を mutational space という. τ ∈ (0,∞] とし, 条件 u(t) ∈
D(ϕ) (t ∈ [0, τ)) を満たす関数 u : [0, τ) → E に対して,

◦
u (t) =

{
ϑ ∈ Θ(E, d, ϕ); lim

h↓0
h−1d(u(t+ h), ϑ(h, u(t))) = 0

}
と定める. このとき,

◦
u (t) を t における u の mutation という.

注 3.1. Aubin [5] では, ϕ(x) = 0 (x ∈ E), M = eαt の場合に, morphological 方程
式を考察するための transition が次のように導入されている. E を RN の空でないコ
ンパクト集合の全体 K(RN) とし, E 上の距離 d として, Hausdorff 距離 d(K1, K2) =

max{supx∈K1
d(x,K2), supx∈K2

d(x,K1)} (K1, K2 ∈ E) を考える. 写像 F : RN →
K(RN) は有界リプシッツ写像, 各 x ∈ RN に対して, F (x) は凸集合とする. このとき,

各K0 ∈ E に対して, ϑ(t,K0) = {u(t); u ∈ W 1,1([0, t];RN)が存在して, u′(s) ∈ F (u(s))

(a.a.s ∈ [0, t]), u(0) ∈ K0} と定めれば, ϑ は (E, d, ϕ) 上の transition である.

次の例は, ノルム空間における微分の概念を捉える transition についてである.

例 3.2. X をノルム空間とする. E = X とし, E 上の距離 d を d(x, y) = ∥x − y∥
(x, y ∈ E) により定め, 汎関数 ϕ : E → [0,∞] を ϕ(x) = 0 (x ∈ E) により定め
る. このとき, 各 r > 0 に対して, D(ϕ) = Dr(ϕ) = E である. 各 w ∈ E に対して,

ϑw(t, x) = x + tw ((t, x) ∈ [0, 1] × E) と定める. このとき, Θ(E, d, ϕ) = {ϑw;w ∈ E}
とおくと, (E,Θ(E, d, ϕ)) は mutational space である. また, 各 r > 0, w ∈ E に対し
て, Mr(ϑw) = 1, Kr(ϑw) = 0 である. さらに, 関数 u : [0, τ) → E に対して,

◦
u (t) ∋ ϑw

であるとは, limh↓0 h
−1d(u(t+h), ϑw(h, u(t))) = limh↓0 h

−1∥u(t+h)− (u(t)+hw)∥ = 0

であり, このことは, u が t で右微分可能で, 右微分係数が w に等しくなることである.

次に, 準線形発展方程式に対する transition を導入する. 定理 2.1 の記号を用いる.

例 3.3. E = X とし, E 上の距離 d を d(x, y) = ∥x − y∥X (x, y ∈ E) により定め
る. E 上の汎関数 ϕ を ϕ(x) = ∥x∥Y (x ∈ Y ), ϕ(x) = ∞ (x ∈ E \ Y ) により定める.

各 w ∈ Y に対して, ϑw を ϑw(t, x) = Tw(t)x ((t, x) ∈ [0, 1] × D(ϕ)) により定めると,

lim suph↓0 h
−1d(ϑw(h, x), x) = ∥A(w)x∥X (w ∈ Y, x ∈ Y ) であり, 次が成り立つ.

(i) 各 r > 0, ν > 0に対して,定数M ≥ 1が存在し,Mr(ϑw) ≤M (w ∈ Y, ψ(w) ≤ ν).

(ii) 各 r > 0, ν > 0に対して,定数 K > 0が存在し, Kr(ϑw) ≤ K (w ∈ Y, ψ(w) ≤ ν).

Θ(E, d, ϕ) = {ϑw;w ∈ Y } とおくと, (E,Θ(E, d, ϕ)) は mutational space である. 関数
u : [0, τ) → D(ϕ) に対して,

◦
u (t) ∋ ϑw であるとは, limh↓0 h

−1d(u(t+h), ϑw(h, u(t))) =

limh↓0 h
−1∥u(t+ h)− Tw(h)u(t)∥ = 0 であり, このことは, u が t で右微分可能で, 右微

分係数が A(w)u(t) に等しくなることである.

さて, D を E の部分集合とし, f を D から Θ(E, d, ϕ) への写像とする. 関数 u ∈
C([0, τ);E) がmutational equation の初期値問題

◦
u (t) ∋ f(u(t)) (t ∈ [0, τ)), u(0) = x (3.1)

の解であるとは, u(t) ∈ D ∩D(ϕ) (t ∈ [0, τ)), u(0) = x,

lim
h↓0

h−1d(u(t+ h), f(u(t))(h, u(t))) = 0 (t ∈ [0, τ)) (3.2)



が成り立つことである.

例 3.4. (E,Θ(E, d, ϕ)) を例 3.2 で定義した mutational space とする. D ⊂ X とし,

作用素 A : D → X に対して, 写像 f : D → Θ(E, d, ϕ) を f(w) = ϑAw (w ∈ D) により
定める. このとき, u ∈ C([0, τ), E) が初期値問題 (3.1) の解であることと, 各 t ∈ [0, τ)

に対して, u(t) ∈ D であり, u は右微分可能であり, (d/dt)+u(t) = Au(t) (t ∈ [0, τ)) が
成り立つことは同値である.

例 3.5. (E,Θ(E, d, ϕ)) を例 3.3 で定義した mutational space とする. 写像 f : D →
Θ(E, d, ϕ) を f(w) = ϑw (w ∈ D) により定める. このとき, u ∈ C([0, τ), E) が 初期値
問題 (3.1) の解であることと, 各 t ∈ [0, τ) に対して, u は右微分可能であり, u(t) ∈ Y

(t ∈ [0, τ)), (d/dt)+u(t) = A(u(t))u(t) (t ∈ [0, τ)) を満たすことは同値である.

さて, ψ : E → [0,∞] を D(ψ) = D である適正下半連続汎関数とし, 微分不等式

lim sup
h↓0

h−1(ψ(u(t+ h))− ψ(u(t))) ≤ g(ψ(u(t))) (t ∈ [0, τ)) (3.3)

を満たす初期値問題

◦
u (t) ∋ f(u(t)) (t ∈ [0, τ)), u(0) = x ∈ D (= D(ψ))

の解の存在と一意性, 解の初期値に関する連続的依存性を考察する. 例 3.3 を参考に,

次の条件を満たす写像 f : D → Θ(E, d, ϕ) を考える.

(tS1) 各 ν > 0, r > 0 に対して, supw∈Dν(ψ)Mr(f(w)) <∞ である.

(tS2) 各 ν > 0, r > 0 に対して, supw∈Dν(ψ)Kr(f(w)) <∞ である.

距離空間における作用素半群のクラスを導入するために, 定理 1.1 の条件 (A2), 2 節
の条件 (H1), 注 2.2 の中に現れる汎関数 (x, y) → Nx(x− y), ψ をモデルとして, 条件

(H) 各 ν > 0 に対して, r > 0 が存在して Dν(ψ) ⊂ Dr(ϕ)

と, 次の条件を満たす D(ϕ)×D(ϕ) 上で定義される非負な汎関数 Φ を導入する.

(Φ1) 各 r > 0 に対して, 定数Lr > 0 が存在して

|Φ(x, y)− Φ(x̂, ŷ)| ≤ Lr(d(x, x̂) + d(y, ŷ)) ((x, y), (x̂, ŷ) ∈ Dr(ϕ)×Dr(ϕ)).

(Φ2) 各 ν > 0 に対して, 定数 Mν ≥ mν > 0 が存在して

mνd(x, y) ≤ Φ(x, y) ≤Mνd(x, y) ((x, y) ∈ Dν(ψ)×Dν(ψ)).

作用素族 {S(t); t ≥ 0} が汎関数 ψ,Φ に関して局所的に準縮小的な D 上の作用素半
群であるとは, 半群性を満たし, 強連続な D からそれ自身への作用素族であり, 次の条
件が成り立つときである.

(S) 各 ν > 0 に対して, 定数 ων ≥ 0 が存在して,

Φ(S(t)x, S(t)y) ≤ eωνtΦ(x, y) (x, y ∈ Dν(ψ), t ≥ 0).



さて, {S(t); t ≥ 0}を汎関数 ψ,Φに関して局所的に準縮小的なD上の作用素半群とす
る. 各 x ∈ D に対して, u(t) = S(t)x (t ≥ 0)が,条件 (3.3)を満たす初期値問題 (3.1)の
解ならば, (3.2)で t = 0として, limh↓0 h

−1d(S(h)x, f(x)(h, x)) = 0 (x ∈ D)が成り立つ.

条件 (tS2), (H), (Φ1) により, x, y ∈ Dν(ψ) ならば, r > 0 が存在して, 十分小さな h >

0 に対して, Φ(f(x)(h, x), f(y)(h, y)) ≤ Φ(S(h)x, S(h)y) + Lr{d(S(h)x, f(x)(h, x)) +
d(S(h)y, f(y)(h, y))}である. 条件 (S)により, lim suph↓0 h

−1(Φ(f(x)(h, x), f(y)(h, y))−
Φ(x, y)) ≤ ωνΦ(x, y) (x, y ∈ Dν(ψ)) が成り立つ. さらに, 微分不等式 (3.3) から,

lim suph↓0 h
−1(ψ(S(h)x)− ψ(x)) ≤ g(ψ(x)) (x ∈ D) が成り立つ. この考察をもとに, f

について, 次の3つの条件を導入する.

(f1) 各 ν > 0 に対して, 写像 f : Dν(ψ) → Θ(E, d, ϕ) は連続である.

(f2) 各 ϵ > 0, x ∈ D に対して, h ∈ (0, ϵ], xh ∈ D が存在して,

d(f(x)(h, x), xh) ≤ ϵh, h−1(ψ(xh)− ψ(x)) ≤ g(ψ(x)) + ϵ.

(f3) 各 ν > 0 に対して ων ≥ 0 が存在して,

lim inf
h↓0

h−1
(
Φ(f(x)(h, x), f(y)(h, y))− Φ(x, y)

)
≤ ωνΦ(x, y) (x, y ∈ Dν(ψ)).

定理 3.6. 条件 (H), (tS1), (tS2) を仮定する. このとき, 次が成り立つ.

(i) 条件 (f1), (f2), (f3) を仮定する. このとき, 任意の x ∈ D に対して, τx = τ(ψ(x))

とおくと, (3.1)を満たし, ψ(u(t))が [0, τx)上局所的に有界であるu ∈ C([0, τx);E)

が存在し, 唯 1つである.

(ii) τ(ν) = ∞ (ν > 0) であり, 写像 f : D → Θ(E, d, ϕ) は条件 (f1) を満たすと
する. このとき, 条件 limh↓0 h

−1d(S(h)x, f(x)(h, x)) = 0 (x ∈ D), ψ(S(t)x) ≤
m(t;ψ(x)) (t ≥ 0, x ∈ D) を満たす, 汎関数 ψ,Φ に関して局所的に準縮小的な D

上の作用素半群 {S(t); t ≥ 0} が存在するための必要十分条件は, 条件 (f2), (f3)

が成り立つことである. このとき, 各 x ∈ D に対して, u(t) = S(t)x は初期値問
題 (3.1) の一意な解を与える.

注 3.7. 例 3.2, 例 3.4 に注意すれば, 定理 1.1 は, 定理 3.6 (ii) から導ける. また, 例
3.3, 例 3.5 に注意すれば, 定理 2.1 は, 定理 3.6 (i) から導ける.

注 3.8. 定理 3.6 は, 汎関数 ψ, 比較関数 g を ψ = (ψj)
d
j=1, g = (gj)

d
j=1 へと一般化し

た設定で成立する. この一般化により, 微分方程式系への適用範囲が広がり, 加藤の準
線形理論では直接的には扱えない, 次のサイズ構造モデルの BV 解の存在, 一意性, 解
の初期値に関する連続的依存性へ応用できる. ∂tu(x, t) + ∂x(a(x,Q

u(·,t)(x))u(x, t)) + b(x,Qu(·,t)(x))u(x, t) = 0,

a(0, Qu(·,t)(0))u(0, t) =

∫ L

0

c(x,Qu(·,t)(x))u(x, t) dx

ただし, Qu(x) = α

∫ x

0

w(y)u(y) dy +

∫ L

x

w(y)u(y) dy (x ∈ [0, L], t ≥ 0) であり, α ∈

(0, 1) であり, a, b, c, w は滑らかで非負であり, a(L,Q) = 0 (Q ∈ R), aQ(x,Q) ≤ 0

((x,Q) ∈ [0, L]× R) を満たす関数であり, [1, 2] で研究されている.



最後に, 1 < p <∞ とし, 条件 |µ|/λ < 2
√
p− 1/|p− 2|, 2 ≤ q ≤ 2 + 2p/N のもとで,

Ω× (0,∞) における複素 Ginzburg−Landau 方程式

ut − (λ+ iµ)∆u+ (κ+ iν)|u|q−2u = 0

に対する初期値境界値問題への応用を考える. ただし, λ > 0, κ > 0, µ, ν ∈ R とし, Ω

は滑らかな境界をもつ RN の有界領域とする. この方程式に対する作用素半群論的な
扱いが岡澤 [20] により報告されている. E = Lp(Ω) における2つの作用素

Au = (λ+ iµ)(∆u− u) (u ∈ D(A) = W 1,p
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω))

Bu = −(κ+ iν)|u|q−2u+ (λ+ iµ)u (u ∈ D(B) = Lp(q−1)(Ω))

を導入し, E 上の距離 d を d(u, v) = ∥u − v∥Lp ((u, v) ∈ E × E) により定め, ϕ :

E → [0,∞] を ϕ(u) = ∥Au∥Lp (u ∈ D(A)), ϕ(u) = ∞ (u ∈ E \ D(A)) により定め
る. 作用素 A により生成される Lp(Ω) 上の (C0) 作用素半群を {T (t); t ≥ 0} とし,

各 w ∈ E に対して, ϑw(t, u) = T (t)u +

∫ t

0

T (t − s)w ds ((t, u) ∈ [0, 1] × D(A)) と

定め, Θ(E, d, ϕ) = {ϑw;w ∈ E} とおくと, (E,Θ(E, d, ϕ)) は mutational space であ
る. r0 > 0 とし, D = {u ∈ D(A); ∥u∥Lp ≤ r0} とおき, b > 0 を適切に選び, ψ(u) =

exp((2b/κ)∥u∥pLp)∥Au+Bu∥pLp (u ∈ D), ψ(u) = ∞ (u ∈ E \D)により定義される E 上
の汎関数 ψ とΦ(u, v) = exp((b/κp)(∥u∥pLp + ∥v∥pLp))∥u− v∥Lp ((u, v) ∈ D(A)×D(A))

により定義される D(A)×D(A)上の非負な汎関数 Φを用いる. 作用素 B は D ⊂ D(B)

であり, 定数 α > 0, β ∈ (0, 1) が存在して, ∥Bu∥Lp ≤ α + β∥Au∥Lp (u ∈ D) を満た
し, 各 ν > 0 に対して, Dν(ψ) 上連続である. 写像 f : D → Θ(E, d, ϕ) を f(u) = ϑBu
(u ∈ D) と定めると, 条件 (f1), (f2), (f3) が成り立つ. 定理 3.6 により, 各 u0 ∈ D(A)

に対して, 唯 1 つの時間大域的で右微分可能な関数 u ∈ C([0,∞);Lp(Ω)) が存在して,

u(0) = u0, u(t) ∈ D(A) (t ∈ [0,∞)), (d/dt)+u(t) = Au(t)+Bu(t) (t ∈ [0,∞))を満たす
ことが分かる. この結果は右微分可能な解に関するものであるが, C1級の解を fractional

step 法により求めるための半線形発展方程式に付随するリプシッツ作用素半群の近似
定理を [17] で考察している. また, より一般的な設定で, 複素 Ginzburg−Landau 方程
式の解の存在に関する興味深い結果が, 下妻, 横田, 吉井 [23] により得られている.
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