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1. はじめに

ガウス・ボンネの定理に代表されるように、リーマン多様体の曲率と位相の間には密接
な関係があり、これを解明することは微分幾何学における主問題の一である。Gromov-

Hausdorff 収束理論は、この分野における有力な研究手法を与える。例えば閉じたリー
マン多様体で、曲率（断面曲率やリッチ曲率など）が一様に下に有界で直径が一様に上
に有界なリーマン多様体の族を考察すると、そのプレコンパクト性により、その族に
属する多様体の種々の不変量の一様有界性が期待される。Gromov-Hausdorff 収束理論
により、まさにこの様な種々の不変量の一様有界性や、更に、収束を通じたリーマン多
様体の位相構造のより深い理解が可能となる。例えば、３次元閉リーマン多様体の崩
壊理論は、ペレルマンの幾何化予想解決の仕事の中で、３次元多様体のリッチ・フロー
の下での崩壊部分の位相構造を決定するために本質的に用いられた。本講演では、こ
れまでの閉リーマン多様体の崩壊理論と関連する研究について簡潔に概観した後、境
界付きリーマン多様体に関する最近の研究の進展（[36], [37], [20]) について紹介する。

2. 背景

閉リーマン多様体の崩壊理論の研究は、断面曲率の上下からのバウンドの下でCheeger-

Fukaya-Gromov ([7]) により一般理論が構築された。この理論においては、極限空間の
特異点は、ベキ零リー群による（大域的固定点をもたない）等長的群作用の商空間か
ら生じるという基本的特徴がある。
一方、断面曲率の下からのバウンドの下での崩壊においては、極限空間の特異点は

群作用から生じるというより、多くの場合は空間自身の歪みの結果、曲率が無限大に
爆発する結果として現れる。従って断面曲率の下からのバウンドの下での崩壊理論の
構築は、より広い崩壊現象を解明することを可能にする。例えばChern-Weil理論によ
り、断面曲率の上下からのバウンドの下で崩壊する多様体のオイラー数やポントリャー
ギン数などの特性数は全て消える。従って4次元単連結閉多様体はその様に崩壊するこ
とは出来ないが、S4, CP 2, S2 × S2 やそれらの連結和は断面曲率の下からのバウンド
の下で崩壊可能である。また断面曲率の下からのみのバウンドを考察することは、極
限空間として現れるアレクサンドロフ空間の幾何学の観点からも自然である。
断面曲率の下からのバウンドの下での崩壊理論においては先ず、一次ベッチ数や基

本群構造がファイバー束定理の枠組みで決定された（[32], [10])。またほぼ同時期に極
限空間としてのアレクサンドロフ空間の幾何学の土台が整備され ([10])、その後３次元
多様多様体や４次元多様体の崩壊理論へと進展した ([28],[34])。これらの研究を通じて
重要となるのは、位相的安定性定理 ([25]やファイバー束定理 ([32], [33]), 一般化された
マルグリスの補題 ([10], [16], その後 [17]によりリッチ曲率に拡張された), アレクサン
ドロフ空間の特異点の次元 ([3], [24])などである。
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一般次元の閉リーマン多様体の崩壊現象については、崩壊多様体の位相構造の詳細
についてはまだ未解明であるものの、次の様な事が解明されている：

• 本質的被覆という被覆の一様有限性の研究（これはGromovのベッチ数一様有界
性 [12]の別証明を与える）([35])

• 極限空間のアレクサンドロフ空間の良い被覆の存在および一様有限性の研究、リ
プシッツ・ホモトピー収束の研究 ([22], [23]).

また３次元アレクサンドロフ空間の崩壊理論も出来ており ([19], [20])、特に境界をも
つ３次元アレクサンドロフ空間の崩壊理論は本講演の境界付きリーマン多様体の崩壊
と関連がある。
一方、リッチ曲率の下からのバウンドの下での崩壊理論は、Cheeger-Colding([4], [5],[6])

によって突破口が開かれ、近年極限空間の特異点解析における進展があった（[9], [8])。
最近では曲率次元条件を満たすRCD-空間の幾何解析との絡みで、幾何解析的な研究
が進展している。

3. Gromov-Hausdorff収束

距離空間Z内のコンパクト部分集合A, Bのハウスドルフ距離dZH(A,B)は, Aの ϵ-近傍
がBを含み、Bの ϵ-近傍がAを含むような ϵ > 0の下限として定まる。コンパクト距
離空間の等長類全体の集合をC と表す。C の元X, Y に対してGromov-Hausdorff距離
dGH(X, Y )は次で定められる：

dGH(X, Y ) = inf
Z,f.g

dZH(fX, gY ),

ここでf : X → Z, g : Y → Zは等長埋め込みでZはそのようなf, gが存在するような
全ての距離空間を走る。

定理 3.1. [14](プレコンパクト性定理）n, κ ∈ R, d > 0 に対して、

リッチ曲率 ≥ (n− 1)κ, 直径 ≤ d

を満たすn次元の閉じたリーマン多様体の等長類全体の集合は　 (C, dGH) において相
対コンパクトである。

この定理でリッチ曲率の下からバウンドは、空間の体積をはじめとする幾何学的不
変量の一様有界性を保証するために用いられる。これは次のBishop-Gromovの体積比
較定理の帰結である。

定理 3.2. (Bishop-Gromovの体積比較定理）n次元完備リーマン多様体Mのリッチ曲
率が (n− 1)κ以上であるとき、Mの同心距離球B(p, r), B(p,R), r < R, の体積比は 定
曲率 κ の n次元単連結完備リーマン多様体Mn

κの対応する体積比以下である。すなわ
ち次が成り立つ；

volB(p,R)

volB(p, r)
≤ vnκ(R)

vnκ(r)
,

ここで vnκ(r)はMn
κ内の r-距離球の体積を表す。



我々の主な興味は断面曲率の下限と多様体位相の関係にある。そこでMiをn次元の
閉じたリーマン多様体の列で

断面曲率 ≥ κ, 直径 ≤ d

なる無限列とする。プレコンパクト性定理より Mi はGromov-Hausdorff距離に関して
あるコンパクト距離空間Xに収束すると仮定してよい。このとき極限空間は, 次元n以
下で曲率≥ κなるアレクサンドロフ空間と呼ばれる距離空間になる。すなわちXの任
意の任意の 2点は最短線で結ばれ、Xの任意の点 pの近傍Uが存在して、U内の任意
の最短測地三角形∆に対してM2

κ 内の測地三角形 ∆̃ を∆の各辺の長さと等しい辺の長
さをもつものとするとき、自然な対応∆ → ∆̃ が1-リプシッツ写像になる。

4. アレクサンドロフ空間

Mを断面曲率が下に有界なリーマン多様体とする。Mが境界をもたない場合や、境界
があってもその第 2基本形式が 0以上であればMはアレクサンドロフ空間である。ま
たユークリッド空間内の凸集合の境界、閉リーマン多様体のコンパクト等長変換群に
よる商空間など、すべてアレクサンドロフ空間である。アレクサンドロフ空間の幾何
学については、[3], [2]が基本的文献である。
Xを曲率がκ以上の完備なアレクサンドロフ空間とするとき、リーマン幾何における

トポノゴフの比較定理との類似で、前節の最後に述べた局所的な曲率条件は大域的に
成り立つ。ここでは常に有限次元の完備なアレクサンドロフ空間のみ扱い、k = dimX

とおく。
Xの点 pから出る 2本の最短測地線 α, βの間の角度 ∠p(α, β) ∈ [0, π] が自然に定ま

る。 pから出る全ての最短測地線全体の集合に角度 ∠p = 0により同値関係を入れ、∠p

により距離を入れて、これを完備化した空間をΣpと表し、pにおける方向の空間と呼
ぶ。Σxは (k − 1)-次元の曲率が1以上のコンパクトなアレクサンドロフ空間となる。
pにおける接錘 (tangent cone)とは、Σp上のユークリッド錘であり Tp(X)と表さ

れる。Tp(X)はpにおけるXのブロー・アップ極限に等長的になる：

Tp(X) = lim
r→0

(
1

r
X, p

)
,

ここで 1
r
XはXの距離を 1

r
倍リスケールした距離空間を表し、極限は点付きGromov-

Hausdorff 収束に関するものである。
Xの境界∂Xが、 Σx が境界をもつような点x ∈ X全体の集合として定義される。1

次元コンパクトなアレクサンドロフ空間は閉区間または円周に等長的なので、次元に
関して帰納的に ∂Xが定まる。Xが境界をもつとき、そのダブルD(X)が多様体のと
きと同様にして、Xの二つのコピーの境界に沿った貼り合わせとして定義される：

D(X) = X ⨿∂X X.



D(X)も曲率がκ以上のアレクサンドロフ空間となる ([25])。.

Xの点xはTx(X)がRkに等長的であるとき正則点と呼ばれ、そうでないとき特異点
と呼ばれる。Xの特異点全体の集合をXsing と表す。またXの内部 X \ ∂X を intXと
表す。

定理 4.1 ([3], cf. [24]). intXにおいて特異点集合Xsingはハウスドルフ次元に関して余
次元2以上をもつ：

dimH(X
sing ∩ intX) ≤ k − 2.

次の安定性定理はリーマン多様体の収束・崩壊理論において重要である。

定理 4.2. (位相安定性定理）([25], [26], cf. [15]) 曲率≥ κ なるk次元コンパクト・アレ
クサンドロフ空間の無限列Xiがk次元コンパクト・アレクサンドロフ空間にGromov-

Hausdorff 収束するとき、十分大きな iに対してXiはXに同相である。

系 4.3. (1) Xの任意の点pの回りの十分小さい距離球は接錐Tp(X)に同相である。
(2) Xは位相的滑層分割をもつ：X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xm = ∅.

次にアレクサンドロフ空間の特異点解析で重要な役割を果たす極集合 (extremal sub-

set）について述べる。アレクサンドロフ空間Xの閉部分集合Eが極集合であるとは、
任意の点 q ∈ X \ E からの距離関数 f = distq のEへの制限が p ∈ Eで極小である
とき、pにおいて fが増える方向が存在しないとき、すなわち、 dfp(ξ) ≤ 0 が全ての
ξ ∈ Σp(X)に対して成り立つ場合を云う ([27]).

アレクサンドロフ空間の境界、位相的滑層分割の各ストラータなどは極集合の例で
ある。直感的には極集合とはアレクサンドロフ空間の端に位置する集合である。

定理 4.4 ([27]). EがXの極集合であるとき、

(1) E は全準測地的である。即ち、Eの任意の互いに十分近い二点はEに含まれる
Xの準測地線で結ばれる。準測地線は測地線の拡張概念である ([?]).

(2) E は位相的滑層分割をもつ.

コンパクト群 GがXに等長的に作用するとき、商空間X/Gもアレクサンドロフ空
間になる ([3])。 F を G-固定点集合とし、π : X → X/G を射影とする。次は有用で
ある。

命題 4.5 ([27]). π(F )はX/Gの極集合である。

5. 境界付きリーマン多様体の拡張

境界付きリーマン多様体の崩壊現象の研究は、J. Wong [30], [31]による仕事が出発点
となった。滑らかな境界をもつ平面上の閉領域の例からも分かる通り、境界付きリー
マン多様体の収束や崩壊の研究においては、境界の挙動、すなわち境界の第2基本形式
に関する条件を設定しておくことが不可欠である。[30] において、境界の第2基本形式
の上下からのバウンドと内部の断面曲率の下からのバウンドの下で、境界にあるワー



プト・シリンダーを張り合わせることにより、境界を越えた拡張のプロセスが導入さ
れた。始めにそれについて触れておく。
n ≥ 2, κ ∈ R, λ ≥ 0に対して、次の条件を満たすn次元境界付き完備リーマン多様

体の等長類の集合M(n, κ, λ)を考える：

M(n, κ, λ) = {Mn |KM ≥ κ, |Π∂M | ≤ λ },　

ここでKM , Π∂MはそれぞれMの断面曲率、境界 ∂Mの第 2基本形式を表す。直径の
上からのバウンドdを付加する場合は、M(n, κ, λ, d)と書く：

M(n, κ, λ, d) = {Mn |KM ≥ κ, |Π∂M | ≤ λ,　diam(M) ≤ d }.

二つのバウンドKM ≥ κ, |Π∂M | ≤ λとガウス方程式から、境界∂M の断面曲率は下か
らの一様なバウンドをもつ：

K∂M ≥ c(κ, λ).

正の数 t0 に対して減少関数ϕ : [0, t0] → (0, 1] で

ϕ(0) = 1, ϕ′(0) ≤ −λ, ϕ′(t0) = 0

なるものを固定して、ワープト・シリンダ－CM = ∂M ×ϕ [0, t0]を考察する。ここで
CMのリーマン計量 gCM

は次式で与えられる：

　　　　 gCM
= g∂M + ϕ2(t) dt2.

ここで g∂Mは、Mのリーマン計量から導かれた∂M上のリーマン計量を表す。その上
で MとCMの境界∂M に沿った貼り合わせを M̃と表しM の拡張と呼ぶ：

M̃ = M ∪∂M CM .

M̃のリーマン計量 g̃は、貼り合わせの部分ではC0-級の微分可能性しかもたない。しか
しその境界は全測地的であり、 Kosovski の貼り合わせ定理 ([18])から M̃ は曲率が下
に一様に有界なアレクサンドロフ空間になる ([30])。これが拡張M̃ を考える大きなメ
リットである。
正の数 v に対してM(n, κ, λ, d, v)により、M(n, κ, λ, d) の元 M で体積が v以上で

あるものの全体を表す。この拡張プロセスを用いたWong の主結果は次のように述べ
ることができる：

定理 5.1. (プレコンパクト性定理)[30] M(n, κ, λ, d) はGromov-Hausdorff距離に関し
てプレコンパクトである。

定理 5.2. (弱安定性定理)[30] M(n, κ, λ, d, v) は有限個の同相類のみからなる。.

定理5.2において、閉包M(n, κ, λ, d, v)における位相安定性は一般に成立しない。こ
れは境界の異なる連結成分が極限で接触してしまう現象が起こるためである。第 2基
本形式が負となることを許すためにこのような現象が起こり得る。
このような状況で我々の主な目的は次のように述べられる：



問題 5.3. MiをM(n, κ, λ, d)における無限列で Gromov-Hausdorff距離に関して距離
空間Nに収束するものとする。

(1) 極限空間 Nを決定せよ。

(2) Nを用いてMiの位相（幾何）的な性質を特徴づけよ ( i は十分大）。

以下、Miの内半径が0に収束する場合（内半径崩壊）と一般の場合に分けて、問題
5.3について考察する。

6. 境界付き多様体の内半径崩壊

境界付きリーマン多様体Mの内半径, inrad(M), とは、Mの内部に含まれる”最大の”
距離球の半径として定義される：

inrad(M) := sup
x∈M

d(x, ∂M).

始めにMiの内半径が0に収束する場合を考察する。実はこの場合、極限空間Nの次元
はn− 1以下であることが分かる ([37])。そこで今後、inrad(Mi) → 0のとき、Miは内
半径崩壊すると言うことにする。

例 6.1. 閉リーマン多様体N上のランクkのベクトル束から来る円盤束を

Dk → M → N

とする。このとき任意の ϵ > 0に対してMのリーマン計量gϵで (M, gϵ)の断面曲率が一
様に下に有界で全測地的境界をもち、ϵ → 0のとき (M, gϵ)がNに内半径崩壊するもの
を構成できる ([36])。

内半径崩壊は、境界付きリーマン多様体の崩壊の中で極めて特殊なものである一方
で、次の意味で典型的なものである：

• Miの極限空間が境界をもたない位相多様体である場合や、境界をもたないアレ
クサンドロフ空間である場合、必然的にMiは内半径崩壊する ([37])。　

• 一般的な境界付きリーマン多様体の収束・崩壊における極限空間の記述の際に、
内半径崩壊する場合の考察が基本となる (定理 7.1など）。

内半径崩壊に関する主結果は次の通りである。始めの結果は極限空間についての結
果であり、問題5.3 (1)への完全な解答を与える。



定理 6.2. ([36]) M(n, κ, λ, d)の無限列 Mi が N に内半径崩壊するとき、N は曲率
≥ c(κ, λ)なるアレクサンドロフ空間である。

ここで第 2基本形式に関する仮定 II∂Mi
≤ λ2を II∂Mi

≥ −λ2 または II∂Mi
≤ λ2 と片

側のみのバウンドで置き換えた場合、定理6.2は成立しない。

例 6.3. N ⊂ R2 を円周 {(x, y) |x2 + y2 = 1}と区間{(x, y) | x = 0,−1 ≤ y ≤ 1}の和集
合とし、 Mϵ を N in R2の閉 ϵ-近傍と単位円盤 {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1}の交わりとする。
Mϵに適当な平滑化を施すことにより Mϵは境界付きコンパクト曲面でKMϵ ≡ 0、かつ
ある λに対して II∂Mϵ ≤ λ2 を満たす。しかし ϵ → 0のとき inf II∂Mϵ → −∞となる。
もちろん ϵ → 0のときMϵはNに内半径崩壊する。ここでNは曲率が下に有界なアレ
クサンドロフ空間でないことに注意する。

例 6.3は、定理 6.2 が第 2基本形式に対する下からのバウンド−λ2 ≤ II∂M を仮定し
なければ成立しないことを示している。上からのバウンドλ ≥ Π∂Mを外した場合の反
例もある。

問題 5.3 (2)は一般に難しい問題であるが、余次元 1の内半径崩壊の場合には完全な
解答を与えることができる。

定理 6.4. ([36]) M(n, κ, λ, d)の無限列Miが (n− 1)次元アレクサンドロフ空間Nに内
半径崩壊するとき、MiはN上の特異 I-ファイバー束である：

I → Mi
π→ N,

ここでこの特異ファイバー束の特異跡はNの境界∂Nに一致する。

次の2つの例は余次元1の内半径崩壊の典型的な例である。

例 6.5. π : P → N を閉リーマン多様体の間の二重リーマン被覆とし、 φ : P → Pを
その被覆変換とする。. Φ : P × [−ϵ, ϵ] → P × [−ϵ, ϵ] を

Φ(x, t) = (φ(x),−t),

と定めMϵ := P × [−ϵ, ϵ]/Φとおく。MϵはN上の捻じれ I-束である。あるκとdに対し
てMϵはM(n, κ, 0, d) に属し、 ϵ → 0のとき Mϵ はN に内半径崩壊する。

例 6.6. N をRn−1 × 0 ⊂ Rn+1におけるとつ領域で滑らかな境界をもつもの し、 M ′
ϵ

を Nの Rn+1 における ϵ-近傍の境界と上半空間H+ = {(x1, . . . , xn+1) |xn+1 ≥ 0 }との
交わりとする。適当な平滑化を M ′

ϵに施すことにより非負曲率をもつリーマン多様体
Mϵ で全測地的境界をもつものを得る。 ϵ → 0のときMϵはNに内半径崩壊する。Mϵ

はN上の特異 I-束の構造をもつことに注意する：

Mϵ ≃ D(N)× [−ϵ, ϵ]/(x, t) ∼ (r(x)− t),

ここで r : D(N) → D(N)はダブルD(N)の自然な反射を表す.

次に内半径崩壊するリーマン多様体の境界成分についての結果を述べる。ここでは
直径のバウンドは不要である。



定理 6.7. ([36]) 次の性質をみたすある普遍的な正の数 ϵ = ϵn(κ, λ) が存在する：
M(n, κ, λ)内のMの内半径が inrad(M) < ϵをみたすとき、

(1) ∂M の成分の個数kは高々2である。

(2) k = 2のときMはW × [0, 1]に微分同相である。ここで W は ∂Mの一つの連結
成分である。

定理 6.7 (1) は [31, Theorem 5]にも述べられているが、その証明には明らかな誤り
がある。定理6.7 はGromovの [11]における結果 （証明は Alexander and Bishop[1]で
与えられた）の拡張とみなせる。[11]においては断面曲率の両側バウンド |KM | ≤ κ2が
仮定されていた。

7. 境界付きリーマン多様体の収束・崩壊(一般の場合）

最後に内半径崩壊を仮定しない一般の収束・崩壊に関する結果を述べる。
M(n, κ, λ, d)内の無限列Miがコンパクト距離空間N に収束すると仮定する。始め

に極限空間の構造を述べる準備を整えておく：

• 先ず収束Mi → N　の下で∂MiがNのある閉集合N0に収束するとしてよい。こ
こでN \N0はMiの内部の極限とべも呼ぶきもので、Miの断面曲率の仮定から、
N \N0は（局所的に）曲率がκ以上のアレクサンドロフ空間になる。従って問題
はNの“境界”とも呼ぶべきN0の構造である。またN = N0が内半径崩壊の場
合である。

• 一方で (∂Mi, g∂Mi
)の断面曲率は κ以上なので、プレコンパクト性から部分列を

とることにより、あるアレクサンドロフ空間C0に収束するとして良い。C0を用
いてN0 を記述できる。

極限空間の構造

定理 7.1. ([36]) 必ずしも連続とは限らない involution f : C0 → C0が存在して、N0は
商距離空間C0/f に等長的である。ここでC0/fの距離は、C0の距離から自然に導かれ
るものである。fの不連続点でのみN0 はアレクサンドロフ空間にならない。



境界連結成分の幾何的サイズ

まず境界連結成分の体積比の一様有界性が得られる。

定理 7.2. ([37]) 一様な正の定数 vi = vi(n, κ, λ, d), i = 1, 2, が存在し、M(n, κ, λ, d)に
属する任意の多様体 Mの境界∂Mの任意の連結成分∂αM と ∂βM に対して体積比の
一様有界性が成り立つ：

v1 ≤
vol(∂αM)

vol(∂βM)
≤ v2.

M(n, κ, λ, d)における多様体が小さい境界連結成分をもつとき、多様体位相が次の
ように特徴づけられる。.

定理 7.3. ([37]) 正の定数 ϵ = ϵ(n, κ, λ, d)が存在して、M(n, κ, λ, d)に属するM のあ
る境界成分 ∂αMの直径が diam (∂αM) < ϵをみたすとする：

(1) 境界∂Mの連結成分の個数 k は高々2である。

(2) k = 2ならばMは積W × [0, 1]に微分同相である。ここでWは∂Mの連結成分で
ある。

注. 定理 7.3 は定理 6.7と似た命題の形だが、定理 7.3 では内半径崩壊は仮定されてい
ない。

安定性

次に非崩壊モジュライ空間M(n, κ, λ, d, v)における安定性について述べる。先に述べた
ように、閉包M(n, κ, λ, d, v)において位相的安定性は成立しない。しかしM(n, κ, λ, d, v)

における”内部位相安定性”は成立する。

定理 7.4. ([37]) M(n, κ, λ, d, v)内の与えられた元Mに対して正の数 ϵ = ϵM > 0が存
在して、もしM(n, κ, λ, d, v)の元M ′ がdGH(M,M ′) < ϵを満たすならば、MとM ′は
微分同相である。

またM(n, κ, λ, d, v)の元Mの体積とその境界∂Mの体積の収束性が成り立つ：

定理 7.5. ([37]) ∈ M(n, κ, λ, d, v) 内の無限列Miが Gromov-Hausdorff距離に関して
コンパクト距離空間N に収束するとするとき次の体積収束が成り立つ：

(1) lim
i→∞

vol(Mi) = Hn(N);

(2) lim
i→∞

vol(∂Mi) = Hn−1(N0) +Hn−1(N2
0 ).

ここで f : C0 → C0を定理 7.1における involution、 π : C0 → N0 = C0/f を射影とし
たとき、N2

0 = {x ∈ N0 | ♯ π−1(x) = 2}である。



崩壊の障害

最後に境界付きコンパクト多様体がM(n, κ, λ, d)内で崩壊するかどうか、その障害に
ついて述べる。閉多様体 Nの単体的体積を ||N ||とする（ Gromov[13]）。Gromovは、
単体的体積の非消滅 ||N || > 0がリッチ曲率の下からのバウンドの下での崩壊に対する
障害を与えることを示した。閉じたアレクサンドロフ空間に対しても単体的体積が定
義されて、[13]の結果がアレクサンドロフ空間に拡張されている ([21])。

定理 7.6. ([37]) 一様な正の定数 ϵ = ϵ(n, κ, λ, d) が存在して、もしM(n, κ, λ)の元M

の体積が vol(M) < ϵ を満たすならば ||D(M)|| = 0.

Mの体積が小さいとき、D(M)の体積も小さいが、D(M)は貼り合わせの部分で計
量の滑らかさが失われるため曲率の下からのバウンドが存在しない。そのため閉多様
体の場合の結果から直接的に定理 7.6を導くことはできない。そのため拡張 M̃のダブ
ルD(M̃)を考察することになる。その際に、Mが余次元 1の空間に内半径崩壊する場
合に限りD(M̃)の体積が小さくならない。しかしその場合は定理 6.4によりD(M)は
特異S1-束の構造をもつことが分かり、そのことから ||D(M)|| = 0が従う。

系 7.7. Mをコンパクトな境界付き多様体とする。もしMのダブルの単体的体積が正
であれば、MはM(n, κ, λ, d)内で崩壊するようなリーマン計量をもたない。

例えば種数が 1の境界付き曲面はどのようにκ, λ, d を選んでもM(2, κ, λ, d)におい
て崩壊しない.

予想 7.8. 定理7.6において直径のバウンド d は不要であろう。

8. 3次元の場合

以上一般次元の境界付きリーマン多様体の崩壊について述べた。3次元アレクサンドロ
フ空間の崩壊については境界をもたない場合、境界をもつ場合、いずれの場合にも崩
壊の詳細の記述が可能である ([19]), [20])。特に3次元軌道体の崩壊が記述できる。
この最後の節では、境界をもつ 3次元アレクサンドロフ空間の崩壊現象と、これを

適用して得られるM(3, κ, λ, d)における崩壊について両者の相違点に着目して要点の
み簡潔に述べる。
M(3, κ, λ, d)における無限列MiがNに、またMiの拡張M̃iがY にGromov-Hausdorff

収束するとする。定理6.4から、dimN = dimY = 2の場合が一番肝要である。

定理 8.1. ([20]) M(3, κ, λ, d)における無限列Miに対して、Miと M̃iが各々N , Y に
Gromov-Hausdorff収束し、dimN = dimY とするとき、次を満たす特異S1-ファイバー
束fi : Mi → Y が存在する：

f−1
i (x) =

{
S1 if x ∈ intY,

1点, S1/2 or S1 if x ∈ ∂Y



すなわち、f は Y の内部の上ではフ S1-ファイバー束であり、境界上ではそのコー
ナーでファイバー型が変化する可能性がある。
同じ状況でMiが位相的特異点をもつ 3次元アレクサンドロフ空間である場合には、

特異 S1-ファイバー束 fi : Mi → Y が構成されるが、この場合 Y の内部の特異点 p上
で特異 Iファイバーが起こり得る。この場合x ∈ Y がpに近づくとき,円周ファイバー
Fx = f−1

i (x)は、折り返しにより、区間Fp = f−1
i (p)に収束する。

3次元の場合、Nが1次元や0次元の場合も崩壊の詳細な記述が可能である。
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