
数論的スキームに対する新しいコホモロジー理論
とその応用

佐藤　周友 (中央大学)

1.動機と背景など
動機1: 不分岐類体論. 数論的に興味のあるスキームXのアーベル基本群 (=エタール
基本群のアーベル化)を, Xに内在する不変量で記述するのが,スキームXの不分岐類
体論である.代表的な例は, XがZ上固有的な正則スキームの場合で,修正 1アーベル基
本群πab

1 (X )̃ は0サイクルのChow群

CH0(X) := Coker

(
divX :

⊕
x∈X1

κ(x)× →
⊕
x∈X0

Z
)

で記述される 2.すなわち,閉点x ∈ Xの同値類を, xでのFrobenius置換にうつす写像

ϱX : CH0(X) −→ πab
1 (X )̃

が存在し, ϱXは単射,かつ像はπab
1 (X)の副有限位相に関して稠密 3である (高木, Artin,

Lang [23], Bloch [2],加藤・斎藤 [19]).

問 1 ϱXはエタールコホモロジーへのサイクル写像として解釈できるか?

Xが有限体上の多様体の場合, Poincaŕe双対性により,この問いの命題は真である.

動機 2: 加藤複体. 次に, n, jを整数とし, n ≧ 1, i ≧ 0とする. 体 F のスペクトラム
x = Spec(F )上エタール層の複体Z/n(i) = Z/n(i)xを次のように定める.

Z/n(i) :=

{
µ⊗i
n (nがFで可逆のとき)

WrΩ
i
x,log[−i]⊕ µ⊗i

m (ch(F ) = p > 0, n = prm, (p,m) = 1のとき)

ただし, µnは1のn乗根のなすエタール層を表す.また, WrΩ
i
x,logは対数的Hodge-Witt層

[14]とよばれるエタール層であり,幾何的点 x = Spec(F ) → xでの茎は次のように記
述される [4].

(WrΩ
i
x,log)x

∼= KM
i (F )/pr (KM

i は i次のMilnor K群)

エタールコホモロジー (体FのGaloisコホモロジー) Hq(x,Z/n(i))は,体Fの重要な数
論的不変量である.例えば,次の標準同型が成り立つ.

H1(x,Z/n) ∼= Homcont(Gal(F/F ),Z/n), H2(x,Z/n(1)) ∼= nBr(F ),

H1(x,Z/n(1)) ∼= F×/n, H i(x,Z/n(i)) ∼= KM
i (F )/n ([30], [51])

キーワード：数論的スキーム,エタールコホモロジー,加藤複体, Lichtenbaumの公理
1XがR値点をもつ場合には,すべてのR値点の寄与に関して πab

1 (X)を修正する.
2XjはXの点xで,閉包 {x}が j次元になるような点全体の集合を表す. κ(x)はOX,xの剰余体を表す.
divXは,各 x ∈ X1の閉包 {x} ⊂ Xの上で有理関数の因子を考える写像である.

3XがZ上平坦な場合には, πab
1 (X)は位数有限であり, Im(ϱX)の稠密性は, ϱXの全射性に他ならない.
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論文 [18]において,加藤氏は適当な仮定 4をみたすネータースキームXに対し数論的
Bloch-Ogus複体 (いわゆる加藤複体)とよばれるXの点たちのエタールコホモロジー
のなす複体Cq,i

n (X)を導入した. ただし, q = i + 1の場合には,「任意のx ∈ X0に対し
[κ(x) : κ(x)p] ≦ pi (ただし, p := ch(x)),または nは X 上可逆」と仮定する.

Cq,i
n (X) : · · · ∂−→

⊕
x∈Xj

Hq+j(x,Z/n(i+ j))
∂−→ · · ·

∂−→
⊕
x∈X1

Hq+1(x,Z/n(i+ 1))
∂−→

⊕
x∈X0

Hq(x,Z/n(i))

ここで, ∂はGaloisコホモロジーの境界写像とよばれるものである. x ∈ Xjに関する直
和の項を次数−jと定めることによって, Cq,i

n (X)を双対鎖複体 (cochain complex)とみ
なす.

予想 1.3 ([18] Conjecture 0.5)Z上固有的な正則スキームXに対し, Hq(Ĉ1,0
n (X)) = 0

(q < 0),かつH0(Ĉ1,0
n (X)) ∼= Z/nである 5.

dim(X) = 1の場合,予想の主張は大域体上の中心的単純環に対するHasse原理を含む
古典的類体論の主定理の一つであり (以下の例1.4参照), dim(X) = 2の場合は二次元の
不分岐類体論を用いて加藤氏自身が証明している ([18] Theorem 0.7). dim(X) ≧ 3の場
合については, [6], [15], [16], [21]を参照して頂きたい. この講演では,この予想に対す
る大きな寄与はないのでこれ以上立ち入らず,むしろ加藤複体が,スキームのコホモロ
ジーの立場から見て,どのような性質のものなのかを問題にしたい.

問 2 Xが正則であるとき, Cq,i
n (X)をCousin複体にもつような,エタールコホモロジー

の係数 (層あるいは層の複体)は存在するか?

ここで, FをX上の層,あるいは層の複体とするとき, F係数のエタールコホモロジー
のCousin複体とは,コホモロジーの局所化が与えるスペクトル系列

Ej,q
1 =

⊕
x∈Xj

Hj+q
x (Spec(OX,x),F ) =⇒ Hj+q(X,F )

のE1項のなす複体である 6.

E∗,q
1 (X,F ) : · · · d−→ E0,q

1
d−→ E1,q

1
d−→ · · · d−→ Ej,q

1
d−→ · · ·

例 1.4 Kを代数体とし, OKをその整数環とする. X = Spec(OK), F = Gm (可逆な正
則関数のエタール層)の場合, Cousin複体E∗,q

1 (X,Gm)は q < 0または q = 1なら自明で
あり, q = 0, 2, 3, . . . ならそれぞれ次のようになる (Hilbertの定理 90などを用いた計算
による).

E∗,0
1 (X,Gm) : K× d−→

⊕
x∈X1

Z

4単次元的な正則スキーム ([40]演習問題0.4参照),あるいはそのようなスキーム上有限型なスキームが
この仮定に当てはまる. excellentでなくてよい.代表例は, Z上あるいは体上有限型なスキームである.

5 Ĉq,i
n (X) は, 実素点の寄与に関して Cq,i

n (X) に修正を施した複体である. 2-torsionを除けば, 常に
Ĉq,i

n (X) ∼= Cq,i
n (X)である

6Xj は, dim(OX,x) = jとなるような x ∈ X全体の集合を表す. E∗,q
1 (X,F )はEj,q

1 を次数 jとする双
対鎖複体である. Cq,i

n (X)とE∗,q
1 (X,F )を比較する際には,厳密には次数のシフト (とそれに伴う微分

写像の符号の変更)を考慮する.



E∗,2
1 (X,Gm) : Br(K)

d−→
⊕
x∈X1

H1(x,Q/Z)

E∗,q
1 (X,Gm) : Hq(K,Gm) −→ 0 (q ≧ 3)

したがって,層の複体Kn := Gm⊗LZ/nを係数としたCousin複体E∗,q
1 (X,Kn)は, q < −1

なら自明であり, q ≧ −1なら次のようになる.

E∗,−1
1 (X,Kn) : µn(K)

d−→ 0

E∗,0
1 (X,Kn) : K×/n

d−→
⊕
x∈X1

Z/n

E∗,1
1 (X,Kn) : nBr(K)

d−→
⊕
x∈X1

H1(x,Z/n)

E∗,q
1 (X,Kn) : Hq+1(K,µn) −→ 0 (q ≧ 2)

これらの複体は,微分写像の符号の違いを無視すれば,それぞれ

C−1,0
n (X), C0,0

n (X), C1,0
n (X), Cq,0

n (X) (q ≧ 2)

に同型であり,上記の問2はX = Spec(OK)かつ i = 0の場合に正しい.
また, Artin-Verdierの双対性定理 ([29], [31])は,米田ペアリング 7

Hq
c (X,Z/n)× Ext3−q

X (Z/n,Gm) −→ H3
c (X,Gm) ∼= Q/Z

が有限アーベル群の非退化ペアリングであることを主張している.この事実と層の導来
圏での同型Kn

∼= RHom(Z/n,Gm)[1]から,同型

H1(X,Kn) ∼= Ext2X(Z/n,Gm) ∼= Hom(H1
c (X,Z/n),Q/Z)

が成り立ち,類体論の相互写像ϱXは次の可換図式に当てはまることが分かる.

CH0(X) ≃ //

ϱX
��

H1(X,Gm)
c1 // H1(X,Kn)

∼=
��

πab
1 (X )̃ /n � � // H1

c (X,Z/n)∨

ただし,　 c1は因子の第 1 Chern類写像 (サイクル写像)であり, Kが総虚かnが奇数な
ら,下側の水平な矢印は同型である.問1の主張はこの意味で正しい 8.

2. Lichtenbaum複体の公理
高次元の数論的スキーム (Z上有限型な正則スキーム)の場合に問 1,問 2を考えるため
に, Lichtenbaum複体の公理を導入する. Xをネーター正則スキームとする. 論文 [26],
[27], [28]において, Lichtenbaumは以下の公理 L0～L7 をみたすX上のエタール層の複
体の族 {Z(i)}i≧0が存在するという予想を定式化し, Z(2)の候補を代数的K理論を用い
て構成した.

7Z上有限型なスキーム Y に対し, H∗
c (Y,−)は Y のコンパクト台付きエタールコホモロジーを表す.

X = Spec(OK)のArtin-Verdier双対性定理は代数体Kおよびその局所化たちの類体論の帰結である.
8Artin-Verdier双対性は高次元の数論的スキームに対して一般化されている [46], [9]. 問1はこれらの結
果によって (例 1.4の最後の図式と同様の図式を考えれば)正しい,というのが一つの答えである.ちな
みに,高次元の数論的スキームでは, Gmではなく次節で述べる Lichtenbaum複体,あるいはBlochのサ
イクル複体が双対化複体 (dualizing complex)の役割を果たす.



L0. Z(0) = Z, Z(1) = Gm[−1]

L1. i ≧ 1ならば,次数 1 ≦ q ≦ i以外では,コホモロジー層H q(Z(i))は 0である.

L2. ϵ : Xét→ XZarをエタールサイトからZariskiサイトへの自然な連続写像とすると
き, Ri+1ϵ∗Z(i) = 0である. (i = 1の場合はHilbertの定理90, i ≧ 2ではその類似)

L3. nをX上で可逆な自然数とするとき,エタール層の導来圏において,完全三角形

Z(i) ×n−→ Z(i) −→ µ⊗i
n −→ Z(i)[1]

が存在する. (i = 1の場合はKummer理論, i ≧ 2ではその類似)

L3′. XがFp上の正則スキームならば,エタール層の導来圏において,完全三角形

Z(i) ×pr−→ Z(i) −→WrΩ
i
X,log[−i] −→ Z(i)[1]

が存在する. (L3のp準素類似)

L4. エタール層の導来圏において,可換かつ結合的な積構造

Z(i)⊗L Z(j) −→ Z(i+ j)

が存在する.

L5. 次数 qでのコホモロジー層H q(Z(i))は,代数的K群の (ある部分商の)エタール

層化 griγK2i−qと, ⊗Z
[

1

(i− 1)!

]
で同型である 9. (代数的K群との比較)

L6. 次数 iでのコホモロジー層H i(Z(i))は, Milnor K群のエタール層化 KM
i と同型で

ある. (Milnor K群との比較)

L7. α : Y ↪→ Xを正則スキームの閉埋め込みとするとき, (Y 上の)エタール層の導来
圏において同型

Z(i− c)Y [−2c] ∼= τ≦i+cRα!Z(i)X (c := codimX(Y ))

が成り立つ. (ある種の純粋性)

Xが体上の正則スキームの場合, Blochのサイクル複体 [3]のエタール層化 10

Z(i)cyc
X : (X上エタールなスキーム) U 7−→ zi(U, ∗)[−2i]

は, L0, L2～L4, L7をみたし, L1については q > iでのコホモロジー層H q(Z(i)cyc)の
消滅をみたす ([3], [7], [10], [37], [45]). L5については, ⊗Qで成立する 11. L6について
はXが無限体上の正則スキームの場合に正しい [20]. 一方で, XがDedekind環上の正
則スキームの場合, Z(i)の候補としてZ(i)cyc

X を考えることはできるが, L0以外は分かっ
ていないことの方が多い 12.

9 i ≧ 2かつ q ≦ 0の場合のL5とL1の整合性は, Beilinson-Souĺeの消滅予想とよばれる未解決の問題に
他ならない.

10Xが体上有限型スムーズならば, Suslin-Voevodskyのモチーフ複体と導来圏で同型である [47], [51].

11Xが体上有限型スムーズかつd次元なら,⊗Z
[

1

Ni,q,d!

]
で同型 (ただし,Ni,q,d = max{d+i−q+1, i−1})

である [25].
12XがDedekind環上有限型スムーズならば, Z(i)cyc

X は L2, L3, L7をみたし, L1についても q > iでのコ
ホモロジー層の消滅をみたす [8].



さて, Xをネーター正則スキーム, pをX上で可逆でない素数とし,

Y := (X ⊗Z Fp)red, U := X ∖ Y = X[p−1]

とおく (redは被約な閉部分スキーム構造を与えたことを意味する).上記のLichtenbaum
の公理のうち,いくつかを用いてZ/pr(i)X := Z(i)X ⊗L Z/prがみたすべき公理を考え
る.ただし, XがFp上のスキームならば (すなわちX = Y ならば),公理L3′によって

Z(i)X ⊗L Z/pr ∼= WrΩ
i
X,log[−i]

であり,何も新しくはないから, X ̸= Y (すなわち U ̸= ∅)と仮定しておく.

T1. 同型 t : Z/pr(i)X |U
≃−→ µ⊗i

pr が存在する. (Z(i)Uに対するL3の帰結)

T2. 次数 0 ≦ q ≦ i以外では, H q(Z/pr(i)X) = 0である. (L1の帰結)

T3. α : T ↪→ Xを正則かつ連結な局所閉部分スキームとし, TをFp上のスキームと仮
定するとき, T上のエタール層の導来圏において同型

α! : WrΩ
i−c
T,log[−i− c]

≃−→ τ≦i+cRα!Z/pr(i)X (c := codimX(T ))

が成り立つ. (L7と, Z(i)Tに対するL3′からの類推)

T4. X上エタールなスキームZと, x ∈ {y}, ch(x) = pをみたす2点x ∈ Zc, y ∈ Zc−1

に対し,次のエタールコホモロジーの図式は反可換 (どれか一つの矢印を (−1)倍
すれば可換)である.

H i−c+1(y,Z/pr(i− c+ 1))
∂y,x //

βy! ∼=
��

H i−c(x,Z/pr(i− c))

βx!
∼=
��

H i+c−1
y (Spec(OZ,y),Z/pr(i))

δy,x // H i+c
x (Spec(OZ,x),Z/pr(i))

ただし,w ∈ Zに対し, βw : w ↪→ Spec(OZ,w)は自然な閉埋め込みを表す. ch(w) = p

ならば, βw!はT3の同型がひき起こす同型を表し, ch(w) = 0ならば, βw!はT1の
同型 tと絶対純粋性 ([7], [37])による同型を表す. ∂y,xはGaloisコホモロジーの境
界写像を, δy,xはエタールコホモロジーの局所化完全系列の接続準同型を表す.

補足 2.1 (1) Cousin複体E∗,i
1 (X,Z/pr(i)X)の微分写像はδy,xたちを集めたものである.

(2) ch(y) ̸= p, ch(x) ̸= pの場合のT4の図式の反可換性は [17]において示されている.

(3) T4はLichtenbaumの公理の帰結・類推ではなく,「F = Z/pr(i)Xが問2の q = i,
n = prの場合の解を与える」という条件である.

Milneの考察 ([32] Remark 2.7)を一般化することにより,次のことが分かる.

命題 2.2 j : U ↪→ X, α : Y ↪→ X をそれぞれ自然な開埋め込みと閉埋め込みとし,
T1–T4をみたすZ/pr(i)Xが存在すると仮定する.このとき,

(1) 次のエタール層の系列は完全である.

Rij∗µ
⊗i
pr

∂ //
⊕
y∈Y 0

βy∗WrΩ
i−1
y,log

∂ //
⊕
x∈Y 1

βx∗WrΩ
i−2
x,log, (あ)

ただし,各 z ∈ Y に対しβzは自然な射 z → Y を表し, (あ)の各矢印はGaloisコホ
モロジーの境界写像を層化したものである.



(2) X上のエタール層の導来圏において,次の形の完全三角形が存在する.

α∗ν
i−1
Y,r [−i− 1]

g // Z/pr(i)X t′ // τ≤iRj∗µ
⊗i
pr

σr,i // α∗ν
i−1
Y,r [−i]

ここで, t′はT1の tとT2がひき起こす射であり, νi−1
Y,r は (あ)の右側の準同型∂の核

である (自然にY 上の層とみなした). σr,iは完全系列 (あ)がひき起こす射である.

系 2.3 T1–T4をみたすZ/pr(i)XとT1の同型 tの組 (Z/pr(i)X , t)は,エタール層の導来
圏において一意的な同型を除き一意的である.

3.基本的な諸結果
前節で述べた4つの公理T1–T4に関する基本的な結果は次の通りである. これは §1で
提起した問2の q = i, n = prの場合に対する解になっている.

定理 3.1 ([41], [42]) Aを混標数のDedekind環とし, XをA上有限型平坦な正則スキー
ムで,次の条件 (⋆)をみたすものとする.

(⋆) Spec(A)の標数pの閉点全体のなす集合をΣと表したとき, X ×Spec(A) Σが被約で
(すなわち有効Cartier因子としてY に一致し),かつX上の正規交叉因子である 13.

このとき, T1–T4をみたすX上のエタール層の複体Tr(i)Xが存在し,さらに次が成り
立つ.

T5. Z/pr加群のエタール層の導来圏において,可換かつ結合的な積構造

Tr(i)X ⊗L Tr(j)X −→ Tr(i+ j)X

で, U上のエタール層の自然な同型µ⊗i
pr ⊗ µ⊗j

pr
∼= µ⊗i+j

pr を延長するものが一意的に
存在する. (L4の類似)

T6. 任意の射f : X ′ → Xに関する反変関手性

T7. 任意の有限型かつ分離的な射 f : X ′ → Xに関する共変関手性

(Tr(i)Xの構成と定理3.1の証明の概略)

• Y がX上の normal crossing divisorであること (仮定 (⋆)に含まれる)を用いて,命
題2.2 (1)の系列 (あ)が複体かつ完全であることを示す.ここで, Y の既約成分やそ
の交わりたち (標数pのスムーズ多様体)の対数的Hodge-Witt層に対し, Gros-Suwa
の定理 [11]を本質的に用いる. (あ)が複体であることから命題2.2 (2)のσr,iの存
在が分かる.

• 命題2.2の記号のもとで, Tr(i)Xを次のように定義する.

Tr(i)X := Cone
(
σr,i : τ≤iRj∗µ

⊗i
pr → α∗ν

i−1
Y,r [−i]

)
[−1]

(あ)の完全性から, Tr(i)XはT2をみたす. T1をみたすことは自明である.

• T3のα!の定義を具体的に与えて, Tr(i)XがT3, T4をみたすことを示す. T3の証
明で鍵となるのは, p進消滅輪体の層α∗Rqj∗µ

⊗q
p (q ≧ i)の構造が具体的に分かっ

ていること (Bloch-Kato-Hyodoの定理 [4], [12])である.

13正則スキームX上の被約な因子Dが正規交叉因子であるとは, Dの各点xでエタール近傍 g : V → X
と点 v ∈ g−1(x)が存在し, g−1(D) ⊂ V が局所環OV,vの正則パラメータ (極大イデアルmvの元たち
で,余接空間mv/m

2
vにおいて一次独立なもの)で定義されることをいう.



例 3.2 i = 1の場合, Tr(1)X ∼= Gm ⊗L Z/pr[−1]である. したがって, T3の純粋性は,
Brauer群のp準素部分の純粋性

Br(X ∖ T ){p} ∼= Br(X){p} (codimX(T ) ≧ 2)

を導く.

補足 3.3 Lichtenbaumの複体Z(i)Xの候補としては,前節でも述べたように, Blochのサ
イクル複体のエタール層化Z(i)cyc

X が有力である.これを用いて定義した

Z/pr(i)cyc
X := Z(i)cyc

X ⊗ Z/pr

との混同を避けるために, Tr(i)Xという記号を用いている. 当然ながら,層の導来圏に
おいて

Z/pr(i)cyc
X
∼= Tr(i)X

であろうと予想され ([42] Conjecture 1.4.1),XがA上有限型スムーズならば, Geisser氏
の結果により予想は正しい ([8] Theorems 1.2 (2), (4), 1.3).一般には,層の導来圏での射

Z/pr(i)cyc
X

// Tr(i)X // Z/pr(i)cyc
X

が存在する.左側の矢印はサイクル射 [43],右側の矢印はZhong氏による射である [53].
Z/pr(i)cyc

X に対するGersten予想を仮定すれば,これらの射は同型である [53].

定理 3.4 (双対性 [42]) Aを代数的整数環とする. XをA上固有的な等次元的正則スキー
ムとし, Xは素数pに対し,定理3.1の (⋆)をみたすと仮定する. d = dim(X)とおくとき,
エタールコホモロジーのカップ積によるペアリング

Hq
c (X,Tr(i))×H2d+1−q(X,Tr(d− i)) −→ H2d+1

c (X,Tr(d)) ∼= Z/pr

は有限アーベルp群の非退化ペアリングである.

Y := (X ⊗Z Fp)red, U := X ∖ Y とおくと, Artin-Verdier双対性と絶対純粋性などから,
カップ積によるペアリング

Hq
c (U, µ

⊗i
pr )×H2d+1−q(U, µ⊗d−i

pr ) −→ H2d+1
c (U, µ⊗d

pr )
∼= Z/pr

は有限アーベル群の非退化ペアリングである. この事実により,定理 3.4の双対性の主
張は次の双対性に帰着される.

定理 3.5 (双対性 [42]) 定理 3.4の状況で, Σ ⊂ Spec(A)を標数 pの閉点すべての集合と
し, XΣ :=

⨿
s∈Σ X ⊗A As(= X ⊗Z Zp)とおく. ただし, AsはAの sでの完備化である.

このとき,エタールコホモロジーのカップ積によるペアリング

Hq(XΣ,Tr(i))×H2d+1−q
Y (X,Tr(d− i)) −→ H2d+1

Y (X,Tr(d)) ∼= Z/pr

は有限アーベルp群の非退化ペアリングである.

定理3.5は, p進消滅輪体の層に対する詳しい相互法則 (explicit reciprocity law)を準備し
て, Y 上の連接層のコホモロジーのSerre双対性を積み上げることにより証明される.



系 3.6 定理3.4の状況で,次の図式が可換である.

CH0(X)
clX //

ϱX
��

H2d(X,Tr(d))

∼=
��

πab
1 (X )̃ /pr � � // H1

c (X,Z/pr)∨

ただし, clXはT3, T4,およびGabberの絶対純粋性から得られるサイクル写像である.右
側の縦の同型は定理 3.4の双対性から得られる. また, p ≧ 3かHomalg(A,R) = ∅なら,
下側の水平な矢印は同型である.

系 3.6は冒頭に述べた問 1への一つの答えを与えている. また, F = Z/pr(d)X (d :=

dim(X))が問 2の (q, i) = (1, 0), n = pr (かつ,任意の x ∈ X0に対し, κ(x)が完全体)の
場合に対する解になっている [17] Theorem 5.10.1 (4).

4.p進 regulatorへの応用
Xが p進整数環上のスムーズなスキームならば,前節で構成を述べたTr(i)Xはサント
ミック複体sr(i)Xと同型である [22].サントミック複体はp進表現,とりわけクリスタル
表現の研究において重要なエタール層の複体であるが,クリスタル表現の拡大 (Bloch-
KatoのSelmer群)とも関係が深い.一般の状況でのTr(i)Xは,スキームの正則性が係数
拡大で必ずしも保たれないという理由で, p進表現そのものに応用することは考えにく
いが, Bloch-KatoのSelmer群を調べる上では応用がある. ここでは,複体Tr(i)Xの応用
の中から, Selmer群H1

f , H1
gに関する結果を二つ紹介する (以下の系4.3,定理4.5を参照).

Kを代数体, OKをその整数環とする. GK := Gal(K/K)とおく. XをOK上平坦かつ
射影的な正則スキームとし, Xは素数 pに関して,定理3.1の条件 (⋆)をみたしていると
仮定する.次のようなQpベクトル空間たちを考える.

V q(i) := Qp ⊗Zp lim←− r≧1 H
q(XK , µ

⊗i
pr )

Hq(XK ,Qp(i)) := Qp ⊗Zp lim←− r≧1 H
q(XK , µ

⊗i
pr )

Hq(X,TQp(i)) := Qp ⊗Zp lim←− r≧1 H
q(X,Tr(i))

V q(i)とHq(X,TQp(i))はQp上有限次元であるが, Hq(XK ,Qp(i))は (特に, 2i− q = 1の
場合など)必ずしも有限次元ではない.
以下では簡単のため, 2i − q ≧ 1と仮定する. Bloch-KatoのSelmer群 [5] に関して重

要な問題は玉河数予想であるが,その一部 (最初の部分)を述べると次の通りである.

予想 4.1 (玉河数予想 [5]の一部) (1) p進 regulator写像

regq,iXK
: K2i−q(XK)

chq,i−→ Hq(XK ,Qp(i)) −→ H1(GK , V
q−1(i))

の像はH1
g (GK , V

q−1(i))に一致する.ただし, chq,iはChern指標を表す.

(2) 合成写像

regq,iX : K2i−q(X) −→ K2i−q(XK)
regq,iXK−→ H1(GK , V

q−1(i))

の像はH1
f (GK , V

q−1(i))に一致する.



予想 (1)に関しては, Im(regq,iXK
) ⊂ H1

g (GK , V
q−1(i)) であることが分かっている [24],

[34]. 予想 (2)に関しては, Xが v|pとなる任意の素点 vで good reductionを持つ場合に,
Niziolによって Im(regq,iX ) ⊂ H1(GK , V

q−1(i))が示されている [36].
予想4.1に対するTr(i)Xの応用は,

(A) Niziolの結果の拡張

(B) H1
g (GK , V

2(2))/Im(reg3,2XK
)の記述 (正しくは Qp/Zp係数版で)

の二つである.まず (A)について述べる.次のような合成写像を考える.

Φq,i : Hq(X,TQp(i)) −→ Hq(XK ,Qp(i)) −→ H1(GK , V
q−1(i))

定理 4.2 ([43]) Y := (X ⊗Z Fp)redとおく. p − 2 ≧ i, および対数的クリスタルコホモ
ロジーHq−1

log-crys(Y/W )のモノドロミー予想を仮定する [13], [33]. このとき, Im(Φq,i) =

H1
f (GK , V

q−1(i))である.

この定理の証明では, Fontaine-Jannsen予想の証明 [49],および対数的サントミック複体
とp進消滅輪体の比較 [50]を本質的に用いている.定理4.2とChern指標

chq,i : K2i−q(X) −→ Hq(X,TQp(i))

の存在 ([43], [1])を合わせると,以下の系4.3が得られる.

系 4.3 定理4.2の仮定の下で, Im(regq,iX ) ⊂ H1
f (GK , V

q−1(i))が成り立つ.

補足 4.4 Scholl [44]が定義したK2i−q(XK)⊗Qの整数部分K2i−q(XK)OK
を用いれば,系

4.3はK上の多様体XKに対する (regq,iXK
K2i−q(XK)OK

に対する)主張に拡張される. た
だし,ここでいう拡張とは,「XKの正則なモデルXがあるかどうかを気にする必要が
なくなる」という意味である.

次に, (B)について述べる. 不分岐コホモロジーH3
ur(K(X), 2)を次のエタールコホモ

ロジーの境界写像 δの核として定義する.

δ : H3(Spec(K(X)),Qp/Zp(2)) −→
⊕
x∈X1

H4
x(Spec(OX,x),TQp/Zp(2)),

ただし, Qp/Zp(2) := lim−→ r≥1 µ
⊗2
pr , TQp/Zp(2) := lim−→ r≥1 Tr(2)X とおいた.さらに,

H3
ur(K(X), XK ; 2)

:= H3
ur(K(X), 2) ∩ Im

(
H3(XK ,Qp/Zp(2))→ H3(Spec(K(X)),Qp/Zp(2))

)
とおく. H3

ur(K(X), 2)はBrauer群の p準素部分を拡張した不変量で,有限性を期待でき
るかどうかは議論の余地がある.ここで述べたいのは,このようにTr(2)Xを用いて定義
した不変量が, XKのp進 regulatorのQp/Zp係数版

reg3,2Qp/Zp
: K1(XK)⊗Qp/Zp −→ H1

g (GK , A
2(2)) (A2(2) := H2(XK ,Qp/Zp(2)))

の余核と関係づけられるということである.



定理 4.5 ([39], Theorem 7.1.1)p ≧ 5を仮定し,さらに次の二つを仮定する.

(i) X → Spec(OK)のすべての閉ファイバーの被約部分はX上の単純正規交差因子
であり,それらのファイバーの各既約成分では因子に関するTate予想が成り立つ.

(ii) CH2(XK){p}を最大可除部分群 (CH2(XK){p})Div で割った商は指数有限である,
すなわち,ある十分大きなpのべきで零化される.

このとき,指数有限なZp加群によるズレを除いて,次の完全系列が存在する.

0 −→ CH2(XK){p} −→
H1

g (GK , A
2(2))

Im
(
reg3,2Qp/Zp

) −→ H3
ur(K(X), XK ; 2).

さらに,最後の写像の像はH3
ur(K(X), XK ; 2)Divを含む.

自然な写像
H1(GK , V

2(2)) −→ H1(GK , A
2(2))

のもとで, H1
g (GK , V

2(2))の像はH1(GK , A
2(2))Divに一致する ([39] Lemma 2.4.1).した

がって定理4.5から (同じ仮定の下では), Im(reg3,2XK
) = H1

g (GK , V
2(2))ならば,

(CH2(XK){p})Div = 0 かつ H3
ur(K(X), XK ; 2)Div = 0

であることが分かる. 実は, Ker(CH2(X) → CH2(XK))が有限生成であることを仮定す
れば,逆も成立する ([39] Remark 3.2.5).
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