
量子アフィン代数の表現論:
レベル・ゼロ Demazure 加群を中心として

内藤 聡 (東京工業大学 理学院 数学系)∗

1. 対称・非対称 Macdonald 多項式.

1.1. Weyl 指標と Demazure 指標.

gを有限次元複素単純リー環, hをその Cartan部分環とする. そして, Q :=
∑

i∈I Zαi ⊂
h∗ を root lattice とし, Q+ :=

∑
i∈I Z≥0αi ⊂ Q とおく. さらに, P :=

∑
i∈I Zϖi ⊂ h∗

を g の weight lattice とする; 但し, ϖi ∈ h∗, i ∈ I, は g の基本ウエイトである. そし

て, P+ :=
∑

i∈I Z≥0ϖi ⊂ P を dominant weight の全体, P++ :=
∑

i∈I Z>0ϖi ⊂ P を

regular dominant weightの全体とする. また, W = ⟨ri | i ∈ I⟩ ⊂ GL(h∗)を gの (有限)

Weyl 群とする; 但し, ri ∈ GL(h∗) は simple reflection である. さらに, ℓ : W → Z≥0

を length function, そして w◦ ∈ W を最長元とする.

さて, q, t を不定元とし, N ∈ 2Z>0 を P ⊂ 1
N
Q なる (最小の) 正の偶数とする. そし

て,体 K := Q(t)(q1/N)上の P の群環 A := K[P ] ∋ eν , ν ∈ P ,を考える. ここで, W は

K[P ] に weν := ewν , w ∈ W , ν ∈ P , により作用するものとし, AW ⊂ A をこの作用に

関して W -不変な元全体の成す部分代数とする. 各 λ ∈ P+ に対して mλ :=
∑

µ∈Wλ e
µ

(orbit-sum) とおけば, {mλ | λ ∈ P+} は AW の K 上の基底である.

また, ∆+ ⊂ Q+ を g の正の root の全体とし, ρ := 1
2

∑
α∈∆+ α =

∑
i∈I ϖi ∈ P とお

く. そして,

aρ :=
∑
w∈W

(−1)ℓ(w)ewρ = eρ
∏

α∈∆+

(1− e−α), aλ+ρ :=
∑
w∈W

(−1)ℓ(w)ew(λ+ρ), λ ∈ P+

とおき, λ ∈ P+ に対して

sλ :=
aλ+ρ

aρ
(Weyl 指標)

と定める. すると, {sλ | λ ∈ P+} は AW の K 上の基底である. そして, 各 λ ∈ P+ に

対して次が成り立つ.

sλ = mλ +
∑

µ<λ,µ∈P+

Kλ,µmµ, Kλ,µ ∈ Z≥0;

ここで, λ ≥ µ ⇐⇒ λ− µ ∈ Q+ である.
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さらに, 各 λ ∈ P+ に対して, sλ は λ を最高ウエイトとする g の有限次元既約最高

ウエイト表現 L(λ) の指標である:

sλ =
∑
ν≤λ

(dimCL(λ)ν)e
ν ;

ここで, L(λ)ν は L(λ) の ν-weight 空間である.

一方, b を g の (∆+ に対応する) Borel 部分環としたとき, 各 w ∈ W に対して

weightが wλである extremal weight vector vwλ ∈ L(λ)wλ が生成する b-加群 Lw(λ) :=

U(b)vwλ を Demazure 加群と呼び, その指標を Demazure 指標と呼ぶ.

1.2. 対称・非対称 Macdonald 多項式.

AW ⊂ A = K[P ] には, 対称 Macdonald 多項式と呼ばれる K 上の基底 {Pλ(q, t) |
λ ∈ P+} が存在する:

Pλ(q, t) = mλ +
∑

µ<λ,µ∈P+

aλ,µmµ, aλ,µ ∈ K.

Remark 1.1. [N] において, 一般のアフィン・ルート系に付随する対称 Macdonald 多項

式の “pseudo-quantum Lakshmibai-Seshadri path (pQLS path)” による表示が与えら

れているので, 参照されたい.

また, A = K[P ] には, 非対称 Macdonald 多項式と呼ばれる K 上の基底 {Eµ(q, t) |
µ ∈ P} が存在する:

Eµ(q, t) = eµ +
∑

ν<µ,ν∈P

bµ,νe
ν , bµ,ν ∈ K.

ここで ν < µとは, µ+−ν+ ∈ Q+\{0},または µ+ = ν+ であってW 上の Bruhat order

に関して v(µ) ≥ v(ν)なる事である;但し, ν ∈ P に対して ν+ ∈ P+はWν∩P+ = {ν+}
なる唯一の元であり, v(ν) ∈ W は v(ν)ν = ν+ となる最小元である. (詳しくは, [M] を

参照.)

1.3. 対称・非対称 Macdonald 多項式の様々な特殊化.

(1) 特殊化: q = t

このとき, λ ∈ P+ に対して Pλ(q, q) = sλ (Weyl 指標) であり, これは q に依らない.

また, µ = wλ, w ∈ W , に対して Eµ(0, 0) は Demazure 加群 Lw(λ) の指標 (Demazure

指標) である.

(2) 特殊化: t = 1

このとき, λ ∈ P+ に対して Pλ(q, 1) = mλ (orbit-sum) であり, これは q に依らない.

また, µ = wλ, w ∈ W , に対して Eµ(0, 1) = eµ である.

(3) 特殊化: q = 0



このとき, λ ∈ P+ に対して Pλ(0, t) は Hall-Littlewood 多項式と呼ばれ, 次の表示を

持つ:

Pλ(0, t) =
1

Wλ(t)

∑
w∈W

w

(
eλ
∏

α∈∆+

1− te−α

1− e−α

)
, Wλ(t) =

∑
w∈W,wλ=λ

tℓ(w).

また, µ ∈ P+ に対しては, Eµ(0, t) = eµ である.

(4) 特殊化: t = qk, k ∈ R>0; q → 1 (従って t → 1)

このとき, λ ∈ P+ に対する Pλ(q, t) の特殊化として Jacobi 多項式 (Jack 多項式)

J
(k)
λ が得られる.

2. Semi-infinite Lakshmibai-Seshadri paths.

2.1. アフィン・リー環.

gaff =
(
C[z, z−1]⊗Cg

)
⊕Cc⊕Cdを(untwistedな)アフィン・リー環, haff = h⊕Cc⊕Cd

をその Cartan 部分環, ∆aff =
{
α + kδ | α ∈ ∆, k ∈ Z

}
を実 (アフィン) ルート系と

する; g は有限次元複素単純リー環, h はその Cartan 部分環, ∆ ⊂ h∗ は g の (有限)

ルート系である. また, Waff = ⟨ri | i ∈ Iaff⟩ = W ⋉ Q∨ を (アフィン) Weyl 群とす

る. ここで, W = ⟨ri | i ∈ I⟩ は g の (有限) Weyl 群であり, Q∨ =
∑

i∈I Zα∨
i はコルー

ト格子である; 但し, Iaff = I ⊔ {0} である. 正の実 (アフィン) ルートの全体 ∆+
aff は,

∆+
aff = ∆+⊔

{
α+kδ | α ∈ ∆, k ∈ Z≥1

}
と表される; baff を gaff の (∆+

aff⊔{kδ | k ∈ Z≥1}
に対応する) Borel 部分環とする.

2.2. Semi-infinite Bruhat グラフ.

Definition 2.1. (アフィン) Weyl 群Waff = W ⋉Q∨ 上の semi-infinite length function

ℓ
∞
2 : Waff → Z を,

ℓ
∞
2 (wtξ) := ℓ(w) + 2⟨ρ, ξ⟩, w ∈ W, ξ ∈ Q∨,

と定める. ここで, ρ := (1/2)
∑

α∈∆+ α であり, ℓ : W → Z≥0 は (有限) Weyl 群 W 上

の通常の length function である.

Definition 2.2 ([INS]). (アフィン) Weyl 群 Waff に付随する semi-infinite Bruhat グ

ラフBG
∞
2 (Waff) は, Waff を頂点集合とし ∆+

aff によりラベル付けされた有向グラフで

あって, その directed edges は

x
β−→ rβx, x ∈ Waff , β ∈ ∆+

aff , s.t. ℓ
∞
2 (rβx) = ℓ

∞
2 (x) + 1

の形のもの全体である.

Definition 2.3 ([L], [Pe]). (アフィン) Weyl 群 Waff 上の semi-infinite Bruhat 順序と

は, 以下で定められる Waff 上の半順序 ≤∞
2
である: x, x′ ∈ Waff に対して, x ≤∞

2
x′

とは,

x = x0
β1−−→ x1

β2−−→ · · · βr−−→ xr = x′



なる BG
∞
2 (Waff) における directed path が存在することである.

2.3. Semi-infinite Lakshmibai-Seshadri paths.

以下では, λ ∈ P++ :=
∑

i∈I Z≥1ϖi とする; ただし, ϖi = Λi − a∨i Λ0, i ∈ I, はレベ

ル・ゼロ基本ウェイトである (Λi, i ∈ Iaff , はアフィン・リー環 gaff の基本ウェイトで

ある). なお, 本稿の結果は全て, 適当な修正の下で, 一般の λ ∈ P+ :=
∑

i∈I Z≥0ϖi に

対して成り立つ; 詳しくは, 原論文を参照されたい.

Definition 2.4. σ ∈ Q, 0 < σ ≤ 1, とする. (BG
∞
2 (Waff) の部分グラフ) BG

∞
2
λ,σ(Waff)

は, Waff を頂点集合とし∆+
aff によりラベル付けされた有向グラフであって,その directed

edges は BG
∞
2 (Waff) のdirected edges x

β−→ rβx のうちでσ⟨xλ, β∨⟩ ∈ Z なるもの全体
である.

Remark 2.5. BG
∞
2
λ,1(Waff) = BG

∞
2 (Waff) である.

Definition 2.6 ([INS]). λ ∈ P++ とする. semi-infinite Lakshmibai-Seshadri (LS) path

of shape λ とは,

η = (x1 >∞
2
· · · >∞

2
xs ; 0 = σ0 < σ1 < · · · < σs = 1),

xk ∈ Waff , σk ∈ Q (1 ≤ k ≤ s),

であって, 各 1 ≤ k ≤ s− 1 に対して xk+1 から xk へのBG
∞
2
λ,σk

(Waff) における directed

path が存在するものである. (ここで, xk+1 から xk へのBG
∞
2 (Waff) における directed

path が存在することは, x >∞
2
xk+1 という条件から従う事に注意.)

Remark 2.7. 上記の η に対して, σk(xk+1λ− xkλ) ∈
∑

i∈Iaff Z≥0αi, 1 ≤ k ≤ s− 1, であ

り, 従って

wt(η) :=
s−1∑
k=0

(σk+1 − σk)xk+1λ ∈ λ+
∑
i∈Iaff

Zαi

である.

λ ∈ P++ に対して, B∞
2 (λ) で semi-infinite LS path of shape λ の全体を表すことに

する. また, B∞
2 (λ) ∋ η = (x1 >∞

2
· · · >∞

2
xs ; 0 = σ0 < σ1 < · · · < σs = 1) に対して,

ι(η) := x1 (initial direction), κ(η) := xs (final direction) と定める.

2.4. Standard monomial theory for semi-infinite LS paths.

λ, µ ∈ P++ とする (従って λ+ µ ∈ P++ である). テンソル積 B∞
2 (λ)⊗ B∞

2 (µ) の部

分集合 S∞
2 (λ+ µ) を

S
∞
2 (λ+ µ) := {π ⊗ η ∈ B

∞
2 (λ)⊗ B

∞
2 (µ) | κ(π) ≥∞

2
ι(η)}

と定める.



Theorem 2.8 ([KNS3]). λ, µ ∈ P++ とする. このとき, S∞
2 (λ+µ) は B∞

2 (λ)⊗B∞
2 (µ)

の subcrystal である. さらに, crystal としての同型

S
∞
2 (λ+ µ) ∼= B

∞
2 (λ+ µ)

が成り立つ.

3. レベル・ゼロ extremal ウェイト加群とレベル・ゼロ Demazure

加群.

3.1. レベル・ゼロ extremal ウェイト加群.

Uq := Uq(gaff) をアフィン・リー環 gaff に付随する量子 (普遍) 包絡環とする.

Definition 3.1 ([Kas1]). M を可積分 Uq-加群, 0 ̸= v ∈ M をウェイト λ ∈ Paff :=(∑
i∈Iaff ZΛi

)
+Zδ のウェイト・ベクトルとする. v が extremal ウェイト・ベクトルで

あるとは, 以下の条件を満たす
{
vx
}
x∈Waff

⊂ M で ve = v なるものが存在することで

ある: 各 x ∈ Waff と j ∈ Iaff に対して,

Ejvx = 0 and F
(k)
j vx = vrjx if k := ⟨xλ, α∨

j ⟩ ≥ 0,

Fjvx = 0 and E
(−k)
j vx = vrjx if k := ⟨xλ, α∨

j ⟩ ≤ 0;

ここで, Ej, Fj (j ∈ Iaff) は Uq の Chevalley 生成元であり, E
(−k)
j , F

(k)
j (j ∈ Iaff) はそ

れらの “divided power” である.

0 ̸= v ∈ M がウェイト µ ∈ Paff の extremal ウェイト・ベクトルなら, 各 j ∈ Iaff に

対して

Sjv :=

{
F

(k)
j v if k := ⟨µ, α∨

j ⟩ ≥ 0,

E
(−k)
j v if k := ⟨µ, α∨

j ⟩ ≤ 0

として, M の extremal ウェイト・ベクトルの全体への Waff の作用が定義される; 0 ̸=
v ∈ M をウェイト λ ∈ Paff の extremal ウェイト・ベクトルとすると, Definition 3.1

の記号の下で, 各 x ∈ Waff に対して Sxv = vx である.

Remark 3.2. M の extremal ウエイト・ベクトルの全体へのアフィン・ワイル群 Waff

の上記の作用は, 一般の可積分表現上の braid 群の作用とは少し異なっている事に注意

する.

Definition 3.3 ([Kas1]). λ ∈ P+ =
∑

i∈I Z≥0ϖi とする. (ウェイト λ の) extremal

ウェイト加群 V (λ) は, 1つの元 vλ で生成される Uq-加群であって,「vλ ∈ V (λ) がウェ

イト λ の extremal ウェイト・ベクトルである」という基本関係により定義される.

Theorem 3.4 ([INS]). λ ∈ P++ とする. (ウェイト λ の) extremal ウェイト加群 V (λ)

の結晶基底は, semi-infinite LS path of shape λ の全体 B∞
2 (λ) として実現される.



3.2. レベル・ゼロ Demazure 加群.

λ ∈ P+ =
∑

i∈I Z≥0ϖi とし, V (λ) を (ウェイト λ の) extremal ウェイト加群とする.

また, U−
q := ⟨Fj | j ∈ Iaff⟩ ⊂ Uq を, Uq の下半三角部分とする.

Definition 3.5 ([Kas2]). 各 x ∈ Waff に対して, V (λ) のDemazure 加群 V −
x (λ) を

V −
x (λ) := U−

q Sxvλ ⊂ V (λ)

と定める.

Theorem 3.6 ([NS9]). λ ∈ P++, x ∈ Waff とする. V (λ) の Demazure 加群 V −
x (λ) の

結晶基底は, Demazure crystal

B
∞
2
≥x(λ) :=

{
η ∈ B

∞
2 (λ) | κ(η) ≥∞

2
x
}

として実現される; ここで κ(η) ∈ Waff はη の final direction である.

λ, µ ∈ P++, x ∈ Waff とする. このとき, Theorem 2.8 の (crystal としての) 同型

B∞
2 (λ + µ) ∼= S∞

2 (λ + µ) ⊂ B∞
2 (λ) ⊗ B∞

2 (µ) の下で, Demazure crystal B
∞
2
≥x(λ + µ) ⊂

B∞
2 (λ+ µ) は, 次の様に記述される.

Theorem 3.7 ([KNS3]). λ, µ ∈ P++, x ∈ Waff とする. このとき, 上の (crystal とし

ての) 同型の下で

B
∞
2
≥x(λ+ µ) ∼= {π ⊗ η ∈ S

∞
2 (λ+ µ) | κ(η) ≥∞

2
x}

が成り立つ.

3.3. レベル・ゼロ Demazure 加群の次数付き指標.

以下では, λ ∈ P+ =
∑

i∈I Z≥0ϖi, w ∈ W ⊂ Waff とする.

Demazure 加群 V −
w (λ) ⊂ V (λ) は, gaff の Cartan 部分環 haff の作用に関するウェイ

ト空間分解:

V −
w (λ) =

⊕
β∈Q+

aff

V −
w (λ)wλ−β

を持つ; ここで, 各 β ∈ Q+
aff :=

∑
i∈Iaff Z≥0αi に対して, V −

w (λ)wλ−β はウェイト wλ− β

のウェイト空間 (有限次元！) である. そこで, 各 β ∈ Q+
aff は β = γ + kδ, γ ∈ Q,

k ∈ Z≥0, と表される事に注意して, V −
w (λ) の次数付き指標 gchV −

w (λ) を

gchV −
w (λ) :=

∑
γ∈Q, k∈Z≥0

(
dimV −

w (λ)wλ+γ−kδ

)
ewλ+γq−k

と定める.

Remark 3.8. Demazure 加群 V −
w (λ) の商加群 (従って haff-加群である) に対しても, 同

様に次数付き指標 gch が定義される.



4. 非対称 Macdonald 多項式の特殊化 (t = 0, t = ∞).

4.1. t = 0 での特殊化とレベル・ゼロ Demazure 加群.

λ ∈ P++, w ∈ W に対して Pλ(q, t) を対称 Macdonald 多項式, Ewλ(q, t) を非対称

Macdonald 多項式とする ([M], [RY], [OS] 参照).

Remark 4.1. w◦ ∈ W を最長元とすると, t = 0での特殊化については,等式 Ew◦λ(q, 0) =

Pλ(q, 0) が成り立つ.

Theorem 4.2 ([NS9]). λ =
∑

i∈I miϖi ∈ P++ (mi ∈ Z≥1, i ∈ I) とする. Demazure

加群 V −
e (λ) の次数付き指標 gchV −

e (λ) は, 次の様に表される:

gchV −
e (λ) =

(∏
i∈I

mi∏
r=1

(1− q−r)

)−1

Ew◦λ(q
−1, 0).

一般の w ∈ W に対しては, Demazure 加群 V −
w (λ) の商加群

U−
w(λ) := V −

w (λ)/

(
V −
w (λ) ∩

∑
i∈I

V −
tα∨

i

(λ)

)

を考えると, その次数付き指標 gchU−
w(λ) と非対称 Macdonald 多項式の t = 0 での特

殊化 Ew◦wλ(q
−1, 0) の間に, 次の等式が成り立つ.

Proposition 4.3 (see [LNS34]; cf. [FM]). λ =
∑

i∈I miϖi ∈ P++ (mi ∈ Z≥1, i ∈ I),

w ∈ W とする. このとき, 次の等式が成り立つ:

w◦
(
gchU−

w(λ)
)
=

(∏
i∈I

mi−1∏
r=1

(1− q−r)

)−1

Ew◦wλ(q
−1, 0);

ここで, 最長元 w◦ ∈ W は w◦e
ν = ew◦ν , ν ∈ P , により gchU−

w(λ) に作用しているもの

とする.

4.2. t = ∞ での特殊化とレベル・ゼロ Demazure 加群.

λ =
∑

i∈I miϖi ∈ P++ (mi ∈ Z≥1, i ∈ I) とする. ここでは, 一般の w ∈ W に対し

て, 非対称 Macdonald 多項式 Ewλ(q, t) の t = ∞ での特殊化を考える ([CO], [OS] 参

照).

Remark 4.4. Ew◦λ(q,∞) ̸= Pλ(q,∞) = Pλ(q
−1, 0) に注意する.

Theorem 4.5 ([NNS1]). λ =
∑

i∈I miϖi ∈ P++ (mi ∈ Z≥1, i ∈ I) とする. Demazure

加群 V −
w◦(λ) の次数付き指標 gchV −

w◦(λ) は, 次の様に表される:

gchV −
w◦(λ) =

(∏
i∈I

mi∏
r=1

(1− q−r)

)−1

Ew◦λ(q,∞).

Remark 4.6. 包含関係 V −
w◦(λ) ⊂ V −

e (λ) ⊂ V (λ) に注意.



一般の w ∈ W に対しては, Demazure 加群 V −
w (λ) の商加群 (level-zero van der

Kallen 加群)

K−
w(λ) := V −

w (λ)/

( ∑
z>w,z∈W

V −
z (λ)

)
を考えれば, その次数付き指標 gchK−

w(λ) と非対称 Macdonald 多項式の t = ∞ での

特殊化 Ewλ(q,∞) の間に, 次の等式が成り立つ.

Theorem 4.7 ([NS10]; cf. [Kat], [FKM]). λ =
∑

i∈I miϖi ∈ P++ (mi ∈ Z≥1, i ∈ I),

w ∈ W とする. このとき, 次の等式が成り立つ:

gchK−
w(λ) =

(∏
i∈I

mi+ϵi∏
r=1

(1− q−r)

)−1

Ewλ(q,∞);

ここで,

ϵi :=

{
1 (wsi > w),

0 (wsi < w)

である.

5. レベル・ゼロ Demazure 加群の次数付き指標の幾何学的意味付け.

5.1. 古典的 Borel-Weil-Bott 定理.

G を連結かつ単連結な複素単純代数群, B ⊂ G を Borel 部分群, H ⊂ B を極大

torus, そして X := G/B を旗多様体とする. 各 λ ∈ P+ ⊂ Hom(H,C×) に対して

LG/B(λ) を λ (より正確には, −λ であるが) に付随する G-同変直線束とする. また,

各 w ∈ W ∼= NG(H)/H に対して, X(w) := BwB/B ⊂ G/B = X を Schubert 多様

体とする; Bruhat 分解 G/B =
⊔

w∈W BwB/B に注意する. 各 λ ∈ P+ に対する直線

束 LG/B(λ) の X(w) ⊂ G/B への制限を LX(w)(λ) と書くことにすると, 層係数コホ

モロジー群 H i(X(w),LX(w)(λ)), i ≥ 0, は B-加群の構造を持つ. (w = w◦ のときには

X(w◦) = G/B であり, H i(G/B,LG/B(λ)) は G-加群の構造を持つ.)

このとき, 次の古典的事実が (良く) 知られている.

Fact 5.1. λ ∈ P+, w ∈ W とする.

(1) G-加群としての次の同型が成り立つ:

H0(G/B,LG/B(λ))
∗ ∼= L(λ).

(2) B-加群としての次の同型が成り立つ:

H0(X(w),LX(w)(λ))
∗ ∼= Lw(λ).

(3) 各 i > 0 に対して, 次が成り立つ.

H i(X(w),LX(w)(λ)) = {0}.



5.2. Semi-infinite 旗多様体

N を Borel 部分群 B ⊂ G の unipotent radical とし, G/N を quasi-affine 多様体

G/U の affine closure とする (つまり, G/N := SpecmC[G/N ] である); ここで, (有名

な) Peter-Weylの定理により,両側 G-加群としての同型C[G] ∼=
⊕

λ∈P+ (L(λ)∗ ⊗ L(λ))

が成り立つので, G-作用を持つ次数付き環としての同型C[G/N ] ∼=
⊕

λ∈P+ L(λ)∗ が成

り立つことに注意する. そして, Z := G/N \ (G/N) (affine 代数多様体) を G/N の境

界とし, この C[[z]]-値点の全体 Z[[z]] ⊂ G/N [[z]] を考え, H による (free) right quotient

QG :=
(
G/N [[z]] \ Z[[z]]

)
/H を semi-infinite 旗多様体 (の形式的冪級数モデル) と呼

ぶ; ここで, 旗多様体 G/B は G/N の H による (free) right quotient である事に注意

する. すると, z = 0 での代入写像 ev0 : G[[z]] → G による Borel 部分群 B ⊂ G の逆

像 I := ev−1
0 (B) ⊂ G[[z]] (岩堀部分群) についての QG の軌道の全体は Waff の部分集

合 W≥0
aff := W ×Q∨,+, Q∨,+ :=

∑
i∈I Z≥0α

∨
i , によりパラメトライズされる:

QG =
⊔

x=wtξ∈W≥0
aff

O(x);

ここで, I-軌道 O(x), x ∈ W≥0
aff , の QG における余次元が ℓ

∞
2 (x) = ℓ(w) + 2⟨ρ, ξ⟩ であ

り, semi-infinite Bruhat 順序 ≤∞
2
はこれらの I-軌道の閉包関係を記述している事に注

意する. そこで, 各 x ∈ W≥0
aff に対して, QG(x) := O(x) ⊂ QG を semi-infinite Schubert

多様体と呼ぶ. (特に, QG = QG(e) = O(e) である.)

5.3. Semi-infinite 旗多様体に対する Borel-Weil-Bott 型定理

semi-infinite 旗多様体 QG は, (Drinfeld-) Plücker 埋め込みによって (無限次元) 射

影空間 P(L(ϖi)[[z]]) の直積
∏

i∈I P(L(ϖi)[[z]]) の閉部分多様体とみなせるので, 引き戻

しによって, 各 i ∈ I に対して QG 上の G[[z]]-同変直線束 OQG
(ϖi) が定義される; λ =∑

i∈I miϖi ∈ P+ に対しては, OQG
(λ) :=

⊗
i∈I OQG

(ϖi)
⊗mi により QG 上の G[[z]]-同

変直線束が定義される. また,各 x ∈ W≥0
aff に対して,制限によって QG(x) ⊂ QG 上の I-

同変直線束 OQG(x)(λ)が定まる. 従って,層係数コホモロジー群 H i(QG(x),OQG(x)(λ)),

i ≥ 0,は I-加群の構造を持つ. (ここで,岩堀部分群 Iのリー環は b⊕ (zC[z]⊗C g) ⊂ baff

である事に注意.) この I-加群の次数付き指標について, 次の Borel-Weil 型の定理が成

り立つ.

Theorem 5.2 ([KNS3]). λ ∈ P+, x ∈ W≥0
aff とする.

(1) 次の等式が成り立つ:

gchH0(QG(x),OQG(x)(λ)) = gchV −
x (−w◦λ).

(2) 各 i > 0 に対して, 次が成り立つ:

H i(QG(x),OQG(x)(λ)) = {0}.
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