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概 要
多項式環の単項式イデアルと二項式イデアルの可換代数は、凸多面体、単体
的複体、有限半順序集合、有限グラフなどの組合せ数学、分割表と実験計画
などの統計数学との相互関係を築きながら、グレブナー基底のテクニックな
どを駆使し、劇的な発展を遂げている。本稿は、単項式イデアルと二項式イ
デアルの潮流を駆け足で辿る。

§１．背景　オイラーの多面体定理（1752年）、ピックの公式（1899年）などにそ
の源を持つ凸多面体論は、組合せ論の伝統的な分野の一つである。その凸多面体論の
潮流は1970年前後から劇変する。抽象論から具象論への時代の流れを背景に、可換代
数との魅惑的な接点が発見され、代数学の抽象論から凸多面体の具象論への架け橋が
築かれ、その結果、単項式イデアルの理論の劇的な展開が誘われた。その後、計算機
の急激な発展とソフトウェアの進化を追い風とし、凸多面体論は計算代数の色彩を帯
び、技の宝庫であるグレブナー基底の恩恵に浴し、三角形分割と二項式イデアルの理
論が、統計数学とも接触し、著しい発展を遂げている。本稿は、そのような背景を踏
まえ、単項式イデアルと二項式イデアルの潮流（[HH11, HHO]）を駆け足で辿る。

ａ）凸多面体と単体的複体　空間R3における格子点x1 = (1, 1, 1), x2 = (1, 1, 0), x3 =

(1, 0, 1), x4 = (0, 1, 1), x5 = (−1,−1,−1), を頂点とする六面体Pを考えよう。
その六面体の 6個の面と 9個の辺と 5個の頂点を単体的複体∆と思うと、それは球

面S2の三角形分割である。いま、体K上の多項式環S = K[x1, . . . , x5]を準備し、単項
式イデアル I∆ = (x1x5, x2x3x4)の剰余環A∆ = S/I∆を作る 1。すると、K上の線型空
間A∆は supp(u)がその単体的複体に属するようなSの単項式uの全体を基底に持つ。
従って、剰余環A∆のHilbert函数を計算することから単体的複体∆の面の個数（いわ
ゆるf列）に関する数え上げの情報が得られる。単項式イデアル I∆は単体的複体∆に
付随するStanley–Reisnerイデアルと呼ばれる（[Sta75, Rei]）。
他方、その六面体Pに属する格子点x1, . . . , x5, x6 = (0, 0, 0)に付随するLaurent単項

式 t1t2t3s, t1t2s, t1t3s, t2t3s, t
−1
1 t−1

2 t−1
3 s, sを扱い、それらが生成する（K[t±1

1 , t±1
2 , t±1

3 , s]

の）部分環BP = K[t1t2t3s, t1t2s, t1t3s, t2t3s, t
−1
1 t−1

2 t−1
3 s, s]を作る 2。その定義イデアル

JP ⊂ K[y1, . . . , y6]は二項式イデアル (y1y5 − y26, y2y3y4 − y21y6)である。二項式イデア
ル JP はPのトーリックイデアルと呼ばれ、そのグレブナー基底を計算すれば、部分
環 BP の Hilbert函数が計算できる。すると、六面体 P の dilated多面体NP（但し、
N = 1, 2, . . .）に属する格子点の個数に関する数え上げの情報が得られる。更に、正則
三角形分割の理論（[Stu]）から、六面体Pの三角形分割 3が構成できる。
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1単項式イデアル I∆の生成系は単体的複体∆の極小な “non-face”に対応する。
2部分環BPはPのトーリック環と呼ばれる。
3六面体Pの三角形分割は 6個ある。
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単項式イデアルの一般論は [HH11]に、二項式イデアルの一般論は [HHO]に、凸多面
体と可換代数は [H92, H95]に、グレブナー基底の一般論は [H03]に委ねるとし、以下、
単項式イデアルと二項式イデアルの著名な類を紹介し、その展望を占う。

§２．有限グラフ　頂点集合 [n] = {1, 2, . . . , n}の上の有限単純 4グラフGの辺の集
合をE(G)とする。　

ａ）edge ideal　体K上の多項式環S = K[x1, . . . , xn]を準備する。多項式環Sの
単項式イデアル

I(G) = ({xjxj : {i, j} ∈ E(G)}) ⊂ S

をGの辺イデアル（edge ideal）と呼ぶ（[HH11, p. 156]）。
頂点集合 [n]の部分集合 C が、条件「C に属する任意の iと j（但し、i ̸= j）は

{i, j} ∈ E(G)である。」を満たすとき、CをGのクリークと呼ぶ。有限グラフGのク
リークの全体から成る集合∆(G)は [n]上の単体的複体となる。単体的複体∆(G)をG

のクリーク複体と呼ぶ。有限グラフGの補グラフをGとする 5。すると、補グラフG

のクリーク複体∆(G)のStanley–Reisnerイデアル I∆(G)は I(G)に一致する。
辺イデアルに関する文献は夥しい。とりわけ、I(G)の regularityに関する論文が量

産されている。本稿では、I(G)の冪の linear resolutionに関する結果を紹介する。

定理 ([HHZ])　有限単純グラフGに関する次の条件は同値である 6。
（ i）I(G)は linear resolutionを持つ。
（ ii）I(G)の任意の冪は linear resolutionを持つ。
（iii）補グラフGは弦グラフ 7である。

多項式環SのイデアルIの冪のdepth function（すなわち、depthS/IN , N = 1, 2, . . .）
の研究（[HH05a]）も盛んに展開されている。イデアル I(G)の depth functionに関す
る論文も散在するが、一般の有限グラフGの edge ideal I(G)の冪の limit depth（すな
わち、limN→∞ depthS/I(G)N）を計算することは、著しく困難な状況である。

ｂ）binomial edge ideal　体K上の多項式環K[x,y] = K[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]

を準備する。多項式環K[x,y]の二項式イデアル

JG = ({xiyj − xjyi : {i, j} ∈ E(G)}) ⊂ K[x,y]

をGの二項式辺イデアル（binomial edge ideal）と呼ぶ。たとえば、Gが完全グラフ 8

ならば、二項式辺イデアルJGは、変数x1, . . . , xn, y1, . . . , ynを成分とする2行n列の行
列の2次の小行列式が生成するイデアルである。

定理 ([HHHKR, Oht])　有限単純グラフGの二項式辺イデアルJGは根基イデアルであ
る 9。　
4有限単純グラフとは、ループと重複辺を持たない有限グラフのことである。
5補グラフGは [n]が頂点集合、E(G) = {{i, j} : 1 ≤ i < j ≤ n, {i, j} ̸∈ E(G)}が辺の集合となる。
6（ i）と（iii）が同値であることは、既に、[Frö]が示している。（iii）⇒（ ii）の証明は、グレブナー
基底のテクニックとともに、弦グラフの古典論であるDiracの定理（[Dir]）に負う。

7有限単純グラフGが弦グラフ（chordal graph）であるとは、Gの長さ 4以上の任意のサイクルが弦
を持つときにいう。

8辺の集合がE(G) = { {i, j} : 1 ≤ i < j ≤ n }となる有限単純グラフを完全グラフと呼ぶ。
9根基イデアルであることは、x1 > · · · > xn > y1 > · · · > ynから導かれる辞書式順序に関する JGの
（被約な）グレブナー基底を計算し、その結果、JGのイニシャルイデアルが squarefreeな単項式で生
成されることから従う。



ｃ）edge ringと edge polytope　以下、頂点集合 [n]の上の有限単純グラフGは
連結であるとする。多項式環S = K[t1, . . . , tn]を準備し、空間Rnの標準的単位座標ベ
クトルをe1, . . . , enとする。辺 e = {i, j}に単項式 te = titj ∈ Sと格子点ρ(e) = ei + ej
を付随させる。多項式環Sの部分環K[G] = K[{te : e ∈ E(G)}]をGの edge ringと呼
ぶ。空間Rnの有限集合{ρ(e) : e ∈ E(G)}の凸閉包PGをGの edge polytopeと呼ぶ。

定理 ([SVV, OH98])　有限単純連結グラフGに関する次の条件は同値である 10。
（ i）K[G]は正規環である。
（ ii）Gはodd cycle condition（[FHM]）を満たす 11。

いま、|E(G)|変数の多項式環 K[{xe : e ∈ E(G)}]から K[G]への環準同型 π を、
e ∈ E(G)のとき、π(xe) = teと定義する。その核、すなわち、K[G]の定義イデアルを
IGと表し、K[G]の（あるいは、Gの）トーリックイデアルと呼ぶ。トーリックイデア
ル IGは二項式イデアルである。詳細は、[OH99a, OH99b]などを参照されたい。

§３．有限半順序集合　有限半順序集合P = { p1, . . . , pn}から定義される単項式イ
デアルと二項式イデアルを議論する。

ａ）二項式イデアル　体K上の多項式環 S = K[x1, . . . , xn, t]を準備し、部分集合
α ⊂ Pに単項式uα = (

∏
pi∈α xi)t ∈ Sを付随させる。特に、u∅ = tである。

部分集合α ⊂ Pが、条件「pi ∈ α, pj ≤ piならばpj ∈ α」を満たすとき、Pのポセッ
トイデアル 12と呼ぶ。特に、∅とP はP のポセットイデアルである。有限半順序集合
Pのポセットイデアルの全体をL = J (P )とすると、Lは包含関係による順序で有限半
順序集合となる。更に、αとβがポセットイデアルならばα ∩ βとα ∪ βもポセットイ
デアルであるから、Lは有限束となる。上限はα∨ β = α∪ βと、下限はα∧ β = α∩ β

となる。すると、分配法則 13が成立するからL = J (P )は有限分配束である 14。
多項式環Sの部分環K[{uα : α ∈ L = J (P ) }]をRK [L]と表し、K上の |L|変数の多

項式環K[L] = K[{ yα : α ∈ L = J (P ) }]からRK [L]への環準同型π : K[L] → RK [L]

をπ(yα) = uαと定義する。その核、すなわち、RK [L]の定義イデアルを ILとする。
以下、

RK [L] = K[{uα : α ∈ L = J (P ) }]

をL = J (P )のトーリック環と、ILをL = J (P )のトーリックイデアルと呼ぶ。有限
分配束L = J (P )の元αとβが比較不可能 15なとき、二項式fα,β ∈ K[L]を

fα,β = yαyβ − yα∧βyα∨β

と定義する。すると、uαuβ = uα∩βuα∪βだから、fα,β ∈ ILである。
10論文 [SVV]の証明は、純粋に環論的であるが、[OH98]の証明は単模被覆の存在を経由している。実
際、（ i）と（ ii）は、（iii）PGが単模被覆を持つ、と同値である。

11すなわち、CとC ′がGの奇サイクルで共通の頂点を持たないならばCの頂点とC ′の頂点を結ぶ辺
が存在する。

12ポセット（poset）は partially ordered setの俗称である。
13 α ∨ (β ∧ γ) = (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ), α ∧ (β ∨ γ) = (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ)
14逆に、任意の有限分配束Lに対し、L = J (P )となる唯一の有限半順序集合P が存在する（有限分配
束の構造定理（Birkhoff））。実際、有限分配束Lの（最小限と異なる）元αで join-irreducible（すな
わち、α = β ∨ γとなる β < α, γ < αが存在しない）なものの全体から成る（Lの）半順序（部分）
集合をP とすれば、L = J (P )である。

15半順序集合Lの元αと βが、Lの順序でα ̸≤ β, β ̸≤ αとなるとき、Lで比較不可能という。



多項式環K[L]の変数の全順序<で、条件「α ⊂ βならば yα < yβ」を満たすものを
固定し、その全順序から誘導される逆辞書式順序を<revと表す 16。すると、L = J (P )

の元αとβが比較不可能なとき、yα∧βyα∨β <rev yαyβである。換言すると、fα,βのイニ
シャル単項式は in<rev(fα,β) = yαyβである 17。二項式fα,β（但し、α ̸≤ β, β ̸≤ α）の全
体から成る有限集合をGLとし、in<rev(GL) = { in<rev(fα,β) : fα,β ∈ GL }とする。すなわ
ち、in<rev(GL)は単項式 yαyβ（但し、α ̸≤ β, β ̸≤ α）の全体から成る有限集合である。
簡単な議論から、次の（♣）が従う。

（♣）多項式環K[L]の単項式uで、条件「任意のyαyβ ∈ in<rev(GL)はuを割り切
らない」を満たすものの全体から成る集合Bは、K上の線型空間K[L]/ILにおけ
る線型独立な集合である 18。

すると、GLは ILの<revに関するグレブナー基底である。換言すると、in<rev(GL)は、
ILの<revに関するイニシャルイデアル

in<rev(IL) = ({ in<rev(f) : 0 ̸= f ∈ IL })

の生成系である 19。詳細は省略するが、GLが（♣）を満たすことから ILのグレブナー
基底となることは、いわゆるMacaulayの定理（[H03, p. 28]）から従う 20。特に、GL

は ILの生成系である。すなわち

IL = ({ fα,β : α ∈ L, β ∈ L, α ̸≤ β, β ̸≤ α }) (1)

である。
一般に、任意の有限束Lがあったとき、二項式イデアル ILを (1)と定義しよう。二項

式イデアル ILをLの join-meetイデアルと呼ぶ。但し、Lが分配束でなければ、ILが何
らかのトーリック環の定義イデアルになっているか否かはわからない。実際、Lが分配
束でなければ、ILは素イデアルではないから、トーリック環の定義イデアルとはなら
ない。しかしながら、素イデアルではないとしても、ILは根基イデアルであろう、と
予想されていた。が、その予想も反例があった（[EH]）。

定理 ([H87])　任意の有限束Lに関する次の条件は同値である。
（ i）ILは素イデアルである。
（ ii）GLは ILの<revに関するグレブナー基底である。
（iii）Lは分配束である。

16一般に、多項式環 S = K[x1, . . . , xn]の単項式の全体の集合の上の全順序≺が、条件（ i）任意の単
項式u ̸= 1は 1 ≺ uである、と（ ii）単項式uと vがu ≺ vならばuw ≺ vwが任意の単項式wで成立
する、を満たすとき、≺をSの上の単項式順序と呼ぶ。逆辞書式順序<revは単項式順序である。

17多項式環S = K[x1, . . . , xn]の上の単項式順序≺を固定するとき、多項式 0 ̸= f ∈ Sに現れる単項式
の内、≺に関して最大のものを in≺(f)と表し、fのイニシャル単項式と呼ぶ。

18単項式の集合BがK[L]/ILにおける線型独立な集合であることと、Bが条件「u ̸= vがBに属する単
項式ならば π(u) ̸= π(v)である」を満たすことは同値である。

19単項式順序≺を固定するとき、イデアル Iに属する有限個の多項式の集合 {g1, . . . , gs}が Iの≺に関
するグレブナー基底であるとは、{in≺(g1), . . . , in≺(gs)}がイニシャルイデアル in<(I)の生成系とな
るときにいう。

20なお、Buchbergerの判定法からGLがグレブナー基底であることを証明するには、まず、GLが ILの
生成系であることを示す必要がある。しかし、Macaulayの定理を使うと、GLが生成系であるか否か
がわからなくても、グレブナー基底であることが従い、その結果、GLが生成系であることもわかる。



証明は、古典的な束論におけるDedekindの定理 21を使う。有限束 Lが分配束のと
き、ILの定義を、RK [L]の定義イデアルではなく、(1)とするならば、Buchbergerの判
定法から、GLは ILの<revに関するグレブナー基底であることが示せる。しかし、IL
が素イデアルであることを、RK [L]を経由せず、示すことはできるのであろうか。
有限半順序集合 P = { p1, . . . , pn}に最小限−∞を添加したものを P̂ とする。半順

序集合 P̂ から非負整数の全体Z≥0への写像σが順序を逆転する写像であるとは、条件
「−∞ < pi < pjならば σ(−∞) ≥ σ(pi) ≥ σ(pj)」を満たすときにいう。順序を逆転す
る写像σにS = K[x1, . . . , xn, t]の単項式uσ = (

∏n
i=1 x

σ(xi)
i )tσ(−∞)を付随させる。単項

式uσはRK [L]に属する。更に、順序を逆転する写像σに付随する単項式uσの全体は、
RK [L]のK上の線型空間としての基底となる 22。すると、RK [L]は正規環である。特
に、RK [L]はCohen–Macaulay環である。他方、写像 σ : P̂ → Z≥0が順序を真に逆転
する写像であるとは、条件「−∞ < pi < pjならばσ(−∞) > σ(pi) > σ(pj) > 0」を満
たすときにいう。順序を真に逆転する写像σに付随する単項式uσの全体は、トーリッ
ク環RK [L]の canonical module ωRK [L]のK上の線型空間としての基底となる。
すると、トーリック環RK [L]がGorenstein環、すなわち、ωRK [L]が単項イデアル（単

項式イデアルではない！）となるためには、有限半順序集合Pが純である 23ことが必
要十分である、ということが従う。

ｂ）順序凸多面体　有限半順序集合P = { p1, . . . , pn}の部分集合αに格子点 ρ(α) =∑
pi∈α ei ∈ Rnを対応させる。但し、e1, . . . , enはRnの標準的単位座標ベクトルである。

特に、ρ(∅)はRnの原点である。
空間Rnにおける格子点 24の有限集合 { ρ(α) : α ∈ J (P ) }の凸閉包をO(P )とする。

格子凸多面体O(P ) ⊂ RnをPの順序凸多面体と呼ぶ。順序凸多面体に属する格子点の
集合は { ρ(α) : α ∈ J (P ) }であるから、§１のａ）における部分環BO(P )はRK [L]に
一致する。それゆえ、RK [L]はO(P )のトーリック環と、ILはO(P )のトーリックイデ
アルとも呼ばれる。順序凸多面体O(P )の次元はnである。
有限分配束L = J (P )の極大鎖

C : ∅ = α0 < α1 < · · · < αn = P

を考えよう。もちろん、それぞれのαiはP のポセットイデアルであり、|αi| = iであ
る。すると、{ ρ(α0), ρ(α1), . . . , ρ(αn)} ⊂ Rnの凸閉包は、次元 nの単体である。一般
に、CがL = J (P )の（極大とは限らない、任意の）鎖のとき、{ρ(α) : α ∈ C}のRn

における凸閉包は、次元 |C| − 1の単体である。それを conv(C)と表す。すると

Γ = { conv(C) : CはL = J (P )の鎖 }

は、O(P )の三角形分割となる。三角形分割Γを、頂点集合L = J (P )の上の単体的複
体∆の幾何学的実現 |∆|と見做すと、in<rev(IL) = I∆となる。

21有限束Lが分配束であるには、Lが pentagon lattice N5と diamond lattice M5の両者を部分束に持
たないことが必要十分である。

22トーリック環RK [L]に属する単項式をそのように解釈すると、RK [L]が表現論とも関連する。詳細
は [Howe, Wang]に譲る。

23有限半順序集合P が純であるとは、P に含まれるすべての極大鎖の長さが等しいときにいう。なお、
鎖とは全順序部分集合のことである。

24格子点とはZnに属するRnの点のことである。



一般に、≺をK[L]の上の単項式順序とし、ILの≺に関するイニシャルイデアルの
根基

√
in≺(IL)をStanley–Reisner idealとするLの上の単体的複体を∆≺とする。する

と、F = {α1, . . . , αq} ∈ ∆≺ならば、conv(F )はRnの次元 q − 1の単体である。更に、
∆≺の幾何学的実現 |∆≺|はO(P )の三角形分割である（[Stu]）。イニシャルイデアルの
根基から得られる三角形分割を正則三角形分割と呼ぶ。なお、in≺(IL)が根基イデアル
であることと∆≺が単模（unimodular）である 25ことは同値である（[Stu]）。

ｃ）単項式イデアル　体K上の2n変数の多項式環K[x,y] = K[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]

を準備し、P = { p1, . . . , pn}のポセットイデアルαに、単項式

wα = (
∏
pi∈α

xi)(
∏
pj ̸∈α

yj) ∈ K[x,y]

を付随させる。特に、w∅ = y1 · · · yn, wP = x1 · · · xnである。更に、単項式イデアル

HP = ({wα : α ∈ L = J (P ) }) ⊂ K[x,y]

を導入する。

補題　単項式イデアルHPは linear resolutionを持つ 26。

いま、HPが squarefreeな単項式イデアルであることから、HP = I∆P
となる、頂点集

合V = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn}の上の単体的複体∆P が存在する。その単体的複体∆P

のAlexander dualを∆∨
Pとする。すなわち

∆∨
P = {V \ F : F ⊂ V, F ̸∈ ∆ }

である。すると、∆∨
P は V の上の単体的複体である。他方、頂点集合を V とし、辺の

集合をE(GP ) = {{xi, yj} : pi ≤ pj}とする有限二部グラフGPを考えよう。

補題　有限二部グラフGP の edge ideal I(GP )と単体的複体∆P のAlexander dual ∆∨
P

のStanley–Reisner ideal I∆∨
P
は一致する。

一般に、I∆ ⊂ S が linear resolution を持つことと S/I∆∨ が Cohen–Macaulay で
あることは同値である（[ER]）27。すると、HP が linear resolutionを持つことから、
K[x,y]/I(GP )はCohen–Macaulayである。これより、Cohen–Macaulay二部グラフ 28

が分類できる。

定理 ([HH05b])　有限二部グラフGがCohen–Macaulayグラフであるための必要十分
条件は、GとGPが同型となる有限半順序集合Pが存在すること 29である。
25三角形分割を構成する極大な単体の体積が 1/n!であるとき、その三角形分割を単模と呼ぶ。
26実際、HP が linear quotientsを持つ [HH11, Theorem 9.1.8]ことから、HP は linear resolutionを持
つことが従う。

27その結果を一般化することから componentwise linear idealの概念 [HH99, AHH]が誕生した。
28一般に、有限グラフGがCohen–Macaulayであるとは、剰余環S/I(G)がCohen–Macaulay環である
ときにいう。

29換言すると、二部グラフGがCohen–Macaulayであるためには、次の条件が成立することが必要十分
である。『（ i）Gの頂点の個数が偶数個、しかも、（ ii）頂点の集合の分割をU ∪V とすると |U | = |V |
となり、更に、（iii）頂点の番号を適当に入れ替え U = {x1, . . . , xn}と V = {y1, . . . , yn}とすると、
条件「{xi, yi} ∈ E(G) for i = 1, . . . , n；{xi, yj} ∈ E(G)ならば i ≤ j；{xi, yj}, {xj , yk} ∈ E(G)な
らば {xi, yk} ∈ E(G)」が満たされる。』



§４．反射的ファノ多面体　次元dの格子凸多面体P ⊂ Rdが、条件 30∑
a∈P∩Zd

Z(a, 1) = Zd+1 (2)

を満たし、更に、Pの内部に含まれる格子点がRdの原点のみであるとき、Pをファノ
多面体と呼ぶ。

ａ）反射的ファノ多面体　ファノ多面体Pが反射的であるとは、その双対凸多面体

P∨ = { a ∈ Rd : ⟨a,b⟩ ≤ 1, ∀b ∈ P }

が格子凸多面体であるときにいう 31。
次元 dのファノ多面体P ⊂ Rdのトーリック環をK[P ]とする。すなわち、K[P ]は

K[x±1, t] = K[x±1
1 , . . . , x±1

d , t]の部分環

K[P ] = K[{xat : a ∈ P ∩ Zd }]

である。トーリック環K[P ]が正規環のとき、Pを正規なファノ多面体と呼ぶ 32。
体K上の |P ∩ Zd|変数の多項式環K[y] = K[{ ya : a ∈ P ∩ Zd }]を準備し、環準同

型π : K[y] → K[P ]をπ(ya) = xatと定義し、その核、すなわち、K[P ]の定義イデア
ル IPをPのトーリックイデアルと呼ぶ。いま、K[y]の変数の全順序<で原点に対応
する変数 y0を最小とするものを固定し、<から導かれるK[y]の逆辞書式順序<revを
考えよう。一般に、ファノ多面体が正規であるとか、あるいは、反射的であるとかを
示すことは難しいが、下記の補題 33は、しばしば、有益である。

補題　ファノ多面体Pのイニシャルイデアル in<rev(IP)が squarefreeな単項式で生成さ
れるならば、Pは正規、しかも、反射的である。

格子凸多面体の理論における反射的ファノ多面体が担う顕著な役割を端的に物語る
のは、次の事実である（[HaMe, Proposition 2.2]）。「任意の格子凸多面体は、或る反射
的ファノ多面体の面になっている 34。」更に、[HM, Proposition 2.2]の証明を詳細に辿
るならば、「任意の正規な格子凸多面体は、或る正規な反射的ファノ多面体の面になっ
ている。」ということもチェックできる。
たとえば、一次元の格子凸多面体（すなわち、線分）[0, 11]は4次元の反射的ファノ

多面体の面であるが、次元2の、あるいは、次元3の反射的ファノ多面体の面とはなら
ない。すると、格子凸多面体は、必ずしも、反射的ファノ多面体のファセット（極大
面）になるとは限らない。すると、どんな格子凸多面体が反射的ファノ多面体のファ
セットになるのだろうか、という問いが浮上する。
その問いを議論する準備のため、順序凸多面体に加え、鎖凸多面体と安定集合凸多

面体を導入する。
30一般に、条件 (2)を仮定しても議論の展開の妨げにはならず、寧ろ、無駄な誤解を避けることができ
る。

31空間Rdの通常の内積を ⟨a,b⟩と表す。
32条件 (2)を仮定すると、Pが正規であることとPが整分割性を持つことは同値である。一般に、格子
凸多面体P ⊂ Rdが整分割性を持つとは、任意の整数N ≥ 1と任意の格子点α ∈ NPについて、Pに
属するN個の格子点α1, . . . , αN で、α = α1 + · · ·+ αN となるものが存在するときにいう。

33証明は、三角形分割の議論を経由すれば、ほとんど自明である。
34厳密には、或る反射的ファノ多面体の面とunimodular同値（脚注 36）である、と記載すべきである。



ｂ）鎖凸多面体　有限半順序集合 P = { p1, . . . , pn}の順序凸多面体O(P ) ⊂ Rnと
ともに、鎖凸多面体 C(P ) ⊂ Rnも興味深い（[Sta86]）。部分集合 α ⊂ P が P の反鎖
であるとは、αに属する任意の元 piと pj（但し、i ̸= j）が比較不可能なときにいう。
いま、P の反鎖の全体を A(P )とし、有限集合 { ρ(α) : α ∈ A(P ) } ⊂ Rnの凸閉包
C(P ) ⊂ RnをPの鎖凸多面体と呼ぶ。鎖凸多面体C(P )の次元はnである。頂点集合は
{ ρ(α) : α ∈ A(P ) }である。すると、|J (P )| = |A(P )|である 35から、O(P )とA(P )

の頂点の個数は等しい。更に、O(P )とA(P )の辺の個数も等しい（[HLSS]）。
他方、O(P )の極大面の個数はP に最小元−∞と最大元+∞を添加した半順序集合

P ∪{−∞,+∞}のハッセ図形の辺の個数と一致し、A(P )の極大面の個数はPの極大鎖
の個数とnの和に一致する。たとえば、X = { p1, p2, p3, p4, p5}をp1 < p3, p2 < p3, p3 <

p4, p3 < p5なる順序を持つ半順序集合とすると、O(P )の極大面の個数は8個、C(P )の
極大面の個数は9個である。特に、O(X)とC(X)はunimodular同値 36ではない。

定理 ([HL])　有限半順序集合Pに関する次の条件は同値である 37。
（ i）O(P )とC(P )はunimodular同値である。
（ ii）O(P )の極大面の個数とC(P )の極大面の個数は一致する。
（iii）Pは半順序集合Xを部分半順序集合として含まない。

ｃ）安定集合凸多面体　頂点集合 [n] = {1, 2, . . . , n}の上に有限単純グラフGの安定
集合とは、部分集合α ⊂ [n]で、条件「i ∈ α, j ∈ α, i ̸= jならば{i, j} ̸∈ α」を満たす
ものである。特に、∅, {1}, . . . , {n}はGの安定集合である。有限グラフGの安定集合
の全体からなる集合をS(G)とする。いま、α ∈ S(G)のとき、ρ(α) =

∑
i∈α ei ∈ Rnと

し、Rnの有限集合 {ρ(α) : α ∈ S(G)}の凸閉包をQGとする。すると、QGはRnの次
元nの格子凸多面体である。それをGの安定集合凸多面体と呼ぶ。有限グラフGが理
想グラフ（perfect graph）38ならば、QGは圧搾的（compressed）39である（[OH01]）。

さて、格子凸多面体の役者が舞台に揃ったから、どんな格子凸多面体が反射的ファ
ノ多面体のファセットになるのだろうか、との問いに戻ろう。

定理 ([HM, HMOS, HMT])　任意の順序凸多面体は正規な反射的ファノ多面体のファ
セットである。任意の鎖凸多面体は正規な反射的ファノ多面体のファセットである。

定理 ([HTa, HTb])　理想グラフの安定集合凸多面体は正規な反射的ファノ多面体の
ファセットである。
35ポセットイデアルと反鎖の自然な対応がある。すなわち、任意のポセットイデアルの極大元の集合は
反鎖である。任意の反鎖は或るポセットイデアルの極大元の集合である。

36一般に、次元nの格子凸多面体P ⊂ RnとQ ⊂ Rnが unimodular同値であるとは、unimodular行列
（行列式= ±1の整数行列）U ∈ Zn×nと整数ベクトルw ∈ Znを使い、P = fU (Q) +wとなるとき
にいう。但し、fU はUが定義するRnの線型変換である。

37もっと強く、或る 1 < i < |P | − 1について、O(P )の i次元の面の個数と C(P )の i次元の面の個数が
一致するならば、O(P )と C(P )は unimodular同値である、と予想されている。

38頂点集合 [n]の上の有限単純グラフGが理想グラフであるとは、Gの任意の（G自身を含む）誘導部
分グラフH の彩色数とH に含まれるクリークに属する元の最大個数が一致するときにいう。但し、
有限単純グラフGの彩色数とは、次の条件「Gの安定集合W1, . . . ,Wtで [n] = W1 ∪ · · · ∪Wtとなる
ものが存在する」を満たす整数 t ≥ 1の最小値のことである。理想グラフの補グラフは理想グラフで
ある。

39格子凸多面体Pのトーリックイデアルの、任意の逆辞書式順序に関するイニシャルイデアルが根基イ
デアルのとき、Pを圧搾的という。



一般に、任意の整数1 ≤ r < nがあったとき、次元 rの格子凸多面体Pで、条件「P
は次元nの反射的ファノ多面体の面になるが、次元n− 1以下の反射的ファノ多面体の
面にはならない」を満たすものは存在するであろうか。あるいは、次元nの正規な反射
的ファノ多面体のファセットにはならないが、次元nの反射的ファノ多面体のファセッ
トになるような、次元n− 1の正規な格子凸多面体は存在するであろうか 40。　

§５．統計数学　Box–Behnken計画と呼ばれる実験計画の主効果モデルを、マルコ
フ連鎖モンテカルロ法で検定する際のマルコフ基底は、Ｄ型ルート系に付随する格子
凸多面体 41のトーリックイデアルの生成系と解釈できる。他方、その格子凸多面体の
三角形分割は、純粋な組合せ論の議論から構成できる。すると、その三角形分割の情
報から、そのトーリックイデアルのグレブナー基底を導くことができる 42。一般に、グ
レブナー基底は生成系であるから、Box–Behnken計画のマルコフ基底が、凸多面体の
三角形分割を経由し、発掘される（[AHO]）。背景と概要は [H17]を参照されたい。　
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