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概 要

We discuss countable groups, mainly focusing on problems related to exis-
tence of (bounded) harmonic functions. In particular we study questions
such as which group does not admit any non-constant bounded harmonic
function (Liouville property), and when it admits such a function, how
all such functions are obtained (Poisson boundary). This problem often
requires deep understanding on geometry of underlying groups as well as
quantitative behavior of random walks. I will try to present this subject
with several explicit key examples, emphasizing on importance of combin-
ing different ideas and techniques.

1. 有限生成群のLiouville性
有限生成群Γ上の調和関数に関する問題について述べる. 断らない限りΓは可算無限群
であり,以下に出てくる多くの例は有限表示を持たない. 群Γの有限生成系SでS = S−1

となるものをとる: Γ = ⟨S⟩. ペア (Γ, S)から定まるケーリーグラフとは, 頂点の集合が
Γそのものであり, 辺x ∼ yを, ある s ∈ Sがあって y = xsとなるときと定める. 仮定
S = S−1からグラフは無向グラフとして定義することが出来て, Γ = ⟨S⟩であることか
らグラフは連結となる. ここでΓ上のR値関数fに対して,

Pf(x) =
1

|S|
∑
y∼x

f(y) x ∈ Γ,

と定義する. 群Γ上の関数fが調和 (harmonic)であるとは

Pf(x) = f(x) x ∈ Γ, (1)

が成り立つときをいう. (ラプラシアンを∆ = I − Pと定義すれば∆f = 0である.)

Definition 1.1. ペア (Γ, S)がLiouville性を持つとは, その上のすべての有界調和関数
(つまりPf = fかつ∥f∥∞ < ∞)が定数関数のみであるときをいう.

ここでは群の Liouville性に関わる基本的な問いで, 次の異なる 2つの方向を考えて
いく:

(1) どのような (Γ, S)がLiouville性を持つか.

(2) もし (Γ, S)がLiouville性を持たないとき, どのように (すべての)有界調和関数を
見出すことが出来るか.
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この2つの問いについて, いくつかの重要な具体例を通して説明していく. また距離埋
め込みと関わる部分について触れる. 一方で, 具体的に与えられた群の解析はしばしば
困難である. そのようなとき, それに近い性質を持ちそうな, かつ解析できそうな群を
自分たちの手で作ってそれを調べる, という方向が有効なことがある. 最後に, 我々が
定義してその性質をいろいろ調べている離散アファイン群 (DA)について紹介する.

2. The first criterion

以下必要ならばPlazy = (I + P )/2で置き換えて, Plazyδx(x) ≥ 1/2が成り立つようにし
ておく (δxはxでのみ1で他では0を取るΓ上の関数である). このように置き換えても,

Plazyf = f ⇔ Pf = fであることに注意する. ここでPlazyは lazyランダムウォークを
考えることに相当し, 非周期的になり (少しだけ)扱いやすい.

ケーリーグラフ (Γ, S)上の lazyランダムウォーク {Xt}∞t=0を考える. スタート点を
X0 = xとしたとき, Xtの分布をνt

xとかく.

Fact 2.1. すべてのx, y ∈ Γに対して, dTV(ν
t
x, ν

t
y) → 0のとき, (Γ, S)はLiouville性を

持つ. また逆も成り立つ.

ここでΓ上の確率測度µ, νに対して, dTV(µ, ν)は total variation距離を表す. 今Γが
離散的であることにより測度を関数と考えると, 確率測度であることから, dTV(µ, ν) =

(1/2)∥µ− ν∥1である. この確率測度の間の距離は次のようにも表せる:

dTV(µ, ν) = inf{P(X ̸= Y ) : (X,Y ) is a coupling of (µ, ν)}.

(つまりdTVは自明なコスト関数 c(x, y) = 1x≠yを取ったときのKantrovich距離である.)

Fact 2.1の証明. 有界調和関数 f があったとき, (1)から f(x) = Exf(Xt)がすべての
t ≥ 0で成り立つ. ここで (νt

x, ν
t
y)の任意の coupling (Xt, Yt)を取ったとき,

|f(x)− f(y)| = |Exf(Xt)− Eyf(Yt)| ≤ Ex,y|f(Xt)− f(Yt)| ≤ 2∥f∥∞Px,y(Xt ̸= Yt)

であり (最後の 2つの項では coupling測度を取っている), すべての couplingについて
infimumを取ると,

|f(x)− f(y)| ≤ 2∥f∥∞dTV(ν
t
x, ν

t
y)

となり, ここから最初の主張が従う. 逆の主張の証明は, (Γ, S)がケーリーグラフであ
ることを用いて, Markov連鎖の invariant σ-fieldと tail σ-fieldが測度0を除いて一致す
ることから従う (が, ここでは省略することにする).

最初の主張は, より一般のグラフでも成り立つ事実である. 逆の主張の証明にケー
リーグラフであることを用いている. これはケーリーグラフ Γにおいては, 異なるス
タート点を持つ 2つのランダムウォークを 1に近い確率で coupleさせることができる
か, という問いに対して, 非定数有界調和関数の存在が唯一の障害になっていることを
言っている.

また次の意味で, Loiuville性は従順性を導く.

Fact 2.2. あるSについて (Γ, S)がLiouville性を持つならば, Γは従順群である. (ただ
し逆は成り立たない.)



Proof. 従順性についてのKesten’s criterionを用いれば,次章の定理を用いてスペクトル
半径の評価から証明することもできるが,ここでは量的評価が関わらない“ソフト”な証
明を紹介する. Γが従順群であることの定義は, Γの上に不変平均mがあることである:

つまり線型汎函数m : ℓ∞(Γ) → Rで, f ≥ 0についてm(f) ≥ 0, かつm(1) = 1, そして
g.m = m(ここでg.m = m◦ g−1)がすべてのg ∈ Γで成り立つものが存在する. (Γ, S)は
Louville性を持つとする. ここでµをS上の一様分布としたとき, mn := (1/n)

∑n
k=1 µ

∗k

とおき, {mn}の弱スターの極限点の 1つm∗でµ ∗m∗ = m∗を満たすものが存在する.

任意のφ ∈ ℓ∞(Γ)について f(g) = g.m∗(φ)は有界調和関数である. (Γ, S)がLiouville

性を持つことから fは定数関数であり, g.m∗(φ) = m∗(φ)がすべての g ∈ Γについて成
り立つ. これがすべてのφ ∈ ℓ∞(Γ)で成り立つことから, m∗がΓ上の不変平均である
ことが従う.

3. The Avez-Kaimanovich-Vershik-Derrienic criterion

ここでより使いやすく, より非自明な Liouville性の必要十分条件を述べる. (Γ, S)の
ケーリーグラフのグラフ距離をdSとかく.

Theorem 3.1 (Avez[Ave74], Kaimanovich-Vershik[KV83], Derriennic[Der80]). 以下は
同値である:

1

t
EdS(X0, Xt) → 0 ⇔ (Γ, S)はLiouville性をもつ.

左辺の条件はランダムウォークの単位時間あたりの平均移動距離が劣線型的である
ことを言っている. この条件は, その意味で, (Γ, S)の拡がり具合を測っていると言える
が, これが (Γ, S)のLiouville性と同値であるという主張である. 条件にケーリーグラフ
の距離 dSが関わっていることに注意する. Liouville性の定義もSに依存していたこと
を思い出す. 実はLiouville性がSに依らない条件で特徴付けられるかどうかは, 未解決
問題である (後ほどこの問題に関わる結果も述べる).

以下に述べる例において, そこで述べる主張はすべて有限生成系Sの取り方によらな
いことがわかっているので, いちいちそのことを断らないことにする.

Example 3.2. ZdではEdS(X0, Xt) ≍
√
tである (中心極限定理から分かる). より一般

にΓがべき零群ならばEdS(X0, Xt) ≍
√
tである.

Example 3.3. ランプの集合がZであるZ上のLamplighter群Z ≀ Z =
⊕

Z Z ⋊ Zでは
EdS(X0, Xt) ≍ t3/4である.

Example 3.4. Lamplighter群Z2 ≀ Zd =
⊕

Zd(Z/2Z)⋊ Zdでは次が成り立つ:

EdS(X0, Xt) ≍


√
t (d = 1),

t/ log t (d = 2),

t (d ≥ 3).

このことから, Z2 ≀ ZdがLiouville性を持つのはd ≤ 2のときに限ることが分かる.

一方, Z2 ≀ Zdはすべての d ≥ 1に対して従順群である. つまり d ≥ 3のとき, これ
らは従順群だがLiouville性を持たない群の例になっている. Lamplighter群Z2 ≀ Zdの
d ≥ 3におけるすべての有界調和関数を決定すること (Poisson境界を決定すること)



は, Kaimanovich-Vershikの論文 [KV83]以来未解決であったが, Erschlerの結果 (d ≥
5)[Ers11]などを経て, Lyons-Peresによりd ≥ 3において解決された [LP15]:

Theorem 3.5 (Lyons-Peres [LP15]). Z2 ≀ Zd (d ≥ 3)においてPoisson境界は
∏

Zd Z2

とその上に誘導される調和測度νのなす測度空間 (
∏

Zd Z2, ν)で実現される.

4. Hilbert空間への埋め込み
4.1. 同変調和写像

ランダムウォークの平均移動距離がEdS(X0, Xt) = o(t)であることが, (Γ, S)がLiouville

性を持つことの必要十分条件を与えることを見た. ではここでより詳しく, EdS(X0, Xt)

のオーダーはどのようなものがあり得るか? という問題を考えてみる.

Theorem 4.1 (Lee-Peres [LP13]). 任意のケーリーグラフ (Γ, S)に対して, ある定数
c > 0が存在して, すべての t ≥ 0において

EdS(X0, Xt) ≥ c
√
t

が成り立つ.

この結果は, ケーリーグラフ上のランダムウォークでは “劣拡散的”な振る舞いは現
れないことを示している. 以下, この結果の少し弱い形の証明を紹介する. これらの結
果の証明には, ΓからHilbert空間への同変調和写像を用いる (そしてそれ以外の証明は
知られていない). 群ΓからHilbert空間Hへの同変調和写像Φ : Γ → Hとは, ある等長
作用Γ ↷ Hがあって,

Φ(gx) = gΦ(x), g, x ∈ Γ,
1

|S|
∑
s∈S

Φ(xs) = Φ(x), x ∈ Γ,

を満たしていることとする.

Fact 4.2 (Erschler). もしΓがあるHilbert空間Hへ非定数な同変調和写像を持つとす
ると,

EdS(X0, Xt)
2 ≥ 1

|S|
t

がすべての t ≥ 0で成り立つ.

Proof. 非定数同変調和写像Φ : Γ → Hを正規化して
1

|S|
∑
s∈S

∥Φ(id)− Φ(s)∥2 = 1 (2)

が成り立つとしておく. ここでランダムウォーク{Xt}∞t=0に対して, {Φ(Xt)}∞t=0はHilbert

空間 Hに値をとるマルチンゲールである, つまり E (Φ(Xt+1) | Xt) = Φ(Xt) almost

surelyがすべての t ≥ 0で成り立つ. このことから

E∥Φ(Xt)− Φ(X0)∥2 =
t−1∑
s=0

E∥Φ(Xs+1)− Φ(Xs)∥2 = t

が成り立つ (2番目の等式に (2)とΦが同変であることを用いている). また (2)からΦ

は
√
|S|-Lipschitzである (ここに語距離 dSが整数値のみを取ることを使っている). こ

れより |S|EdS(X0, Xt)
2 ≥ t がわかり, 主張が従う.



Remark 4.3. Γ が従順群のとき, Γ は Hilbert 空間への非定数同変調和写像を持つ
(このときHilbert空間とその上の等長作用として正則表現を取ることが出来る)(Mok,

Korevaar-Schoen). また ΓはあるHilbert空間に非定数同変調和写像を持つのは, Γが
Property (T)を持たないときであり, またそのときに限る (証明は [Kle10, LP13, Oza17]

を参照). 有限生成無限群ΓがProperty (T)を持つならば, Γは非従順なので, そこから
EdS(X0, Xt) ≍ tであることが分かる.

4.2. Hilbert圧縮定数

ではさらに詳しく, もしEdS(X0, Xt) ≍ tβが成り立つならば, βとしてどのような値が
現れうるか, という問題はどうであろうか (この指数 βは常に存在するわけではない).

上のLee-Peresの定理 (Theorem 4.1)はアプリオリな制限β ∈ [1/2, 1]を主張する. (例え
ばExample 3.3のZ ≀Zではβ = 3/4である.) Amir-Virágにより任意のβ ∈ [3/4, 1]に対
して, その値を指数として実現する群があることを証明された [AV15]のち, Brieussel-

Zhengにより任意の β ∈ [1/2, 1]に対して, その値を指数として実現する群があること
が証明された [BZ15].

この (“スピード指数”)βの値はHilbert空間へどれだけ良い埋め込みが存在するかと
いう問題と関わる. ここでβ∗を次を満たすβ ≥ 0の supremumとして定義する: ある対
称な有限生成系Sとある定数c > 0が存在して,任意の t ≥ 0に対してEdS(X0, Xt) ≥ ctβ

が成り立つ. また, α∗を次を満たすα ≥ 0の supremumとして定義する: Lipschitz写像
f : Γ → L2とある定数 c > 0が存在して, 任意の x, y ∈ Γに対して ∥f(x) − f(y)∥2 ≥
cdS(x, y)

αが成り立つ (α∗の定義はSの取り方によらない). このα∗をHilbert圧縮定数
とよぶ.

Theorem 4.4 (Austin-Naor-Peres [ANP09], Naor-Peres [NP08, NP11]). 群 Γが従順
群であるとき, 次が成り立つ:

α∗ ≤ 1

2β∗ .

これによりα∗ > 1/2ならばβ∗ < 1となりTheorem 3.1から, 特に (Γ, S)は (どのSに
対しても)Liouville性を持つ. ここでα∗ > 1/2という条件は擬等長不変であることに注
意する. これはLiouville性に対する十分条件でSの取り方によらないだけでなく, 擬等
長不変でもあるものである. つまりα∗ > 1/2を満たす群では, Liouville性は群の性質
になっているだけではなく, 擬等長不変な性質にもなっている.

Remark 4.5. Hilbert圧縮定数α∗の定義において埋め込み先をL2からLpにすること
で, Lp圧縮定数α∗

pを同様に定義することが出来る (1 ≤ p < ∞). 群Γが従順群である
とき, α∗

p ≤ 1/(pβ∗)が成り立つ [NP11].

Remark 4.6. 群Gが従順群とは限らない場合, “同変”Lp圧縮定数α♯
p(同変な埋め込み

に制限して値を定義する)を考えると, 任意の有限生成群においてα♯
p ≤ 1/(pβ∗)が成り

立つ [NP08].

Example 4.7. Z ≀ Zはα∗ = 2/3である [ANP09]. 上からの評価にβ∗ = 3/4を用いる.

下からの評価は埋め込みを構成することで得られる. 論文 [NP11]も参照.

Example 4.8.

α∗(Z2 ≀ Zd) =

{
1 (d = 1)

1/2 (d ≥ 2).



[NP08, NP11]. またd = 2ではすべての1 ≤ p < ∞においてα∗
p(Z2≀Z2) = max{1/p, 1/2}

である [NP11].

Example 4.9. 次章で定義する離散アファイン群DAでは, 全ての 1 ≤ p < ∞におい
てα∗

p(DA) = max{1/p, 1/2}である [BTZ17]. またDAは従順群でありLiouville性を持
たない.

5. 離散アファイン群
ツリーの自己同型から様々な群を構成することが出来る. 以下, 我々が定義した離散ア
ファイン群を紹介していく. そのためにまず, 知られている群でどのようなものがツ
リーの自己同型群として得られるかを見ていくことにする.

5.1. 基点付き2進ツリーの自己同型群

基点付き 2進ツリー (a rooted binary tree)T∗
2を考える (基点は次数が 2の頂点とする).

このツリーT∗
2の自己同型σ : T∗

2 → T∗
2とは頂点の集合上の全単射でグラフの隣接関係

を保つものである. 基点の次数は 2で他の頂点の次数はすべて 3であることから, σは
基点を固定する. 例えば, 基点を固定し, 深さ 1以下の頂点からなる 2つの部分ツリー
を “入れ替える”(それぞれの部分ツリーの内部は動かさない)自己同型σはそのような
変換である. このような自己同型全てからなる群をAut(T∗

2)とかく. この群Aut(T∗
2)は

連続濃度を持つ群である. 今からこの群の有限生成部分群を見ていく.

5.1.1. 無限巡回群Z
基点付き 2進ツリー T∗

2の基点以外の頂点には 0と 1からなる有限の長さの列 x(例え
ば 001)でラベル付けすることが出来る. 例えば 001と 0010(あるいは 0011)は隣接して
いるようにラベル付けされる. 基点を ∅(空語)とかくことにする. ここで, ツリー自身
の帰納的な構造を用いて, ある自己同型 σ0 : T∗

2 → T∗
2を以下のように定義する: まず

σ0(∅) = ∅として,

σ0(0.x) = 1.x, σ0(1.x) = 0.σ0(x).

列xの長さに関してσ0は帰納的に定義されている. この時σ0は無限巡回群Zを生成す
る: ⟨σ0⟩ ∼= Z. これは, σ0の定義が実数の 2進展開における “ + 1”に対応していること
から分かる. このσ0を“adding machine”と呼ぶことにする.

5.1.2. Lamplighter群Z2 ≀ Z
基点付き 2進ツリーT∗

2の自己同型σaとσbを以下のように帰納的に定義する: σa(∅) =
∅, σb(∅) = ∅として,

σa(0.x) = 1.σb(x), σa(1.x) = 0.σa(x),

σb(0.x) = 0.σb(x), σb(1.x) = 1.σa(x).

この 2つの自己同型から生成される群 ⟨σa, σb⟩は (Z/2Z) ≀ Z :=
⊕

Z(Z/2Z) ⋊ Zと同型
になる (半直積はZの

⊕
Z(Z/2Z)への “シフト”から定まる作用で取る). この同型は,

{0, 1}Nと (Z/2Z)[[t]]との全単射Φ : a0a1 · · · 7→
∑

i≥0 ait
iを用いて,

Φ(σ−1
b σa(x)) = 1 + Φ(x), Φ(σb(x)) = (1 + t)Φ(x)



を確かめることで得られる (Grigorchuk-Zukによる [GZ01]1).

5.2. アファイン群

これまで基点付き 2進ツリーを考えてきたが, ここでは基点が “無限遠”にある場合を
扱う. 今簡単のため 3-正則ツリーT3を考える. (一般に任意の整数 d ≥ 3に対して, d-

正則ツリーTdを考えても同様な構成が可能である.) ツリーの内部のある点oとエンド
ω(これは境界 ∂T3のある点である)を決める. ツリーT3の全ての自己同型からなる群
をAut(T3)とかき, その中でエンドωを固定する部分群をAutω(T3)とかく. (これらは
各点収束位相について局所コンパクト位相群になる.) エンドωを固定する自己同型群
はツリーにおける“放物型”部分群を考えていることに相当する.

5.3. 可解Baumslag-Solitar群

ツリーT3を無限遠点ωを基点とした系統樹と見たとき点 oの末裔からなる部分ツリー
は基点付き2進ツリーのコピーである. 点oの同じレベルにある点すべてに基点付き2進
ツリーのコピーが存在する (“同じレベル”の正確な意味はωと oについてのBusemann

関数のレベル集合である). これらすべての基点付き2進ツリーにadding machine σ0を
同時に作用させる自己同型をσ∗とかく. ここでσ∗ ∈ Autω(T3)である. またツリーの無
限測地線 lで oを通りωと (別のエンド)0∞を結ぶものを取る. この lに沿って“シフト”

となるような自己同型をαと書く (正確にはBusemann関数の値を+1する方向にシフ
トされるような自己同型である). ここでα ∈ Autω(T3)である. これらで生成される群
⟨α, σ∗⟩は次の可解Baumslag-Solitar群と同型である:

BS2 = ⟨a, b | aba−1 = b2⟩.

これはこの群BS2が 2進整数環Z [1/2]のアファイン変換からなる群Aff (Z [1/2])と同
型であることを使うと見やすい. 実際 2進体Q2と ∂T3 \ {ω}の間の自然な同一視にお
いて, σ∗はQ2における“+1”に対応し, αは“×2”に対応している. 上記に出てきた群た
ちの包含関係は以下のようになっている:

Autω(T3) ⊋ Aff(Q2) ⊃ Aff (Z [1/2]) ∼= BS2.

ここで最初の包含関係はイコールではないことに注意する. これは上半平面H2の正則
変換で∞を固定するもののなす群をAut∞(H2)とかいたとき,

Aut∞(H2) ∼= Aff(R)

となることと対照的である. (ここでBS2はAff(R)の部分群にもなっている. またBS2

は Liouville性をもつ (例えば [Kai91]を参照).) 次に定義する “離散アファイン群”は
Autω(T3)の部分群であってAff(Q2)の部分群になっていないような群である.

5.4. 離散アファイン群DA

ツリーT3における “シフト”αと頂点 oでの置換σにより生成される群を離散アファイ
ン群DAとよぶ:

DA := ⟨α, σ⟩.
1彼らは同論文でこの生成系から定まるケーリーグラフ上の組み合わせ的ラプラシアンのスペクトルを
求めている.



この群DAはAutω(T3)の中で有限生成かつ稠密な部分群になる. 例えば, 置換とシフト
の合成により, 任意の有限個の頂点の上に置換を与えることで, ある自己同型が得られ
る. 群DAが稠密であることは, この事実をもとにして証明される.

より詳しく, 実はDAは次のような半直積で表される:

DA ∼=
⊕
T

S2 ⋊α Z,

ここでS2は2次の置換群であり, 半直積はZのαを通してのT3への作用から定まる作
用で取っている. 一般に (d+1)正則ツリーで同様な構成によりDAを定義する. そのと
きDAは

⊕
Td+1

Sd ⋊α Zと同型になる.

前章の例 (Example 4.9)においてDAのLp圧縮定数がすべての 1 ≤ p < ∞について
α∗
p(DA) = max{1/p, 1/2}であることを紹介した. これはZ2 ≀ Z2のものと一致している
が, 両者は擬等長ではない (別の擬等長不変量であるL1-等周プロファイルや再帰確率
の減衰度 (熱核の on-diagonalにおける振る舞い)はこの 2つの群を区別する; [BTZ17]

参照). またZ2 ≀ Z2はLiouville性を持つ. DAはLiouville性を持たず, またPoisson境界
も決定することが出来る. 論文 [BTZ17]の主定理は以下である:

Theorem 5.1. 離散アファイン群DAはLiouville性を持たず,そのPoisson境界は
∏

TS2

とその上に誘導される調和測度νのなす測度空間 (
∏

TS2, ν)で実現される.

Remark 5.2. Autω(T)のHaar測度について絶対連続かつ対称な確率測度µでコンパ
クト台を持つものに対しては, Liouville性が成り立つ (Cartwright-Kaimanovich-Woess

による [CKW94]). DAはAutω(T)有限生成部分群であり, (Autω(T), µ)にはない有界調
和関数が豊富に存在することがわかる.

Theorem 5.1の証明は Lyons-Peresの Lamplighter群 Z2 ≀ Zdの結果Theorem 3.5に
おける証明に近いが, 以下のような違いがある: Lamplighter群上のランダムウォーク
Xt = (φt,mt)は “lamp”の配置φtと “marker”の位置mtに分けられる. ここで d ≥ 3

のとき Zd上の “marker”mtが過渡的 (trainsient)であることから φt → φ∞が almost

surelyに存在し, φ∞の
∏

Zd Z2における分布 νを考えることで, (
∏

Zd Z2, ν)がPoisson

境界を与えることが証明される. 離散アファイン群DAでは “lamp”の配置に当たるも
のがツリー上 Tの置換の配置であり, “marker”に当たるものが, DAの Tへの作用の
逆軌道 o.w−1

n (inverted orbit, ここでwn = x1 . . . xn)で与えられる. 逆軌道は (特別な場
合を除いて)Markov連鎖ではない. この場合, ランダムな置換の配置に影響されて逆軌
道の振る舞いが変わってくる. また逆軌道の方も置換の配置をランダムに変えていく.

(Lamplighter群ではこのようなことは起きない.) Markov連鎖でない確率過程の再帰
性と過渡性を決定する問題は一般にとてもデリケートである. そしてツリーに作用す
る群は, 逆軌道の振る舞いが複雑過ぎて理解出来ない場合が多い (これらの群の解析が
多くの場合困難である理由の一つはここにある). しかし, DAでは逆軌道の振る舞いが
ツリー上の最隣接な過程になり, 具体的な解析が可能である. (軌道から作るシュライ
アーグラフの方の解析に帰着させることが出来る.) このことがDAの幾何構造を理解
する鍵となり, ここで述べたいくつかの結果をもたらしている.

最後に, non-Liouvilleであることが分かっている群で, そのPoisson境界が分かって
いない群で重要と思われるものとして [Kai17]を挙げておく.
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