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1. Seiberg-Witten方程式
１９８０年代にDonaldson [4]により,ゲージ理論におけるインスタントン方程式の４次
元トポロジーへの応用が見出されて以来, ゲージ理論は４次元, ３次元微分トポロジー
において最も強力な手法となり様々な研究がされてきた. １９９４年にはWitten [43]

によってSeiberg-Witten方程式が発見され, それ以降, Seiberg-Witten方程式が主に用
いられるようになった. Seiberg-Witten方程式の解のモジュライ空間は (４次元多様体
が閉多様体の場合) コンパクトになるという著しい性質があり, インスタントン方程式
よりも技術的に扱いやすいことが多い. ここでは, Seiberg-Witten方程式の応用を筆者
の研究に近い範囲で解説する. 最近の話題にも触れる.

３次元多様体, ４次元多様体はすべて向きがついているものとする. また, 断りがな
い限り連結であるとする.

Xを４次元微分多様体, gをXのRiemann計量とする. Hodge-*作用素

∗ : Ω2(X) → Ω2(X)

は∗2 = 1を満たす. Ω2(X)はX上の２次微分形式の空間である. よって, 分解

Ω2(X) = Ω+(X)⊕ Ω−(X)

がある. Ω±(X)は ∗の固有値±1の固有空間である. ω ∈ Ω2(X)をこの分解によって,

ω = ω+ + ω−とかいたとき, ω+は自己双対部分, ω−を反自己双対部分と呼ぶことに
する.

４次元多様体は常に spin-c構造を持つことが知られている. sをXの spin-c構造とす
る. sからスピノール束

S+ C2

→ X, S− C2

→ X

を得る. 行列式束L = detS+のU(1)接続Aを取ると, Dirac作用素

DA : Γ(S+) → Γ(S−)

を得る. DAは楕円型の一階偏微分作用素である. η ∈ Ω+(X)を一つ取る. ηで摂動され
たSeiberg-Witten方程式は次のようにかかれる.

DAϕ = 0,

F+
A + q(ϕ) = η.

(1)

ここで, F+
A = 1

2
(FA + ∗FA)は, 曲率FAの自己双対部分, q(ϕ)はϕに関する２次形式で

ある. これは, (A, ϕ) ∈ A×Γ(S+)に対する方程式である. AはLのU(1)-接続全体の空
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間, Γ(S+)はS+の切断の空間である. ゲージ群G = Map(X,U(1))がこの方程式の解に
次で作用している.

u(A, ϕ) = (A− 2u−1du, uϕ). (2)

Seiberg-Wittenモジュライ空間を

M(X, g, s, η) = { 方程式 (1) の解 (A, ϕ)}/G

と定義する. M(X, g, s, η)には, 適切なソボレフノルム L2
k により, 位相が入っている

ことにする. Seiberg-Wittenモジュライ空間の顕著な性質として, 次が知られている.

定理 1.1. Xを閉４次元微分多様体とする. このとき, M(X, g, s, η)コンパクトである.

(A, ϕ) ∈ A × Γ(S+)が ϕ ̸= 0を満たすとき, (A, ϕ)は既約であるという. GのA ×
(Γ(S+)\{0})上の作用は自由であり, Birr

s = {A×(Γ(S+)\{0})}/Gは (無限次元) Hilbert

多様体になっている. Birr
s は既約な (A, ϕ)のゲージ同値類の空間である. Hi(X)を調和

i形式の空間とする. b+(X)を自己双対調和2形式の空間 H+(X) = H2(X) ∩Ω+(X)の
次元とする.

定理 1.2. Xを閉４次元微分多様体とする.

(1) b+(X) > 0と仮定する. genericな η ∈ Ω+(X)に対して, M(X, g, s, η)はBirr
s の有

限次元部分多様体で

dimM(X, g, s, η) =
c1(L)

2 − σ(X)

4
− 1 + b1(X)− b+(X).

さらに, H1(X)⊕H+(X)の向きOを選ぶと, M(X, g, s, η)に向きが定まる.

(2) b+(X) > 1とする. このとき, genericなRiemann計量の族 {gs}s∈[0,1]と自己双対 2

次形式 {ηs}s∈[0,1]に対して,
⨿

s∈[0,1] M(X, gs, s, ηs)はBirr
s × [0, 1]の部分多様体であり,

境界は
−M(X, g0, s, η0)

⨿
M(X, g1, s, η1).

H1(X)⊕H+(X)の向きOを一つ固定する. b+(X) > 1とする. 定理 1.1 と 定理 1.2

から, ホモロジー類 [M(X, g, s, η)] ∈ Hd(B
irr
s ;Z)と同境類 [M(X, g, s, η)] ∈ ΩSO

d (Birr
s )

は g, ηに依存しない, (X, s)の微分同相不変量である. dはM(X, g, s, η)の次元.

2. Seiberg-Witten不変量
X × Birr

s 上の複素直線束Lを

L = detS+ ×G {A × (Γ(S+) \ {0})}

で定義する. さらに,

µ : H∗≤1(X;Z) → H∗(Birr;Z)

を
µ(α) = c1(L)/α

定義する.



命題 2.1.

H∗(Birr
s ;Z) ∼= ΛH1(X;Z)⊕ Z[U ].

ここで, U = µ(1), 1 ∈ H0(X;Z) ∼= Z. また, 右辺のΛH1(X;Z)はµ(α) (α ∈ H1(X;Z))
で生成される外積代数に対応する.

定義 2.2. H1(X)⊕H+(X)の向きを一つ固定する. (モジュライ空間M(X, g, s, η)に向
きが定まる. ) b+(X) > 1と仮定する. genericな ηを選んで, M(X, g, s, η)は多様体で
あるとする. このとき, Seiberg-Witten不変量を次で定義する.

SWX : Spinc(X)×

(⊕
d≥0

H0(X;Z)⊗d

)
⊕ ΛH1(X;Z) → Z

SWX(s; pt, . . . , pt;α1 · · · , αr) =

∫
M(X,g,s,η)

µ(pt) ∪ · · · ∪ µ(pt) ∪ µ(α1) · · · ∪ µ(αr).

M(X, g, s, η)の次元とµ(pt)∪ · · · ∪µ(pt)∪µ(α1)∪ · · · ∪µ(αr)の次数があってないとき
は, 0とする. 定理 1.2の下で述べたように, M(g, s, g, η)が定めるホモロジー類は g, η

に依存しないので, SWXはXの微分同相不変量となる.

定理 2.3 (Taubes). X を閉４次元シンプレクティック多様体で b+ > 1. sをシンプレク
ティック構造と整合的な概複素構造から誘導される spin-c構造とする. このとき,

SWX(s) ̸= 0.

一方, 次の消滅定理が知られている.

定理 2.4. Xは連結和分解X = X0#X1をもつとする. さらに, b+(X0), b
+(X1) > 0で

あるとする. このとき, SWXは恒等的に0である.

これらの２つの定理から, b+(X) > 1のシンプレクティック多様体Xは連結和分解
X = X0#X1, b

+(X0), b
+(X1) > 0を許さないことが分かる.

sgを gのスカラー曲率とする. Weitzenböck 公式

D∗
ADA = ∇∗

A∇A + F+
A + sg

を用いると, Seiberg-Witten方程式の解 (A, ϕ)に対して, 次が示せる.

∥ϕ∥L∞ ≤ 2max

{
0,−min

x∈X
sg(x) + 4∥η∥L∞

}
したがって, gが正スカラー曲率で, ηを十分小さくとっておくと, ϕ = 0になる. 一方,

定理 1.2より, M(X, g, s, η)が空集合でなければ, (A, ϕ)は既約つまりϕ ̸= 0. したがっ
て, M(X, g, s, η)は空集合. よって次を得る.

定理 2.5. b+(X) > 1, Xが正スカラー曲率を持つならば, SWXは恒等的に0.

系 2.6. Xがシンプレクティック多様体で b+(X) > 1ならば, Xは正スカラー曲率を持
たない.



その他のSeiberg-Witten方程式の４次元幾何学への応用としては, Kronheimer-Mrowka

によるThom 予想の解決 [25]やその一般化 [37]. さまざまな４次元多様体のエキゾチッ
ク可微分構造の発見 (例えば [7]), LeBrun, 石田氏 [28, 17, 16] によるアインシュタイ
ン計量を許容しない４次元多様体の構成, 山辺不変量, Ricci流への応用などがある. ま
た, 他の重要な応用として４次元多様体の交差形式への応用がある. これについては次
の節で述べる.

3. ４次元多様体の交差形式
４次元多様体の分類問題において大変重要な不変量が交差形式である. Xを連結な向
きの付いた閉４次元位相多様体とする.

QX : H2(X;Z)/Tor ⊗H2(X;Z)/Tor → Z, QX(α, β) = ⟨α ∪ β, [X]⟩

[X] ∈ H4(X;Z)は基本類である. QXは対称, ユニモジュラー２次形式であることが知
られている. ユニモジュラー２次形式とは, 対応する行列の行列式の値が±1となるこ
とである. また, ２次形式Q : Zr ⊗Zr → Zが, Q(α, α) ≡ 0 mod 2 (∀α ∈ Zr) を満たす
とき, Qは even typeであるといい, そうでないとき odd typeであるという. Freedman

が次を証明した.

定理 3.1 (Freedman [8]). Q : Zr ⊗ Zr → Zを ユニモジュラー２次形式とする.

1. Qがeven typeであるとき,単連結,有向,閉４次元位相多様体Xが存在し, QX
∼= Q

となる. このようなXは同相を除いてただ一つである.

2. Qが odd typeであるとき, 単連結, 有向, 閉４次元位相多様体X0, X1が存在し,

QX0
∼= Q ∼= QX1となる. このような位相多様体は同相を除いてただ２つのみで

ある. 更に, X0, X1の少なくとも１つは微分構造を持たない.

系 3.2. X0, X1を単連結, 有向, 閉４次元微分多様体でQX0
∼= QX1であるならば, X0と

X1は同相である.

このようにユニモジュラーな２次形式は単連結な閉４次元位相多様体の交差形式と
して実現される. 微分多様体の交差形式として実現されるかという問題がある.

定理 3.3 (Rohlin). Xがスピン, 閉４次元微分多様体ならば,

σ(X) ≡ 0 mod 16

である. ここで, σ(X)はQXの符号数. つまり, QXの正の固有値の数と負の固有値の
数の差である.

Xが単連結という仮定のもと, Xがスピンであるということと, QXが even typeで
あることは同値である. 代数的に, Q : Zr ⊗ Zr → Zがユニモジュラー２次形式で even

typeであるとするとσ(Q) ≡ 0 mod 8である.

例 3.4. E8を下の図とする.

•
e1

•
e3

•
e4

• e2

•
e5

•
e6

•
e7

•
e8



この図により, Z8上の２次形式E8が定まる. つまり, Z8をejたちで生成される群とし,

E8(ei, ei) = 2, ei, ej (i ̸= j)が線で結ばれているとき, E8(ei, ej) = −1, そうでないとき
E8(ei, ej) = 0とする. σ(E8) = 8である. よって, (2n− 1)(±E8)は単連結, 閉４次元位
相多様体の交差形式として実現されるが, 単連結, 閉４次元微分多様体の交差形式とし
ては実現されない.

定理 3.5 (Donaldson [4]). Xを閉４次元微分多様体とし, QXが負定値であるとする.

このとき, QXはZ上で対角化可能である.

QX
∼= diag(−1, . . . ,−1).

正定値の場合も同様である.

これは, もともとインスタントン方程式の解のモジュライ空間を用いて証明された.

Seiberg-Witten方程式を用いた別証明もある.

例 3.6. n(±E8)は閉４次元微分多様体の交差形式としては実現されない.

Donaldsonの結果とFreedmanの結果を組み合わせると次が示せる.

定理 3.7. R4はエキゾチックな微分構造をもつ. つまり, ある微分多様体Rが存在し
て, RとR4と同相であるが, 微分同相でない.

例えば [15]をみよ. n ̸= 4のとき, Rnはただひとつの微分構造しか持たないことが知
られていた. さらに, Taubes [41]はコンパクトでない多様体上のゲージ理論を用いて,

R4は非可算無限個の異なる微分構造を持つことを証明した. この証明は, インスタン
トン方程式を用いたものである. 筆者が知る限り, Seiberg-Witten方程式による証明は
ない.

次にユニモジュラー２次形式Q : Zr ⊗ Zr → Zが不定符号であるとする. もし, Qが
odd typeならば, Z上

Q ∼= diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1)

と対角化可能である. これは代数的な事実である. この場合は, CP2, −CP2の幾つか連
結和の交差形式としてQは実現される. ゆるい条件 (H1(X;Z)が2-torsionをもたない)

という条件のもと, QXが even typeであることと, Xがスピンであることは同値であ
る. また, 一般にXがスピンならば, QXは even typeである. スピン４次元微分多様体
の交差形式に関しては, 松本幸夫氏による次の予想がある.

予想 3.8 (Y. Matsumoto [36]). Xがスピン閉４次元微分多様体ならば

11

8
|σ(X)| ≤ b2(X)

が成立する.

もし, QXが正定値, または負定値ならば, Donaldsonの定理から b2(X) = σ(X) = 0

である. よって, この場合は予想は正しい. QXが不定符号の場合は, 古田幹雄氏により
Seiberg-Witten方程式を用いて, 次が示されている.

定理 3.9 (Furuta [11]). Xを閉スピン４次元微分多様体であり, QXが不定符号ならば

10

8
|σ(X)|+ 2 ≤ b2(X).

これは精密化されているが ([13]), 予想 3.8はまだ解かれていない.



4. Seiberg-Witten方程式の有限次元近似
Seiberg-Witten方程式は良い有限次元近似を持つことが示され, トポロジーへ応用があ
ることが古田氏によって示されている. 定理3.9 がその一つである. さらに, Bauerと古
田氏 [1] は 有限次元近似を用いてSeiberg-Witten不変量の精密化を, Seiberg-Witten方
程式が定める写像の安定ホモトピー類として構成した. この節では Seiberg-Witten方
程式の有限次元近似について述べる.

簡単のため, b1(X) = 0と仮定する. A0 ∈ Aを一つ固定する. Aは iΩ1(X)と同一視
できる. A ∼= iΩ1(X), A0 + ia ↔ ia. Seiberg-Witten方程式は写像

SW : i im d∗ ⊕ Γ(S+) → iΩ+(X)⊕ Γ(S+), (ia, ϕ) 7→ (F+
A0+ia + q(ϕ), DA0+aϕ)

を与える. ただし, d∗ : Ω2(X) → Ω1(X)は外微分 dの形式的共役である. Γ(S±)に,

U(1)が複素数の掛け算で作用する. im d∗,Ω+(X)への作用は自明とする. この作用に
関してSWはU(1)同変であり,

SW−1(0)/U(1) = M(X, g, s, η = 0).

となる. この写像は次の分解を持つ

SW = L+ C, L = (d+, DA0), C = SW − L.

LはSW写像の線形部分で, Fredholm作用素である. d+ : Ω1(X) → Ω+(X)は外微分 d

と自己双対部分への射影の合成. QはSW写像の非線形項である. Cはコンパクト写像
である. LはFredholm作用素であるから, 有限次元部分空間

U ⊂ iΩ+(X)⊕ Γ(S−)

が存在して
imL+ U = iΩ+(X)⊕ Γ(S−).

UのLによる逆像をU ′とかく.

U ′ = L−1(U) ⊂ i im d∗ ⊕ Γ(S+).

LのFredholmであることから, U ′も有限次元であることが分かる. 有限次元ベクトル
空間の間の写像

fU = pU ◦ SW |U ′ : U ′ → U

を考える. ここで, pUはUへの (適切な内積に関する) 射影である. M(X, g, s, η = 0)

はコンパクトであるから (定理 1.1), ある大きいR > 0が存在して

SW−1(0) ⊂ B(i im d∗ ⊕ Γ(S+), R/2) (3)

となる. ここで, 右辺は半径 R
2
の閉円板である.

命題 4.1. 十分小さい ϵ > 0が存在して, Uが十分大きいとき, x ∈ S(U ′, ϵ)に対して

∥fU(x)∥ ≥ ϵ.

ここで, S(U,R)は半径Rの球面である.



Proof. もし, 主張が正しくないとすると, ある列Un ⊂ Ω+(X)⊕ Γ(S−), xn ∈ S(U ′
n, R)

が存在して, fUn(xn) → 0. S(U ′
n, R)は U ′

nの中の半径Rの球面. Lが Fredholm作用
素であること, Cがコンパクト写像であることを使うと, ある部分列が存在して, xnは
x ∈ SW−1(0)に収束する. ∥xn∥ = Rであるから, ∥x∥ = Rとなる. これは (3)に反する.

この命題から有限次元球面の間のU(1)-同変写像を得る.

f+
U : (U ′)+ = B(U ′, R)/S(U ′, R) → U+ = B(U, ϵ)/S(U, ϵ).

f+
U の (適当な意味での) 安定ホモトピーはUによらず, f+

U の安定ホモトピー類はXの
不変量となっている. その不変量を

ΨX,s ∈ lim−→
U

[(U ′)+, U+]
U(1)
0

とかく. [(U ′)+, U+]
U(1)
0 は基点を保つU(1)同変写像のホモトピー類の集合である. ΨX,s

を安定ホモトピー Seiberg-Witten不変量と呼ぶことにする. 通常の SW不変量 (定義
2.2) はf+

U の適切な意味でのf+
U の写像度として再現される.

b1(X) > 0のときは, Pic(X) = H1(X;R)/H1(X;Z)上のベクトル束の間の写像とし
て fUが定義され, ΨX,s = [f+

U ]はPic(X)上のベクトル束の一点コンパクト化の間の写
像のU(1)同変安定ホモトピー類として定義される.

安定ホモトピーSeiberg-Witten不変量の次の非消滅定理がある.

定理 4.2 (Bauer [2]). Xj を閉４次元シンプレクティック多様体で, b1 = 0, b+ ≡ 3

mod 4とする. sjをXjのシンプレクティック構造と整合的な概複素構造から誘導され
る spin-c構造とする. このとき,

ΨX1#X2,s1#s2 , ΨX1#X2#X2,s1#s2#s3 ̸= 0.

さらに, b+(X1) + b+(X2) + b+(X3) + b+(X4) ≡ 3 mod 8なら

ΨX1##X4,s1#···#s4 ̸= 0.

b+ > 0の４次元多様体の連結和に対して, Seiberg-Witten不変量は自明であった (定
理 2.4). この非消滅定理は安定ホモトピー Seiberg-Witten不変量が Seiberg-Witten不
変量よりも真に強力な不変量であることを示している.

一方,安定ホモトピーSW不変量は計算が難しく,特にb1 > 0の場合, ΨX,sが定義され
ている安定ホモトピー群が非常に具体的計算が難しい. そこで筆者はfUにPontryagin-

Thom構成の変種を適用することにより, （情報量は落ちるかもしれないが) より計算
がし易い, 次の不変量を定義した.

SW spin
X (s) = [M(X, g, s, η)] ∈ Ωspin

d

定義の概略は, fUを用いてモジュライ空間M(X, g, s, η)にスピン構造を定義し, そのス
ピン同境類が不変量SW spin

X (s)である. この構成を行うには spin-c構造 sが次の条件が
満たす必要がある.

c1(s)
2 − σ(X)

8
≡ 0 mod 2,

1

2
⟨c1(s) ∪ α ∪ β, [X]⟩ ≡ 0 mod 2 (∀α, β ∈ H1(X;Z)).



定理 4.3 ([38, 18]). Xjを閉４次元シンプレクティック多様体で b+(Xj) − b1(Xj) ≡ 3

mod 4であるとする. sjをシンプレクティック構造と整合的な概複素構造が誘導する
spin-c構造とする. このとき,

SW spin
X1#X2,s1#s2

̸= 0 ∈ Ωspin
1 = Z2, SW spin

X1#X2#X3,s1#s2#s3
̸= 0 ∈ Ωspin

2 = Z2.

この定理は, 定理 4.2の前半部分を b1 > 0へ拡張している. SW spin
X1#···#X4,s1#···#s4

は
Ωspin

3 = 0の元で, 自明になるので, 定理4.2の後半部分は拡張されていない.

定理4.3 の応用として, 石田政司氏と次のことを示した. [19]

• Xをスピンでない, 単連結, 閉４次元シンプレクティック多様体で b+ ≡ 3 mod 4.

g, hを奇数とする. このとき,

X#Σg × Σh

に同相であるが微分同相でない４次元多様体が存在する. ここで, Σgは種数 gの
閉曲面である.

• Xを単連結, 閉４次元シンプレクティック多様体とする. g, hを奇数とする. この
とき l1, l2が十分大きければ

X#Σg × Σh#l1(S
1 × S3)#l2(−CP2)

はアインシュタイン計量を持たない.

• 山辺不変量やPerelman によって導入された不変量の変種の計算

5. Seiberg-Witten-Floer理論
5.1. Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型

閉４次元多様体上のSeiberg-Witten理論を境界付き４次元多様体へ拡張するためには,

Seiberg-Witten-Floer理論が必要になる. Y を閉３次元多様体, sをY 上の spin-c構造と
し, Y ×R上のSeiberg-Witten方程式を考える. Y ×R上のSeiberg-Witten方程式の解
は, 無限次元多様体上のChern-Simons-Dirac汎関数

CSD : Bs → R (またはR/Z)

のgradient trajectory に対応する. つまり, x : R → Bsに対する方程式

dx

dt
(t) = −∇CSD(x(t))

が Y × R上の Seiberg-Witten方程式になっている. Kronheimer-Mrowka [26] はCSD

のMorseホモロジーとして, Seiberg-Witten-Floerホモロジーを定義し, Seiberg-Witten

不変量を境界付き多様体へ拡張することに成功している. Seiberg-Witten-Floerホモロ
ジーはSeiberg-Witten不変量の計算やトポロジーへの応用をもつ (例えば [27]).

b1(Y ) = 0のとき, Manolescu [32]はY ×R上の方程式の有限次元近似と Conleyの理
論を組み合わせることにより, Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型SWF (Y, s)を定
義した. 粗くいうと, SWF (Y, s)はU(1)-作用を持つ基点付き位相空間 (でCW複体にホ



モトピー同値)である. U(1)同変ホモロジー H
U(1)
∗ (SWF (Y, s))がKronheimer-Mrowka

のFloerホモロジーに同型であることが示されている [29]. この意味で, SWF (Y, s)は
Floerホモロジーを精密化したものである. さらに, XがY を境界してもつコンパクト
４次元多様体のとき, 安定ホモトピーSW不変量

ΨX,s ∈ lim−→
U

[(U ′)+, U ∧ SWF (Y, s)]
U(1)
0

を定義される.

b1(Y ) > 0の場合, Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型の構成には, b1(Y ) = 0の
場合にはない困難が現れる. b1(Y ) = 1の場合は, Kronheimer-Manolescu [24], 一般の
b1(Y ) > 0の場合にはLin-Khandhawit-筆者 [22]によって構成された.

Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型の構成の概略を述べる. そのために, Conley

の理論を簡単に説明する. 有限次元多様体Z上に滑らかなflow

φ : Z × R → Z

が与えられたとする. A ⊂ Zに対して, InvA = {z ∈ Z|φ(z,R) ⊂ A}とかく. S ⊂ Zに
対して, あるコンパクト集合A ⊂ Zが存在し

S = InvA ⊂ IntA

となっているとき, S を isolated invariant setとよぶ. IntAは Aの内部. Conleyは
isolated invariant set Sに対して, 次の条件をみたすコンパクト集合N,L, L ⊂ N ⊂ A

が存在することを示した.

1. S = Inv(N \ L)

2. LはNの出口集合. つまり, z ∈ N , t > 0, φ(z, t) ̸∈ Nならば, ある t′ ∈ [0, t)が存
在して, φ(z, t′) ∈ L.

3. LはNに関して, positively invariant setである. つまり, z ∈ L, t > 0, φ(z, [0, t]) ⊂
Nならば, φ(z, [0, t]) ⊂ Lである.

上の条件を満たす (N,L)は一つではないが, 商N/Lの基点付きホモトピー型は up

to canonical homotopy equivalencesで一つに定まる. I(S) = N/L (の基点付きホモト
ピー型) をSのConley indexとよぶ.

例 5.1. φがZ上のMorse関数のgradient flowだとして, SがMorse index kの臨界点で
あったとする. このとき, I(S) = Skである. この例から, Conley indexはMorse index

の精密化ということができる.

Y を閉 3次元多様体で b1(Y ) = 0, g, sを Y 上のRiemann計量, spin-c構造とする.

Y × R上のSeiberg-Witten方程式は, x = (a, ϕ) : R → V := i ker d∗ ⊕ Γ(S)に対する方
程式

∂x

∂t
(t) = −(l + c)x(t)

とかける. l = (∗d,DA0), cは非線形な写像である. lは self-adjoinな作用で, cはよいコ
ンパクト性を持っている. 形式的には, 上の方程式が V 上の flowを定めている. (しか



し, V は無限次元であるので 上の方程式が実際に解を持つかどうかは分からない.) 上
の方程式を有限次元近似し, 有限次元上のflowを得てConleyの理論を適用することで
Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型を得る.

有限次元近似の仕方は次のとおりである. lは self-adjointなので固有値は実数であり,

V は lの固有空間で分解できる. λ, µ ∈ R, λ < µに対して V µ
λ を固有値が [λ, µ)の中に

ある固有ベクトルで貼られるV の部分空間とする. このとき, V µ
λ は有限次元になる. pµλ

をV µ
λ へのL2-射影とする. 上の方程式の有限次元近似

x : R → V µ
λ ,

∂x

∂t
= −(l + pµλc)x(t)

を考えると, V µ
λ 上のflow

φµ
λ : V µ

λ × R → V µ
λ

を得る.

Seiberg-Wittenモジュライ空間のコンパクト性を利用して次を示すことができる.

命題 5.2. R ≫ 0をとると, λ ≪ 0, µ ≫ 0に対して,

InvB(V µ
λ , R) ⊂ IntB(V µ

λ , R)

となる. つまり, InvB(V µ
λ , R)は isolated invariant setである.

よって, Conley index Iµλ = I(B(V µ
λ , R)) を得る. このままだと, λ, µやRiemann 計

量に依存し, ３次元多様体の不変量になっていない. 適当な意味でdesuspension

SWF (Y, s) = Σ−(V 0
λ⊕Cn(Y,g,s))Iµλ (4)

をとると, λ, µ, gに依存しない (Y, s)の不変量を得る. n(Y, g, s) ∈ Qはある有理数で,

Cn(Y,g,s)は, 次元がn(Y, g, s)の形式的な複素ベクトル空間である. (4)を正当化するため
には, 適切な安定ホモトピー圏を導入する必要があるが, ここではその説明は割愛する.

b1(Y ) > 0の困難は以下のようなものである. ゲージ群 G = Map(Y, U(1)) は次の分
解をもつ G = Gid×H1(Y ;Z). Gidは単位元成分で Gid = {eif |f : Y → R}. b1(Y ) > 0だ
とH1(Y ;Z)が無限次元空間V = i ker d∗⊕Γ(S)に作用している. 問題は, H1(Y ;Z)が有
限次元近似V µ

λ を保たないということである. もし, H1(Y ;Z)作用がV µ
λ を保ち, 商空間

V µ
λ /H

1(Y ;Z)を得られたならば, V µ
λ /H

1(Y ;Z)上のflowに対してConleyの理論を適用
することによって, SWF (Y, s)が定義されるはずだが, その方法はうまくいかない. 一
つの方法は以下のとおりである. 有限次元近似を取る前に商Q = V/H1(Y ;Z)を考える
と, QはPic(Y ) = H1(Y ;R)/H1(Y ;Z)上のHilbert束になる. そこで, Qの十分大きい
有限次元部分束F → Pic(Y )を選び, CSDが誘導するF上のflowに対してConleyの理
論を適用することによって, SWF (Y, s)を定義するというのがその方法である. Conley

の理論を適用できる状況にするためには, Fが適切な条件を満たす必要があり, 実際そ
のような部分束が存在するかは非自明な問題である. 現在, その適切な条件をみたすよ
うな部分束の構成を研究しているところである.

もう一つの方法は, H1(Y ;Z)作用の商をとらずに, V µ
λ 上のflowにConleyの理論を適

用することである. V µ
λ 上で考えると, H1(Y ;Z)の作用の商を取っていない分, Y ×R上の

Seiberg-Witten方程式の解のコンパクト性が悪くなり,命題 5.2に対応する命題が得られ
ない. しかし, Khandhawit, Lin, 筆者 [22]はこの困難を解決して, Seiberg-Witten-Floer

安定ホモトピー型を一般の３次元多様体に対して定義した.



5.2. Seiberg-Witten-Fleor安定ホモトピー型の応用

Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型の応用を幾つか挙げる.

SWF (Y, s)から, Froyshov不変量 [9] という不変量を取り出すことができる. (もと
もとは Seiberg-Witten-Floerホモロジーを用いて定義された.) Y をホモロジー３球面
とする. spin-c構造は (同型を除いて) ただひとつである. sを記号から省略する. 引き
続き, IµλをB(V µ

λ , R)のConley indexとする. U(1)-不動点集合 (V µ
λ )

U(1) = V µ
λ ∩ i ker d∗

上では, φµ
λは線形写像 lで生成されるflowになっている. このことから, 例 5.1 により,

(Iµλ )
U(1) ∼ V 0

λ (R)+ = V 0
λ (R) ∪ {∞}.

ここで, V µ
λ (R) = V µ

λ ∩ i ker d∗とかいた. したがって, i : (Iµλ )
U(1) ↪→ Iµλを包含写像とす

ると,

H̃
∗+dimV 0

λ (R)
U(1) (Iµλ ;Z)

i∗→ H̃
∗+dimV 0

λ (R)
U(1) (V 0

λ (R)+;Z) = H̃∗
U(1)(S

0;Z) = Z[U ].

よって,

im i∗ = (Uh′(Y,λ,µ,g)) ⊂ Z[U ]

となる h′(Y, λ, µ, g) ∈ Z≥0が存在する.

h(Y ) := h′(Y, λ, µ, g)− dimV µ
λ (C)− n(Y, g) ∈ Z

とおくと, h(Y )はY の不変量になる. n(Y, g) ∈ Zは (4)に現れた数である. ホモロジー
３球面では, n(Y, g)は整数になる. また, V µ

λ (C) = V µ
λ ∩ Γ(S+)とかいた.

定理 5.3 ([9]). Xをコンパクト４次元多様体でX = −Y0

⨿
Y1, b

+(X) = 0であるとす
る. Y0, Y1はホモロジー３球面とする. このとき, characteristic class ĉ ∈ H2(X;Z)に
対して

ĉ2 + b2(X)

8
+ h(Y0) ≤ h(Y1)

となる. ここで, ĉがcharacteristic classとは,全てのα ∈ H2(X;Z)に対して, QX(ĉ, α) ≡
QX(α, α) mod 2となることである.

Proof. c1(det Ŝ
+) = ĉとなるX上の spin-c構造 ŝをとることができる. X上のSeiberg-

Witten方程式の有限次元近似を用いて, U(1)-同変写像

f : (Ra ⊕ Cb+k)+ ∧ SWF (Y0) → (Ra ⊕ Cb)+ ∧ SWF (Y1).

ここで k = indDÂ0
= ĉ2+σ(X)

8
= ĉ2+b2(X)

8
. b+(X) = 0より, d+ : Ω1

CC(X) → Ω+(X) は
同型写像であることがわかる. Ω1

CC(X)はX上のある境界条件を満たす1次微分形式の
空間. これを用いると, U(1)不動点集合への制限

fU(1) : (Ra)+ → (Ra)+

はホモトピー同値である. さらに次の可換図式がある:

H̃∗
U(1)((Ra ⊕ Cb+k)+ ∧ SWF (Y0);Z)

i∗

��

H̃∗
U(1)((Ra ⊕ Cb)+ ∧ SWF (Y1);Z)f∗

oo

i∗

��

H̃∗
U(1)((Ra)+;Z) H̃∗

U(1)((Ra)+;Z)
(fU(1))∗

∼=oo

(Z[U ])[a] (Z[U ])[a]



(Z[U ])[a]はZ[U ]の次数をaだけずらしたものである. この図式から, 次が分かる

(Uk+h(Y0)) ⊃ (Uh(Y1)).

よって主張を得る.

Xを閉４次元多様体で, QXが負定値であるとする. X ′ = X \D4
⨿

D4とすると, 境
界がS3

⨿
S3の 4次元多様体を得る. h(S3) = 0であることが知られている. 上の定理

から, 任意の characteristic class ĉに対して ĉ2 + b2(X) ≤ 0 を得る. Elkiesの定理 [5]

と組み合わせると, QXはZ上で対角行列diag(−1, . . . ,−1)に同型であることが示され,

Donaldsonの定理 3.5を得る. 定理5.3は Donaldsonの定理を拡張した定理と言える.

定理 3.9も境界付きスピン４次元多様体へ拡張することができる [12], [33]. ただし,

境界の連結成分はホモロジー３球面であるとする. Froyshov不変量のPin(2)-同変K理
論版を用いる. ここで, Pin(2) = U(1)

⨿
U(1)j ⊂ H. スピン構造に対応する Seiberg-

Witten方程式はPin(2)同変になっている [11]. IµλのU(1)-不動点への制限を考えるこ
とにより, KPin(2)(I

µ
λ )よりイデアルI ⊂ KPin(2)(pt)を得る. このIから数値的な不変量

κ(Y )を定義できる. 定理 5.3と同様の議論により, 定理 3.9の境界付き多様体への拡張
を示すことができる. 今, b+(X) ̸= 0であるから, fU(1)はホモトピー同値でない. 代わ
りにPin(2)不動点集合への制限 fPin(2) がホモトピー同値なっていて, 定理 5.3の証明
の中と同様の図式を得る. この結果は KO理論を用いて精密化されている [31]. また,

境界が一般の３次元多様体の場合へ拡張される予定である ([23]).

Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型の別の応用は, Manolescu [34] による位相多
様体の三角形分割に関する予想の否定的解決である. その予想は位相多様体は三角形分
割できるだろうという予想である. １次元,２次元,３次元位相多様体は微分構造を持つ
ので三角形分割可能である. ４次元の場合にはFreedmanのE8多様体が反例であること
が知られていた. ５次元以上が未解決であったが, ManolescuはH∗

Pin(2)(SWF (Y );Z2)

から得られるFroyshov型不変量α(Y ), β(Y ), γ(Y )を定義し, β(Y )の性質と松本堯生氏
[35], Galewsiki-Stern [14] の仕事を組み合わせる事で, 予想を否定的に解決した. ５以
上の各次元に三角形分割できない位相多様体が存在すること示された.

Manolescuが定義した不変量α(Y ), β(Y ), γ(Y )を用いて, Stoffregen [39, 40]はSeifert

多様体にホモロジー同境でないようなホモロジー３球面の例を構成した. さらに, ホモ
ロジー３球面のなすホモロジー同境群Θ3が無限生成であることを示している. これは,

古田氏 [10], Fintushel-Stern [6]がインスタントン方程式で証明した定理の別証明であ
る. また, [30]にはα(Y ), β(Y ), γ(Y )の構成の別のアプローチがかいてある.

6. Seiberg-Witten理論と非可換幾何学
加藤毅氏, Hang Wang, 筆者は非可換幾何学 [3]で発展した道具やテクニックを用いて,

４次元多様体の基本群π1Xの情報を取り込んだSeiberg-Witten理論の精密化を試みて
いる. Seiberg-Witten理論と非可換幾何学を組み合わせた研究は, 加藤氏 [20] の研究が
始まりである. また, インスタントン方程式と非可換幾何学の組み合わせは, [21]におい
て加藤氏, H. Wang, 筆者が議論している. 現在, 非可換幾何学を用いたSeiberg-Witten

不変量の精密化や π1Xが自明でないときの交叉形式QXの研究, Froyshov型不変量の
精密化を研究している.
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