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1. 導入
1.1. 問題
現在取り組んでいる研究のテーマは，「Teichmüller空間論における複素解析学的側面
と位相幾何学的側面の統一化」である．現在は，Teichmüller空間上の正則関数の位相
幾何学的側面からの取り扱いについての定式化を考えている．この章では研究の背景
も含めてこの問題について説明する．言葉の定義は後の章で与える．なお，ここでの
議論は便宜上閉曲面の Teichmüller空間で考えているが，解析的有限型の Teichmüller
空間に対しても同様の議論が可能である．

1.1.1. Teichmüller空間
以下，g ≥ 2として考える．種数 gの向きづけられた閉曲面をΣgとする．種数 gの閉
Riemann面Xと向きを保つ同相写像 f : Σg → X の対 (X, f)を標識付きRiemann 面
と呼ぶ．2つの標識付きRiemann面 (X1, f1)と (X2, f2)に対して h ◦ f1と f2がホモト
ピックになるような双正則写像 h : X1 → X2が存在する時，(X1, f1)と (X2, f2)はTe-
ichmüller同値であるという．種数 gのTeichmüller空間Tgは標識付きRiemann面の
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Teichmüller同型類である．Riemann面の擬等角変形から自然に定義されるTeichmüller
距離により距離位相が定義される．この位相の下で TgはR6g−6と同相である．そして，
写像類群Modg （Teichmüller 空間に作用する群としてはTeichmüller modular 群と呼
ばれる）による固有不連続な作用が自然に定義され，その商空間はRiemannのモジュ
ライ空間となる（[10]）．

1.1.2. 複素解析的側面

擬等角写像に関する Ahlfors-Bers理論により Teichmüller 空間には複素構造が入る．
この複素構造による無限小構造は小平-Spencer理論から定まる無限小構造と一致する
（[10]）．Teichmüller空間はStein多様体であり，さらに超凸（hyperconvex）である（[16],
[36], [29]）．この複素構造に関して写像類群Modgの作用は複素解析的である．

Teichmüller空間の点（基点）x0 = (M0, f0) ∈ Tg を固定する時，Riemann面M0上
の擬 Fuchs群をモノドロミー群にもつ射影構造に対して，それから定まる単射な展開
写像の Schwarz微分を対応させることにより，TgにはBers埋め込みと呼ばれるM0上
の正則 2次微分の空間Qx0

∼= C3g−3への複素解析な埋め込みが定義される（[1]）．この
とき TgはC3g−3内の有界領域と双正則同型となる．Bers埋め込みの像は擬凸領域であ
るが，さらに多項式凸であることも知られている（[32]）．

Bers埋め込みによる像の閉包 T B,x0

g を Teichmüller空間のBersのコンパクト化と
呼び，その境界 ∂x0

B TgをBers境界と呼ぶ（[2]）．Bersのコンパクト化はTeichmüller空
間の「複素解析学的な」コンパクト化（の一つ）と考えられる．

1.1.3. 位相幾何学的側面

Teichmüller 空間は標識付きRiemann面の同値類であるので，その無限遠（理想境界）
は標識付きRiemann面の退化現象から現れる対象により描写される．ここでは位相幾
何学的な退化現象を Thurston理論を用いて描写する．標識付き Riemann面を考える
利点は，基礎曲面Σgの全てのホモトピー不変な位相幾何学的情報が標識を通すことに
より全ての Riemann面に伝達されることである．基礎曲面 Σg上の非自明な単純閉曲
線のホモトピー類の全体を S とする．この時，全ての標識的Riemann面の上に，標識
を通して Sの元に対応する単純閉曲線のホモトピー類が同時に定義される．

Riemann面上には自然に双曲構造があり，単純閉曲線のホモトピー類の中に閉測地線
が一意的に存在する．閉測地線の長さは等角不変量である．Teichmüller空間の点を閉
測地線の長さを用いてS上の関数とみなし，その射影化を考えることによりTeichmüller
空間のコンパクト化が定義される．これをThurstonのコンパクト化という（[6]）．
重み付き単純閉曲線の空間はWS = {tα | t ≥ 0, α ∈ S} 交点数関数を用いること

により S上の関数とみなすことができる．S上の関数の全体に各点収束の位相を入れ，
その関数空間の中でのWSの閉包MLを測度付き測地線層の空間という．その射影化
PMLを射影的測度付き測地線層の空間と呼ぶ．Thurstonのコンパクト化の理想境界
はPMLであり，定義からPMLはSのような位相幾何学的な対象を含む．このため，
このコンパクト化は「位相幾何学的」なコンパクト化と考えることができる．

1.1.4. 複素解析的側面と位相幾何学的側面の関係

ここで問題はTeichmüller空間論における複素解析学的側面と位相幾何学的側面上記の
ように，Teichmüller空間は（少なくとも）「複素解析学」と「位相幾何学」の 2つの立
場からコンパクト化が定義される．これらのコンパクト化は全く異なるものであるが，
ある部分においては関係している．
複素解析的埋め込みであるBers埋め込みの像の各点には擬Fuchs群が対応し，Bers

境界の各点は擬Fuchs群が退化した対象が現れる．これらは b-群と呼ばれるKlein群で
ある（[2]）．一般にBersのコンパクト化は基点の取り方に依存する．実際，Teichmüller
空間上の恒等写像は基点の異なる Bersのコンパクト化の間の同相写像に拡張しない



（[13]）．しかし，Bers境界 ∂x0
B Tg内の，放物元を含む b-群の全体をAPTx0と書くとき，

Bers境界内の部分集合 ∂x0,m
B Tg = ∂x0

B Tg \APTx0は次の意味で基点の取り方によらない．
閉曲面Σg上の単純閉曲線から定義される曲線複体（curve complex）CgはGromov

双曲的であり，そのGromov 境界 ∂CgはΣgを充満（filling up）する極小（minimal）な
測地線の全体と同一視される（[20], [14], [9]）．つまり，Thurstonのコンパクト化の境
界PMLの中の，その台がΣgを充満する極小な測地線の全体をMPMLと記すとき，
横断測度を忘れることで自然に定義される連続閉写像である射影

Π: MPML → ∂Cg (1)

が定まる（[14], [9]）．一方，Thurstonの 2重極限定理（[34], [30]）および終層（ending
lamination）予想の解決（[21], [4]）により，写像 (1)を通して得られる端不変量（終層）
から定まる自然な同相写像

Φ: ∂Cg → ∂x0,m
B Tg (2)

が定義される（例えば [31]，[18]を見よ．）．

1.2. 現在の研究について
Stein多様体上の複素構造は多様体上に定義される正則関数の空間の構造により本質的
に理解される（[11])．上記に見るように，Teichmüller空間の理想境界には位相幾何学
的側面が見られる．現在は，写像 (2)を通して正則関数の境界値を位相幾何学的側面か
ら研究するための土台作りをしている．
上に記したように，Krushkalにより，Bers埋め込みの像はQx0

∼= C3g−3 内の有界
超凸領域であることが示されている．従って，Demaillyの結果（[5]）から，多重複素
Green関数 gTg(x, y)が一意的に定義される．つまり，

gTg(x, y) = sup{u(y) | u ∈ PSH(Tg), u ≤ 0, u(w) = log |x− w|+O(1)}

である（[15]）．ただしPSH(Tg)はTeichmüller空間上の多重劣調和関数の全体を表す．

ここで，ux = gTg(x, · )とするとき，任意の V ∈ PSH(Tg) ∩ C0(T B,x0

g )に対して

V (x) =

∫
∂
x0
B Tg

V (φ)dµx0
x (φ) +

1

(2π)3g−3

∫
Tg
|ux|ddcV ∧ (ddcux)

3g−4 (3)

を満たすような，Bers境界 ∂T B,x0
g に台を持つ多重複素調和測度 {µx0

x }x∈Tg が定義され
る．特に f ∈ O(Tg) ∩ C0(T B,x0

g ) に対して，積分表示

f(x) =

∫
∂
x0
B Tg

f(φ)dµx0
x (φ) (x ∈ Tg) (4)

を得る．ただしO(Tg)は Tg上の正則関数の全体を表す．

1.2.1. 主定理（その１）
次が成立する（[27]）．

定理 1.1 (Levi形式). y0 = (N0, g0) ∈ Tgおよびx0 ∈ Tg \{y0}を固定する．そして y0か
ら x0へのTeichmüller写像の始微分Qx0が一般的であると仮定する．ここで v ∈ Tx0Tg

および f(0) = x0, f∗(∂/∂λ) = vを満たす正則円板 f : {|λ| < δ} → Tgに対して，y0か
ら f(λ)へのTeichmüller写像の始微分Qf(λ)が，

Qf(λ) = Qx0 + λψ1[v] + λψ2[v] + o(|λ|) (λ→ 0)



を満たすとする．このとき，関数 Tg ∋ x 7→ log tanh dT (y0, x)の x0に対して

L(log tanh dT (y0, · ))[v, v] =
∂2

∂λ∂λ
log tanh dT (y0, f(λ))

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
N0

|ψ1[v]|2 − |ψ2[v]|2

4|Qx0|

が成立する．

実際，ここでは触れないがLevi形式はThurstonのシンプレクテック形式を用いて表
現することが可能である．上記の計算により次のKrushkalの公式の別証明が得られる．

定理 1.2 (Krushkalの公式（[17]）). y0 ∈ Tgを極に持つTeichmüller空間上の多重調和
Green関数は

gTg(y0, x) = log tanh dT (y0, x) (x ∈ Tg)

を満たす．

1.2.2. 多重複素調和測度

Demailly [5]に従ってTeichmüller空間 Tg上の距離 δTg を

δTg(x, y) = lim sup
z→∂

x0
B Tg

∣∣∣∣gTg(x, z)gTg(y, z)

∣∣∣∣
と定義する．定理 1.2とDemaillyの結果（[5, Théorème 5.3]）により次を得る．

系 1.1 (Demaillyの距離). δTg(x, y) = 2dT (x, y)である．従って，任意の x, y ∈ Tgに対
して

e−(6g−6)dT (x,y)µx0
x ≤ µx0

y ≤ e(6g−6)dT (x,y)µx0
x

が成立する．

ただし µx0
x と µx0

y が互いに絶対連続であることは既にDemaillyにより一般の有界超
凸領域に対して示されている．また，上記の距離 δTg(x, y)が小林距離と関係する不変
距離であるかどうかは一般にはわからない（[5, Théorème 7.4]）．
次のことは比較的簡単に確認できる．

命題 1.1 (カスプの多重複素調和測度). 任意の x ∈ Tg に対して，µx0
x (APTx0) = 0で

ある．

従って，写像 (2)を用いることにより積分表示 (4)は

f(x) =

∫
∂
x0,m
B Tg

f(φ)dµx0
x (φ) =

∫
∂Cg

f(Φ(a))dΦ∗(µ
x0
x )(a) (5)

（f ∈ O(Tg) ∩C0(T B,x0

g )）となる．故に，写像 (2)を通すことにより正則関数の位相幾
何学的な側面が見えて来ると期待する．

1.2.3. Poisson核

φ ∈ ∂x0,m
B Tg = ∂x0

B Tg \ APTx0 について，φに対応する（標識付き）Klein群の終層が
一意エルゴード的な測度付き測地線層 Fφ の台となっているような全退化群であると
き，φを（簡単に）一意エルゴード的な全退化群と呼ぶ．∂x0,ue

B Tg ⊂ ∂x0,m
B Tg を一意エ

ルゴード的な全退化群のなす集合とする．



定理 1.3. 上記の記号のもとで，任意の x, y ∈ Tgに対して，

dµx0
y (φ) =

(
Extx(Fφ)

Exty(Fφ)

)dimC Tg
dµx0

x (φ) (a.e. φ ∈ ∂x0,ue
B Tg) (6)

が成立する．ただし，Extx(F )はF の xにおける極値的長さであり，“a.e.”はある µx0
x

（従って {µx0
x }x∈Tg 内の全ての測度）に関して考えている．

定理 1.3の証明には極値的長さの幾何学（[23], [24], [26], [25]）が用いられる．ここ
で，Demailly（[5, Théorème 5.4]）により多重調和Poisson核

Px0 : Tg × Tg × ∂x0
B Tg → R≥0

の存在が示されていることに注意する．つまり，Px0 は可測関数で，ほとんど全ての
φ ∈ ∂x0

B Tg （{µx0
x }x∈Tg）の各測度に関して）について

Tg × Tg ∋ (x, y) 7→ Px0(x, y, φ)

は連続かつPx0(x, x, φ) = 1（x ∈ Tg）を満たし，

dµx0
y (φ) = Px0(x, y, φ)dµx0

x (φ) (x, y ∈ Tg, a.e. φ ∈ ∂x0
B Tg)

が成立する．従って，上記の問題の解決には多重調和Poisson核の表示もしくは性質を
調べる必要がある. 定理 1.3から，極値的長さの比により多重調和 Poisson核が表示さ
れることが期待される．実際，定理 1.3により

Px0(x, y, φ) =

(
Extx(Fφ)

Exty(Fφ)

)dimC Tg
(x, y ∈ Tg, a.e. φ ∈ ∂x0,ue

B Tg)

である．

1.3. トーラスのTeichmüller空間における状況
トーラスの Teichmüller空間は複素平面内の単位円板と同一視される（Bers埋め込み
とは異なる）．実際，Γτ を 1と τ ∈ Hにより生成されるC上の（生成元（標識）付き）
格子とする．標識付きトーラスC/Γτ と x(τ) = (i − τ)/(i + τ) ∈ Dに対応させること
により Teichmüller空間を単位円板と同一視する．Σ1 = C/Γiとして (0, 0)と (−p, q)
（p, q ∈ Zは互いに素かつ q ≥ 0）を結ぶ線分に対応する Σ1上の単純閉曲線を Cp/qと
書く．曲線 Cp/qの射影類と x(p/q) = (p − qi)/(p + qi) ∈ ∂Dを同一視することにより
∂Dとトーラスの場合の PMF は同一視される．この同一視の下で，[Fθ] ∈ PMF を
eiθ ∈ ∂D に対応する射影的測度付き測地線層とする．
今は複素 1次元で考えているので，多重複素Green関数や多重複素調和測度は単位

円板上の（通常の）Green関数や調和測度と一致する（[5, Examples 5.9, 5.11]）．従っ
て x0 = x(i) = 0 ∈ D ∼= T1に対して，

dµx0
x (eiθ) =

1

2π

1− |x|2

|eiθ − x|2
dθ (x ∈ D ∼= T1) (7)

である．一方，標識付きRiemann面 x = x(τ)における曲線Cp/qの極値的長さは

Extx(Cp/q) = (p2 + q2)
|x(p/q)− x|2

1− |x|2



である．従って極値的長さのMF への連続拡張性（[12]）を用いると，式 (7)は

dµx0
x (eiθ) =

Extx0(Fθ)

Extx(Fθ)
dµx0

x0
(eiθ) (8)

と表示される．Minsky（[22]）によれば，同一視 D ∼= T1は Thurstonのコンパクト化
(T1 ∪ PMF ∼= D)と Bersのコンパクト化の間の同相写像に拡張される．従って，式
(8)に与えられる表示はBersのコンパクト化においても成立している．

2. 準備
§1.2.1内の定理の証明には，正則 2次微分から定義される曲面上の特異Euclid構造の変
形を用いる．ここでは，Teichmüller空間の複素構造と正則 2次微分について復習する．

2.1. Teichmüller空間の複素構造
x = (X, f) ∈ TgとL∞(X)をX上のL∞関数係数の (−1, 1)形式 µ = µ(z)dz/dzのなす
集合とする．L∞(X)は ∥µ∥ = ess.supp∈X |µ(p)|をノルムとする複素 Banach空間であ
る．ペアリング

L∞(X)×Qx ∋ (µ, q) 7→ ⟨µ, q⟩x =

∫
X

µq =

∫
X

µ(z)q(z)dxdy (9)

を用いて，x = (X, f) ∈ Tgにおける Tgの正則接空間は

TxTg = L∞(X)/{µ ∈ L∞(X) | ⟨µ, q⟩x = 0, ∀q ∈ Qx}

と描写される．従って，TxTgとQxの間のペアリングが

TxTg ×Qx ∋ (v = [µ], q) 7→ ⟨v, q⟩x =

∫
X

µq (10)

が定義される．このペアリングは非退化であり，Teichmüller空間の正則余接束はQg =
∪x∈TgQx と同一視される．特に，自然な射影ϖ : Qg → Tgにより，Teichmüller空間上
の複素正則ベクトル束となる．

2.2. 正則 2次微分の変形
任意の q ∈ Qg \{0}に対して，π(q) = (ν, ϵ)を qの符号とする．つまりν : N → N∪{0}
は k ∈ Nにおける値 ν(k)を k-位の零点の個数として定義される関数であり，ϵ ∈ {±1}
は qがAbel微分の 2乗の場合には ϵ = +1に，それ以外の時は ϵ = −1とする．この時，

Qg(π) = {q ∈ Qg | π(q) = π}

は複素多様体の構造を持ち，

dimCQg(π) = 2g +
ϵ− 3

2
+

∞∑
k=1

ν(k)

が成立する（[19]，[35]）．実際，q ∈ Qg(π)およびx = (M, f) = ϖ(q)に対して，πq : M̃q →
M を

√
qに関する分岐２重被覆とする．iq : M̃q → M̃qを被覆変換とする．Σqを qの特

異点（零点）の集合とする．Σub
q を偶数次数の零点の集合とする．そして Σ̃ub

q ⊂ M̃qを
偶数次数の qの零点の πq : M̃q → M による逆像とする．この時，H1(q)

− を iqによる
H1(M̃q0 , Σ̃

ub
q0
;Z) の作用の固有値−1の固有空間とする．また，

√
qのリフトから定まる

M̃q上のAbel微分を ωqと表す．



定理 2.1 (Masur-Smillie [19], Veech [35]). 任意の q0 ∈ Qg(π)に対して，次が成立する
ような q0の近傍 U が存在する．

1. 任意の q ∈ Uに対して，自然な同型H1(M̃q, Σ̃
ub
q ;Z) ∼= H1(M̃q0 , Σ̃

ub
q0
;Z)が存在する．

2. 写像

Ψ: U ∋ q 7→
[
H1(q0)

− ∋ C 7→
∫
C

ωq

]
∈ Hom(H1(q0)

−,C) (11)

は（中への）双正則同型である．

2.3. 正則 2次微分と特異Euclid構造
q ∈ Qg(π)を固定する．p0 ∈ M − Σqに対して V ⊂ M − Σqを連結かつ単連結な開近
傍とする．この時 V ∋ p 7→ z(p) =

∫ p

p0

√
q ∈ Cは正則であり，V を十分小さくとれば

(V, z)は p0の周りの複素座標近傍を与える．この座標近傍において q = dz2となる．こ
のような複素座標近傍を qの自然座標と呼ぶ（[33]）．二つの自然座標 (V1, z1)と (V2, z2)
に対して，V1 ∩ V2 ̸= ∅のとき，V1 ∩ V2上で q = dz21 = dz22 であるので，座標変換は
Euclidの剛性変換

z2 = ±z1 + c (12)

となる．従って，ホロノミー準同型

π1(X − Σq) → Z2 ⋉C ⊂ Isom(C)

が定義される．被覆空間 M̃q →M を通すと，このホロノミー準同型はAbel微分 ωqの
周期と一致する．幾何学的には，写像 (11)は正則 2次微分から定まる特異Euclid構造
の変形を記述していると考えることが出来る（例えば [19]を見よ）．

2.4. 複素構造の変形と特異Euclid構造の変形
座標変換 (12)の形からRiemann面M 上の正則 2次微分 qから定まる特異Euclid構造
はRiemann面M 上の複素構造と同値な正則座標系を定める．つまり，特異 Euclid構
造は複素構造の上位構造である．従って，定理 2.1における q0 ∈ Qg(π) の近傍U の元
q ∈ U について，特異 Euclid構造の下位構造である複素構造を対応させることにより
射影 U → Tgが定まる．この写像は射影ϖ : Qg → Tgの制限写像である．

3. 主定理（その２）
3.1. q0-実現
x0 = (M0, f0) ∈ Tgおよび q0 ∈ Qx0をとる．ここで次のようにQx0(q0)の部分空間を定
義する．

Qx0(q0) = {ψ ∈ Qx0 | oz(ψ) ≥ ⌊oz(q0)/2⌋ for z ∈M0}

Q̂x0(q0) =

{
ψ ∈ Qx0 |

oz(ψ) ≥ ⌊oz(q0)/2⌋ (z ̸∈ Σub(q))
oz(ψ) ≥ ⌊oz(q0)/2⌋ − 1 (z ∈ Σub(q0))

}
QT

x0
(q0) = {ψ ∈ Qx0 | oz(ψ) ≥ op(q0)− 1}

とする．ここで ⌊·⌋は床関数（floor function）である．定義から，q0 ∈ QT
x0
(q0)であり，

QT
x0
(q0) ⊂ Qx0(q0) ⊂ Q̂x0(q0) である．
C-部分空間Qx0(q0)には非退化Hermite内積

Qx0(q0)×Qx0(q0) ∋ (ψ1, ψ2) 7→
∫
M0

ψ1ψ2

|q0|
(13)



が定義される（[7, §5]）．任意の v ∈ Tx0Tgに対して

⟨v, ψ⟩x =

∫
M0

ψ ηv
|q0|

を満たす ηv ∈ Qx0(q0)が一意的に定まる．正則 2次微分 ηvを vの q0-実現と呼ぶ（[29]）．
Hermite内積 (13)による直交分解

ηv = ηTv + η⊥v ∈ QT
x0
(q0)⊕ (QT

x0
(q0))

⊥

を考える．定義より，

Tx0Tg ∋ v 7→ (ηv, η
T
v , η

⊥
v ) ∈ Qx0(q0)⊕QT

x0
(q0)⊕ (QT

x0
(q0))

⊥

は反複素線形写像である．

3.2. 特異Euclid構造の接空間の構造
x0 ∈ Tg および q0 ∈ Qx0 をとる．そして π = π(q0)とする．ここで Hom(H1(q0)

−,C)
はC-線型空間であるので，写像 (11)はQg(π)の q0の周りの局所座標と考えられること
に注意する．ここで x ∈ TΨ(q0)Hom(H1(q0)

−,C) ∼= Tq0Qg(π)に対して，v(x;x0) ∈ Tx0Tg

を正則射影ϖ : Qg → Tg の微分による xの像とする．また，x ∈ TΨ(q0)Hom(H1(q0)
−,C)

を x(C) = x(C) （C ∈ H1(q0)
−）とする．このとき次が成立する．

定理 3.1 (調和形式 ([28])). 上記の記号の下で，

x(C) =

∫
C

π∗
q0
(ηv(x;x0))

ωq0

+

∫
C

π∗
q0
(ηv(x;x0))

ωq0

+

∫
C

Ωe
q0;x

(C ∈ H1(q0)
−)

が成立する．ただし，Ωe
q0;x
は M̃q0上の L2-完全形式である．

ここで，

xT (C) =

∫
C

π∗
q0
(ηTv(x;x0)

)

ωq0

x⊥(C) =

∫
C

π∗
q0
(η⊥v(x;x0)

)

ωq0

x∧(C) =

∫
C

((
π∗
q0
(ηv(x;x0))

ωq0

)
+ Ωe

q0;x

)
（C ∈ H1(q0)

−）とすると，定義と定理 3.1により

x = xT + x⊥ + x∧

が成立する．ここで
Qx0 = Q̂x0(q0)⊕ Q̂x0(q0)

c

と直和分解する．

定理 3.2 (接空間の構造 ([28])). 上記の記号の下で次が成立する．

(1) x = xTであることと，v(x;x0) = 0であること，つまり ⟨v(x;x0), ψ⟩x0 = 0（ψ ∈ Qx0）
であることは同値である．

(2) x = xT + x∧であることと，⟨v(x;x0), ψ⟩x0 = 0（ψ ∈ Q̂x0(q0)
c）であることと同値

である．

(3) x = xT + x⊥であることと，⟨v(x;x0), ψ⟩x0 = 0（ψ ∈ Q̂x0(q0)）であることと同値
である．



4. 主定理の証明のアイデア
4.1. 定理 3.1と定理 3.2について
定理2.1内のようにq0の周りの座標近傍 (U,Ψ)をとる．近傍U内で x ∈ Hom(H1(q0)

−,C)
の方向に q0を変形する．この変形は周期の無限小変形により与えられる．この無限小
変形を表現する M̃q0 上の L2-閉形式Ωq0,xを具体的に構成する．そして，Ωq0,xの (0, 1)-
部分を用いて構成される M̃q0上のBeltrami微分

µ̃ =
Ω

(0,1)
q0,x

ωq0

のM0への射影 µが接ベクトル v(x;x0) ∈ Tx0Tgを表現するBeltrami微分となることを
確認する．q0-実現の定義から∫

M0

ψ ηv(x;x0)

|q0|
= ⟨v(x;x0), ψ⟩x =

∫
M0

µψ (ψ ∈ Qx0)

であり，この式を M̃q0へリフトすることにより，閉形式Ωq0,xの調和部分の (0, 1)-部分
が π∗

q0
(ηv(x;x0))/ωq0であることがわかる．また閉形式Ωq0,xの構成からΩq0,x = Ωq0,x であ

ることがわかるので，定理 3.1を得る．ここで得られた分解について，ペアリング (10)
を部分空間において具体的に計算することにより定理 3.2を得る．

4.2. 定理 1.1と定理 1.2について
y0 ∈ Tgを固定する．このとき，任意のx ∈ Tg\{y0}について，y0からxへのTeichmüller
変形は，始微分Qx ∈ Qy0 と終微分 qx ∈ Qxが定義する特異 Euclid構造の間のアフィ
ン変形により記述される（[10]）．ただしここでは終微分は ∥qx∥ = e−2dT (y0,x)∥Qx∥を満
たすように正規化しておく．この変形は始微分と終微分の周期を用いると，∫

C

ωqx = Re

∫
C

ωQx + ie−2dT (y0,x)Im

∫
C

ωQx (14)

（C ∈ H1(q0)
−）のように記述される．式 (14)および定理 3.1と定理 3.2を用いてLevi形

式を計算することにより定理 1.1を得る．
定理 1.2の証明のアイデアは以下の通りである．Klimekによる特徴付け（[15]）に

より，関数
Tg ∋ x 7→ log tanh dT (y0, x) (15)

が Tg上で多重劣調和関数であることを示せば十分である．ここで T∞ ⊂ Tg \ {y0}を，
Qxが一般的であるような x ∈ Tg \ {y0}の集合とする．Tgは稠密な開集合である．定
理 1.1を用いることにより，関数 (15) は T∞上で多重劣調和であることがわかる．
次にQgの階層構造（stratification, [19], [35]）と無限小空間の構造（定理 3.2）を用

いると，補集合 (Tg \ {y0}) \ T∞には（余次元が正である）Cω実部分多様体による階層
構造があることがわかる．関数 (15)はC1級であるので（[8]），Branchetによる多重劣
調和関数の拡張定理（[3]）を階層構造に沿って帰納的に応用することより，関数 (15)
が Tg上に多重劣調和関数として拡張されることを確認する．
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