
非線形楕円型方程式の固有値問題の漸近解析

と逆分岐問題の解析
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本講演では主として微分方程式の正値解に対する

1. Lq-分岐曲線の局所的・大域的解析

2. 逆分岐問題

3. 振動する分岐曲線の漸近挙動

を考える。

1. Lq-分岐曲線の局所的・大域的解析

1.1. L∞-空間における分岐曲線の解析

非線形楕円方程式の分岐問題は、様々な現象を記述する方程式に現れる重要な研

究対象であり、その基本的解析法としては、1970年代にP. Rabinowitzらによっ

て得られた分岐理論が知られている ([20])。一方で、非線形項が特殊な場合、たと

え常微分方程式であっても分岐曲線の大域的挙動は大きく変化するので、その解

析は個々の方程式の特徴に応じて議論されてきた。また、分岐曲線の解析は主と

してL∞-空間の枠組みで考察されてきた ([3-5], [6], [9], [19])。Berestycki [2]では、

−∆u+ f(u) = λu in Ω, (1.1)

u > 0 in Ω, (1.2)

u = 0 on ∂Ω (1.3)

の分岐曲線が考察されている。ここでΩ ⊂ RN は適当に滑らかな境界∂Ωを持つ

有界領域とし, λ > 0は分岐パラメータとする。また、f(u) は与えられた非線形

項で、次の (A.1)–(A.3)の仮定をみたすとする。

(A.1) f(u)はC1 (u ≥ 0)とし、f(0) = f ′(0) = 0.

(A.2) f(u)/uはu ≥ 0で狭義単調増加。

(A.3) f(u)/u → ∞ (u → ∞).

f(u) = up (p > 1)が典型例である。このとき、与えられたλ > λ1対して一意解

(λ, uλ) ∈ R+ ×C2(Ω)の存在が示されている。ここでλ1は−∆のディリクレ境界

条件の下での第一固有値である。さらに集合{(λ, uλ) | λ > λ1} は (1.1)–(1.3)の

すべての解を与え、λ 7→ uλはC1である。さらに、次の関係が成り立つことを示

した。χ−1(s) :=
f(s)

s
とすると、λ > λ1で

χ(λ− λ1) ≤ ∥uλ∥∞ ≤ χ(λ) (1.4)
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が成り立つ。特に、f(u) = up (p > 1)のときは

λ− λ1 ≤ ∥uλ∥p−1
∞ ≤ λ. (1.5)

1.2. Lq-空間における分岐曲線の局所的解析

Chiappinelli [8]は、Ljusternik-Schnirelman (LS)理論を用いて、次の方程式の変

分固有値を考察した。

−∆u+ f(x, u) = λu in Ω ⊂ RN (N ≥ 1), (1.6)

u > 0 in Ω, (1.7)

u = 0 on ∂Ω. (1.8)

ここで、Ω ⊂ RN は適当に滑らかな有界領域、f : Ω×R → Rは連続、f(x,−u) =

−f(x, u)を満たし、1 < p < 1 + 4/Nとする。さらに、定数a ≥ 0に対して

|f(x, u)| ≤ a|u|p (1.9)

を満たすとする。変分固有値とは、α > 0を定数とし、

Mq,α :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) | ∥u∥q = α
}

(1.10)

の制限のもとで、q = 2のときに LS理論を用いて得られる解に対応する固有値

λ(2, α)のことである。[8]では、L2-空間における分岐曲線の性質を解析し、α → 0

のときの漸近挙動が得られている。（[8]では正値解以外もあつかっている）。

Theorem 1.1 (Chiappinelli [8]). α → 0のとき

λ(2, α) = λ1 +O(αp−1). (1.11)

そこで、[24]において、N = 1, f(u) = up (p > 1), Ω = (0, 1), q ≥ 1のときに焦

点を絞って考察した。すなわち、次の非線形固有値問題を考える。u ∈ Mq,αで

−u′′(t) + u(t)p = λu(t), t ∈ I := (0, 1),

u(t) > 0, t ∈ I, (1.12)

u(0) = u(1) = 0

を満たすものを考えると、この解に対応する分岐曲線λ = λ(q, α) は、対応する

固有関数のLqノルムの連続関数として表されるので、α → 0における漸近挙動

を考察した。とくにp = 2のときは, (1.12)は生物モデルと関連が深い。

Theorem 1.2 ([24]). 1 ≤ q < ∞を固定する. 任意のN ∈ Nも固定する。この

ときα → 0で

λ(q, α) = π2 +
N∑

n=1

anα
n(p−1) + o(αN(p−1)). (1.13)



ここで

a1 =
(π
2

)(p−1)/q 4

π(p+ 1)

∫ 1

0

1− sp+1

(1− s2)3/2
ds

(∫ 1

0

sq√
1− s2

ds

)−(p−1)/q

(1.14)

であり、an (n = 2, 3, · · · , N) はa1, a2, · · · , an−1から帰納的に決定される定数.　

さらにα → 0のとき、

λ(q, α) = π2 +
N∑

n=1

An∥uα∥n(p−1)
∞ + o(∥uα∥N(p−1)

∞ ). (1.15)

ここで

A1 =
4

π(p+ 1)

∫ 1

0

1− sp+1

(1− s2)3/2
ds

でありAn (n = 2, 3, · · · , N)はA1, A2, · · · , An−1から帰納的に決定される定数.

Remarks. (a) (1.13)でu(t)pを−u(t)p としても同様の結果が得られる。

(b) q = 2とすると

2

p+ 1

∫ 1

0

1− sp+1

(1− s2)3/2
ds =

∫ π

0

(sinx)p+1dx,

∫ 1

0

s2√
1− s2

ds =
π

4

なので (1.14)より

a1 = 2(p+1)/2π−1

(∫ π

0

(sinx)p+1dx

)
.

であることがわかる。

1.3. Lq-空間における分岐曲線の大域的解析

次に λ(q, α)の大域的挙動を考える。ここでは方程式を (1.12)に絞って考察した

い。λ(q, α)のα → ∞での漸近挙動の第２項以下は、q = 2のときにはじめて詳

細な結果を得ることができた。以下の結果は、分岐曲線と critical valueの関係と

変分法を用いて導かれた。

Theorem 1.3 ([21]). 任意のn ∈ N0を固定する。このときα → ∞で、次の漸
近公式が成り立つ。

λ(2, α) = αp−1 + C1α
(p−1)/2 +

n∑
k=0

ak(p)

(p− 1)k+1
Ck+2

1 αk(1−p)/2 + o(αn(1−p)/2).(1.16)

ここで

C1 = (p+ 3)

∫ 1

0

√
p− 1

p+ 1
− s2 +

2

p+ 1
sp+1ds (1.17)

であり、ak(p)はa0, a1, · · · , ak−1を用いて表される。たとえば

a0(p) = 1, a1(p) =
(5− p)(9− p)

24
, a2(p) =

(3− p)(5− p)(7− p)

24
.



しかしながら、証明法に変分法を用いたため、q = 2以外のときはこのような漸

近公式を得ることはできなかった。その後、time mapの方法の適用することに

より、q ≥ 1の場合にTheorem 1.3の拡張を得ることができた。

Theorem 1.4 ([22]). 任意に固定した1 ≤ q < ∞とn ∈ Nに対し、α → ∞で次
の漸近公式が成り立つ。

λ(2, α) = αp−1 + C̃1α
(p−1)/2 + ã0 +

n∑
k=1

ãkα
k(1−p)/2 + o(αn(1−p)/2) (1.18)

ここで

C̃1 =
p− 1

q
C̃(q), C̃(q) := 2

∫ 1

0

1− sq√
1− s2 − 2(1− sp+1)/(p+ 1)

ds,

ã0 =
p− 1

2q
C̃(q)2, ã1 =

(p− 1)(p− 1− 2q)(p− 1− 4q)

24q3
C̃(q)3

さらに{ãj}Nj=1は C̃(q), ã0, ã1, · · · , ãj−1 を用いて帰納的に定まる定数である。

この結果を用いて、次の章では逆分岐問題を考察したい。

2. 逆分岐問題

2.1. L2-逆分岐問題

逆分岐問題とは、分岐曲線の特徴から未知の非線形項を決定する問題である。線

形の場合と異なり、非線形楕円型方程式の逆分岐問題の研究は非常に少ない。(cf.

Kamimura [12, 13, 14]). なぜならば、順問題の解析、すなわち与えられた非線

形項をもつ方程式の分岐曲線の構造を明らかにすることですら、時として非常に

困難であるからである。そこで、第１章の研究成果に基づき、分岐曲線の大域的

挙動から未知の非線形項を決定するというアプローチにより得られたいくつか

の基本的結果を紹介する。方程式 (1.1)–(1.3)を考える。ここで f(u) = f1(u) と

f(u) = f2(u)は未知関数とする。ただし、仮定 (A.1)–(A.3)は満たしているとす

る。さらに、

Fj(u) :=

∫ u

0

fj(s)ds (j = 1, 2)

とし、F1とF2は次の (B.1)を満たすとする.

(B.1) W := {u ≥ 0 : F1(u) = F2(u)} としたとき、Wは区間と、無限遠にのみ集

積点を持つ点列{un}∞n=1 のみで構成されるとする。（W = ∅でもよい）
Theorem 2.1 ([23]). 上記の仮定の下、N ≥ 2の場合はf1とf2は

(A.4) u, v ≥ 0に対して,

Fj(u+ v) ≤ C(Fj(u) + Fj(v)) (j = 1, 2)

を満たすとする。さらに、すべてのα > 0に対して

λ1(2, α) = λ2(2, α) (2.1)



が成り立つと仮定する。ここで、λj(2, α)は、f(u) = fj(u) (j = 1, 2)に対応する

L2-分岐曲線である。 このとき f1(u) ≡ f2(u) (u ≥ 0)が成り立つ.

この定理の証明には変分法を用いるので、L2-逆分岐問題でのみ成立する。

2.2. L1-逆分岐問題

Theorem 2.1の仮定 (2.1)を緩められないだろうか。たとえば、何らかの意味で、

α > α0 (> 0)に対して

λ1(q, α) = λ2(q, α) (2.2)

が成り立つ、というようなやや弱い仮定のもとで考えたい。そこで q = 1の場合

に焦点を絞る。

・λ0(1, α) :f(u) = upに対応するL1-分岐曲線.

・λ(1, α) : f(u) = up + g(u)に対応するL1-分岐曲線.ただし g(u)は未知関数.

・α ≫ 1に対して、何らかの意味で

λ(1, α) = λ0(1, α)

が成り立つと仮定する。このとき g(u) ≡ 0という結論が得られるか ?

仮定 (B.2) g(u)はu ≥ 0において supportがコンパクトなC1-関数.

定義 : η1(x) = η2(x) nearly exponentially for x ≫ 1 ⇐⇒

η1(x) = η2(x) + o(x−N) (x → ∞)

が任意のN ∈ Nに対して成り立つ.

Theorem 2.2 ([25]). 以上の仮定の下、λ(1, α) = λ0(1, α) nearly exponentially

が成り立つと仮定する。このとき g(u) ≡ 0である。

証明には、λ(1, α)の漸近展開公式 (Theorem 1.4) を用いるので、L1の範疇での

み成り立つ定理である。

3. 振動する分岐曲線

次の非線形固有値問題を考える。

−u′′(t) = λ (u(t) + g(u(t))) , t ∈ I := (−1, 1), (3.1)

u(t) > 0, t ∈ I, (3.2)

u(−1) = u(1) = 0. (3.3)

ここで、g(u)は振動する非線形項、λ > 0はパラメータである。このとき、g(u)に

関する適当な条件の下で、任意のα > 0に対して、α = ∥uα∥∞を満たす解 (λ, uα)

がただひとつ存在し、λはαの連続関数となる ([10], [15–18], [27], [29])。そこで、

λ = λ(g, α)と書く。Cheng [7]において、g(u) = sin
√
uの場合がモデル方程式と

して考察されている (cf.[1])。



Theorem 3.1 ([7, Theorem 6]). g(u) = g1(u) = sin
√
u (u ≥ 0)とする。このと

き、任意の自然数r ≥ 1に対して、定数δ > 0が存在して、λ ∈ (π2/4−δ, π2/4+δ)

であれば、(3.1)–(3.3)は少なくとも r個の異なる解を持つ。

Theorem 3.1 から、λ(g1, α) は、α ≫ 1において、直線λ = π2/4に無限回交差

する曲線であることが期待される。そこで、α → 0, α → ∞ のときのλ(g1, α)の

漸近公式を確立することにより、分岐曲線の全体像を明確にしたい。

Theorem 3.2 ([28]). g(u) = g1(u) = sin
√
uとする。次の漸近公式が成り立つ。

λ(g1, α) =
π2

4
− π3/2α−5/4 sin

(√
α− 1

4
π

)
+ o(α−5/4) (α → ∞), (3.4)

λ(g1, α) =
3

4
K2

1

√
α+

3

2
K1K2α +O(α3/2) (α → 0). (3.5)

ここで、

K1 :=

∫ 1

0

1√
1− s3/2

ds, K2 := −3

8

∫ 1

0

1− s2

(1− s3/2)3/2
ds. (3.6)

Theorem 3.2 により、λ(g1, α)の概形は以下の図のようになる。

α

λ

o Fig.1 bifurcation curve for λ(g1, α)

π2/4

λ(g1, α)

一番自然な振動的非線形項である、g(u) = g2(u) =
1
2
sinuの場合を考える。

Theorem 3.3 ([26]). g(u) = g2(u) = (1/2) sinuのとき次の漸近公式が成り立つ。

λ(g2, α) =
π2

4
− π

2α

√
π

2α
sin

(
α− 1

4
π

)
+O(α−2) (α → ∞). (3.7)

Theorem 3.4 ([28]). g(u) = g3(u) = sinu2とするとき次の漸近公式が成り立つ。

λ(g3, α) =
π2

4
− π3/2

2
α−2 sin

(
α2 − 1

4
π

)
+ o(α−2) (α → ∞), (3.8)

λ(g3, α) =
π2

4
− 1

3
πA1α +

(
1

9
A2

1 +
1

6
πA2

)
α2 + o(α2) (α → 0), (3.9)

A1 =

∫ 1

0

1− s3

(1− s2)3/2
ds, A2 =

∫ 1

0

(1− s3)2

(1− s2)5/2
ds. (3.10)

Theorem 3.4により、λ(g3, α)の概形は以下の図のようになる。



α

λ

o Fig.2 bifurcation curve for λ(g3, α)

π2/4

λ(g3, α)

証明は time map法と特殊関数の漸近公式による (cf. [11])。

時間があれば、(3.1)–(3.3)において、g(u)が一般的な仮定

(D.1) g(u) ∈ C1(R)であり、u+ g(u) > 0, (u > 0),

(D.2) g(u+ 2π) = g(u), (u ∈ R)

を満たす場合に関する最近の結果 [29]も紹介したい。
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[4] S. Cano-Casanova and J. López-Gómez, Existence, uniqueness and blow-up
rate of large solutions for a canonical class of one-dimensional problems on the
half-line, J. Differential Equations 244 (2008), 3180–3203.
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