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圧縮性Navier-Stokes方程式に対する
不適切性について

岩渕 司 (東北大学大学院 理学研究科)

1. 導入と主定理
次の圧縮性 Navier-Stokes 方程式の初期値問題を考える.

∂tρ̃+ div (ρ̃u) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

∂t(ρ̃u) + div (ρ̃u⊗ u) +∇P = Lu, t > 0, x ∈ Rn,

ρ̃(0, x) = ρ̃0(x), u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

ただし, L はµ > 0, 2µ+ λ > 0 を満たす µ, λ に対してL := µ∆+ (λ+ µ)∇div で与え
られる微分作用素である. ρ̃, u はそれぞれ流体の密度, 速度を表す未知関数である. P

は圧力を表しここでは順圧性が成り立つとし, P = P (ρ̃) = ρ̃α (α > 1) を満たすものと
する. 真空の場合を排除するため, ある正定数 ν が存在し, ρ̃ ≥ ν が成り立つ場合のみ
を考える. ρ̃ = 1 + ρ とおき上記方程式を次のように書き換える.

∂tρ+ div ((1 + ρ)u) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

∂tu− Lu+ (u · ∇)u+
∇P (1 + ρ)

1 + ρ
= − ρ

1 + ρ
Lu, t > 0, x ∈ Rn,

ρ(0, x) = ρ0(x), u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(1)

解の存在および適切性に関しては数多くの研究結果が知られている. Serrin [16], Nash

[15], Itaya [10], Matsumura-Nishida [13], Tani [17], Hoff-Zumbrun [9]による論文が基
本的であると思われるが, これらの論文では尺度不変性が成り立つ関数空間よりも狭い
関数空間で適切性が示されている. 一方で, Danchin [3] はBesov空間を導入すること
で初期値が尺度不変性が成り立つ空間に相当するB

n
2
2,1(Rn) × B

n
2
−1

2,1 (Rn) において適切
性を証明した ([4], [5], [6] も参照する). ここで, 解 (ρ, u) に対して, (ρλ, uλ) を

ρλ(t, x) := ρ(λ2t, λx), uλ(t, x) := λu(λ2t, λx) λ > 0

と定めると,圧力を無視した場合の方程式を不変に保ち, Besov空間Ḃ
n
2
2,1(Rn)×Ḃ

n
2
−1

2,1 (Rn)

はノルム不変性が成り立つ関数空間である. Haspot [8] はより広い空間 B
n
p0
p0,1

(Rn) ×
Ḃ

n
p1

−1

p1,1
(Rn) (1/p0 + 1/p1 > 1/n, 0 ≤ 1/p1 − 1/p0 ≤ 1/n) において解の存在を示した.

ここで, p = p0 = p1 とすると, Haspot の結果ではp < 2n の場合に解が得られる. 逆に
p > 2n の場合には解の初期値連続依存性が成り立たないことがChen-Miao-Zhang [2]

によって証明された. 本講演では, p = 2n の場合を考察する.

以下, Besov空間 Ḃs
p,q(Rn) の定義, 本講演の定理を述べる. S(Rn) は急減少関数の空

間, S ′(Rn) は緩増加超関数の空間とする.
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定義 (Besov 空間). {ϕj}j∈Z ⊂ S(Rn) は次を満たす1の分解とする.∑
j∈Z

F [ϕj](ξ) = 1 for any ξ ∈ Rn \ {0}, F [ϕj](ξ) ≥ 0,

suppF [ϕj] ⊂ {ξ ∈ Rn | 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1}, F [ϕj](ξ) = F [ϕ0](2
−jξ), ξ ∈ Rn.

s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ に対して, Besov空間 Ḃs
p,q(Rn) を以下で定義する. s < n/p あるい

は (s, q) = (n/p, 1) ならば

Ḃs
p,q(Rn) :=

{
f ∈ S ′(Rn)

∣∣ ∥f∥Ḃs
p,q

< ∞, f =
∑
j∈Z

ϕj ∗ f in S ′(Rn)
}
,

s > n/p あるいは s = n/p, q > 1 ならば

Ḃs
p,q(Rn) :=

{
f ∈ S ′(Rn)/P(Rn)

∣∣ ∥f∥Ḃs
p,q

< ∞
}
,

ただし, P(Rn) は多項式全体の集合を表し, ∥f∥Ḃs
p,q
は以下で定義されるノルムである.

∥f∥Ḃs
p,q

:=
∥∥{2sj∥ϕj ∗ f∥Lp

}
j∈Z

∥∥
ℓ(Z).

以下が本講演の主定理である.

定理 ([11]). n ≥ 2とする. ある初期値の列 {u0,N}∞N=1 ⊂ Ḃ
− 1

2
2n,1(Rn),時刻の列 {TN}∞N=1,

初期条件 (ρN(0), uN(0)) = (0, u0,N) を満たす (1) の解の列 {(ρN , uN)}∞N=1 が存在して,

次が成り立つ.

lim
N→∞

∥u0,N∥
Ḃ

− 1
2

2n,1

= 0, lim
N→∞

TN = 0, lim
N→∞

∥uN(TN)∥
Ḃ

− 1
2

2n,1

= ∞.

注意. 定理の証明では初期値をS(Rn) に属する関数で構成するため時間局所的には滑
らかな解の列に対して連続性を調べる. また, 定理の証明で用いる初期値と解に対して,

適切性が得られる空間B
n
2
2,1(Rn)×B

n
2
−1

2,1 (Rn) において連続性を考察すると次を得る.

lim
N→∞

∥u0,N∥
Ḃ

n
2 −1

2,1

= ∞, lim
N→∞

TN = 0, lim
N→∞

∥uN(TN)∥
Ḃ

1
2−1

2n,1

= ∞.

注意. 定理の主張における解は次の積分方程式を満たす (ρ, u)である.
ρ(t) =ρ0 −

∫ t

0

div
(
(1 + ρ(τ))u(τ)

)
dτ, t > 0,

u(t) =etLu0 −
∫ t

0

e(t−τ)L
(
(u · ∇)u+

∇P (1 + ρ)

1 + ρ
+

ρ

1 + ρ
Lu

)
dτ, t > 0.

ただし, {etL}t≥0 はLによって生成される半群とする. また (ρN , uN)が属する関数空間
は, 次の通り尺度不変性が成り立つ関数空間よりも大きい正則性を有する空間である.

ρN ∈ C([0, TN ], Ḃ
0
n,1(Rn) ∩ Ḃ0

∞,1(Rn)) ∩ L∞(0, TN ; Ḃ
1
n,1(Rn) ∩ Ḃ1

∞,1(Rn)),

uN ∈ C([0, TN ], Ḃ
0
n,1(Rn) ∩ Ḃ0

∞,1(Rn)) ∩ L1(0, TN ; Ḃ
2
n,1(Rn) ∩ Ḃ2

∞,1(Rn)).



証明のアイデアは, 非圧縮性Navier-Stokes方程式に対して Ḃ−1
∞,∞(R3)における不適

切性を取り扱ったBourgain-Pavlović の論文 [1]に基づく. 最近の結果として, Ḃ−1
∞,q(R3)

(1 ≤ q ≤ ∞) における不適切性に関する論文 [18]も参照しておく. 正則性が低い関
数空間において小さく, 線形解を非線形項に代入した第 2近似のノルムが大きくなる
ような初期値と時刻の列を見つけ出すことが重要となる. 加えて, 第 2近似がどんな
に大きくともその時刻まで解が存在することを, 適切性が成り立たない枠組みで証明
する必要がある. 論文 [1]では, 初期値の正則性を弱めていったときに最も低い正則性
が移流項 (u · ∇)u から現れることを利用して証明していた. 我々が取り扱う圧縮性

Navier-Stokes方程式 (1) に対しては p > 2n とし Ḃ
n
p

p,1(Rn) × Ḃ
n
p
−1

p,1 (Rn) において非適
切性がChen-Miao-Zhang [2] によって示されたが, この結果でも移流項から最も正則性
が低い項を引き出している. 一方, p = 2n の場合には状況が異なる. すなわち, 以下の
2つの項が同程度の正則性を持っていることがわかる:

(u · ∇)u,
ρ

1 + ρ
Lu.

第 3節で詳しく述べるが, 上記 2項それぞれに対して第 2近似を考え初期値に対する連

続性をBesov空間 Ḃ
− 1

2
2n,q(Rn) において考察すると, 全ての 1 ≤ q ≤ ∞ に対して不連続

となる. 一方で 2つの項の和を考えると n ≤ q ≤ ∞ の場合は連続性が成り立つことが
わかる. 従って p = 2n の場合はより精密な議論が必要となることが予想される.

以下, 第2節では速度 u に対する積分方程式に関して, 非線形項を発散形式で書き表
すことができるか否かという観点から, 正則性が最も低い項を同定する. 非圧縮性の場
合には, p > 2n の場合にも適切性が得られるが, 非線形項を発散形式で記述できるとい
う構造が重要である:

(u · ∇)u = ∇ · (u⊗ u) if div u = 0.

一方, 圧縮性の場合には全ての項を発散形式で書き表すことができないため適切性が
得られる関数空間が制限される. そこで非線形項を divergence free を満たす成分と
rotation freeを満たす成分に分解して発散形式で書き表せない項を正則性が低い項とし
て同定する. 加えて積分方程式の非線形部分について,線形解を代入した第2近似を考え
る. 第3節では,具体的な初期値を与えて第2節で同定した項が初期値の変動に関して連
続性が成り立たないことを説明する. 特に移流項 (u ·∇)uのみよりも, (u ·∇)u+ ρ

1+ρ
Lu

の方が少しだけ良い正則性を有することを説明する.

2. 正則性が最も低い項の同定
u に対する積分方程式は以下である.

u(t) = etLu0 −
∫ t

0

e(t−τ)L
(
(u · ∇)u+

∇P (1 + ρ)

1 + ρ
+

ρ

1 + ρ
Lu

)
dτ.

圧力 ∇P は他の非線形項よりも良い正則性を持つものとして, (u · ∇)u と ρ
1+ρ

Lu につ
いて調べることにする. まずはじめに, u を divergence free 条件および rotation free 条
件を満たすものに分解するために, 射影作用素 Pσ, Pπ を以下で定義する:

Pσ = 1 +∇(−∆)−1div, Pπ = ∇(−∆)−1div.



これらの作用素は, Riesz変換の有界性によって斉次Besov空間において有界線形作用
素であるがあることがわかるため, 以下の分解を得る.

u = Pσu+ Pπu, L = µ∆Pσ + (2µ+ λ)∆Pπ. (2)

さらに, 解 (ρ, u) の近似 (ρ1, U) を以下のように導入する:

ρ1(t) := −
∫ t

0

divU dτ, U(t) := etLu0.

このとき, (u · ∇)u について, u をUで近似しPσ, Pπ による分解から次を得る.

(u · ∇)u ≃(U · ∇)U

=
(
(PσU + PπU) · ∇

)(
PσU + PπU

)
=∇ · (PσU ⊗ PσU) +∇ · (PσU ⊗ PπU) + (PπU · ∇)PσU +

1

2
∇|PπU |2.

(3)

発散形式で書かれている項は非圧縮性の場合と同様に p > 2n の場合でも適切性が得ら
れるような構造であるため, 第 3項 (PπU · ∇)PσUが最も正則性が低い項とみなすこと
にする.

一方, ρ
1+ρ

LU について, (ρ, u) を (ρ1, U) で近似し, ρ1 のL∞-ノルムが小さいと仮定
すると次を得る.

ρ

1 + ρ
Lu ≃ ρ1

1 + ρ1
LU

≃ ρ1LU

= −µ
(∫ t

0

divPπUdτ
)
∆PσU − (2µ+ λ)

(∫ t

0

divPπUdτ
)
∆PπU.

時刻が t = 0 に近いならば, 上式最右辺の第2項は (3) の最右辺の ∇|PπU |2 と同様に発
散形式の構造をもつことが期待できる. したがって上式最右辺第1項の正則性が低いと
予想されるため, 以下について初期値に対する連続性を考える.∫ t

0

e(t−τ)L
{
(PπU · ∇)PσU − µ

(∫ τ

0

divPπUdτ̃
)
∆PσU

}
dτ.

さらに, 上式の精密な評価を行うため第2項を以下のように変形する.

− µ
(∫ τ

0

divPπUdτ̃
)
∆PσU

=µ
(∫ τ

0

∇divPπUdτ̃
)
· ∇PσU − µ∇ ·

{(∫ τ

0

divPπUdτ̃
)
∇PσU

}
.

第 2項は発散形式であるためより大きい正則性を持つと期待できる. 第 1項について
∇divPπe

τ̃L = (2µ+ λ)−1∂τ̃Pπe
τ̃Lより τ̃に関する積分を実行して以下を得る.

µ
(∫ τ

0

∇divPπUdτ̃
)
· ∇PσU =

µ

2µ+ λ

(
PπU(τ)− Pπu0

)
· ∇PσU.

したがって, 非線形項の近似として以下を考え, 初期値 u0 に関する連続性を考える.∫ t

0

e(t−τ)L
{
(PπU · ∇)PσU +

µ

2µ+ λ

(
PπU − Pπu0

)
· ∇PσU

}
dτ, U(t) = etLu0. (4)



ここで射影作用素 Pσ, Pπ の性質 (2) より, PσU(τ) および PπU(τ) を熱半群を使って以
下のように書き表しておく.

PσU(τ) = eτµ∆Pσu0, PπU(τ) = eτ(2µ+λ)∆Pπu0.

3. 初期値の選択と証明の方針
R, δ は R > 0, 0 < δ < 1/8 を満たす定数とし, 自然数 N に対して 初期値 (ρ0, u0) =

(ρ0,N , u0,N) を以下で定める:{
ρ0(x) =0

u0(x) =
(
fN(x), gN(x), 0, · · · , 0

)
.

(5)

ただし, 
fN(x) =R

2
N
2

N
1
2n

∑
−δN≤j≤0

2−(n− 1
2
)jϕj

(
x− 2|j|+2Ne1

)
sin

(
2Nx2

)
,

gN(x) =R
2

N
2

N
1
2n

∑
−δN≤j≤0

2−(n− 1
2
)jϕj

(
x− 2|j|+2Ne1

)
cos

(
2Nx2

)
.

証明の方針は, 上記初期値に対する解を考え, N を大きくしたとき速度の非線形部分に

対する近似 (4) の Ḃ
− 1

2
2n,1(Rn) ノルムが発散し, それ以外は一様に有界であることを示す,

というものである. 適切性が得られない空間における考察のため, (4) 以外の項の一様
有界性を示すためには精密な評価が必要となるが, ここでは (4) のu0 に関する連続性
に焦点を絞る. (5) で与えられる初期値に関して以下が成り立つ.

命題 1. 1 ≤ q ≤ ∞ とする. (5) によって u0 を定めると, 任意のR > 0, 自然数 Nに対
して以下が成り立つ.

∥u0∥
Ḃ

− 1
2

2n,q

≤ CR.

一方, ある N0 ∈ N が存在してN ≥ N0 を満たす任意の自然数 N に対して以下が成り
立つ. U(t) = etLu0, t = 2−2N とすると 任意の R > 0 に対して,∥∥∥∫ t

0

e(t−τ)L
{
(PπU · ∇)PσU +

µ

2µ+ λ

(
PπU − Pπu0

)
· ∇PσU

}
dτ

∥∥∥
Ḃ

− 1
2

2n,q

≥ C−1N
1
q
− 1

nR2.

注意. 命題 1 において, R = (logN)−1 とすれば q < n の場合に初期値u0に対する (4)

の不連続性を得る. 証明は左辺のノルムを直接的に評価することによる.

非線形項の近似 (4) の Ḃ
− 1

2
2n,q(Rn) における連続性を説明するため, より単純なスカ

ラー値関数の場合を考えることにする.

命題 2. 1 ≤ q ≤ ∞ とする. 正定数A,B, c に対して I[f, g] を以下で定義する.

I[f, g](t) := −
∫ t

0

ec(t−τ)∆

{
eAτ∆f∇eBτ∆g +

B

A

(
eAτ∆f − f

)
∇eBτ∆g

}
dτ. (6)



このとき, ある正定数 C = Cn,q が存在し,

sup
t>0

∥I[f, g](t)∥
Ḃ

− 1
2

2n,q

≤ C∥f∥
Ḃ

− 1
2

2n,q

∥g∥
Ḃ

− 1
2

2n,q

for any f, g ∈ Ḃ
− 1

2
2n,q(Rn)

が成り立つための必要十分条件は n ≤ q ≤ ∞ である.

注意. A,B,C をA = 2µ+ λ, B = µ, c = µ あるいは 2µ+ λ, f を Pπu0, g を Pσu0 と
して対応させると, I[f, g] は (4) の一部分とみなすことができる.

命題 2の証明について, 1 ≤ q < nの場合は命題 1と同様に示される. 一方, n ≤ q ≤ ∞
の場合は積 fg に対する周波数分解を用いる.

I[f, g] =
( ∑

k≤l−3

+
∑
l≤k−3

+
∑

|k−l|≤2

)
I [ϕk ∗ f, ϕl ∗ g] =: I1 + I2 + I3.

I1, I2 については, ϕk ∗ fとϕl ∗ g の周波数が十分に離れているため非圧縮性条件を課し
たときと同様に閉じる評価式を得ることができる. 一方, I3 については ϕk ∗ fとϕl ∗ g
が同程度の周波数をもっていることから, 良い正則性を期待できないため精密に評価し
ていく必要がある. 本稿では I[f, g] のFourier変換を考え, 初期値連続依存性が破綻す
る原因となる項について説明することにする.

補題 3. I[f, g] を (6) で定義する. I[f, g] のFourier変換について以下が成り立つ.

Î[f, g](t) = −B

A

∫
Rn

1− e−At|ξ−η|2

B|η|2 − c|ξ|2
e−Bt|η|2iηf̂(ξ − η)ĝ(η)dη + R̂[f, g](t). (7)

ただし,

R̂[f, g](t)

:=

∫
Rn

{{
(B + c)|ξ|2 − 2Bξ · η

}
(e−ct|ξ|2 + e−At|ξ−η|2−Bt|η2|)

(A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2)(B|η|2 − c|ξ|2)

}
iηf̂(ξ − η)ĝ(η)dη.

注意. f と g が特定の周波数を持つ場合を考え, 上記補題を用いて I[f, g] と移流項に
由来する項を比較し, (7)の右辺に現れている e−Bt|η|2 のおかげで I[f, g] は移流項より
良い正則性を持つことを説明する. f, g は

supp f̂ , supp ĝ ⊂ {ξ ∈ Rn | |ξ| ≃ 2N}, N ≫ 1

を満たすとする. |ξ| ≤ 1, |ξ − η| ≃ 2N , |η| ≃ 2N ならば (7) において R̂[f, g]は発散形
式であるため右辺第1項が I[f, g] の主要項となり次を得る.

Î[f, g](t) ≃− B

A

∫
Rn

1− e−At22N

B · 22N − c · 12
e−Bt22N i2N f̂(ξ − η)ĝ(η)dη

≃− B

A

∫
Rn

1

22N
e−Bt22N i2N f̂(ξ − η)ĝ(η)dη for t ≃ 2−2N .

(8)

一方で移流項 (u · ∇)uにのみ関係する項として eAτ∆f∇eBτ∆gを考えると, 以下を得る.

F
[ ∫ t

0

ec(t−s)∆eAτ∆f∇eBτ∆gdτ
]
(ξ)

=e−ct|ξ|2
∫
Rn

1− e−At|ξ−η|2−Bt|η|2+ct|ξ|2

A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2
iηf̂(ξ − η)ĝ(η)dη

≃
∫
Rn

1

22N
i2N f̂(ξ − η)ĝ(η)dη for t ≃ 2−2N .



上の2式を比べると (8) には e−Bt22N が現れるため移流項よりも良い正則性があると期
待できる. 実際 n ≥ 3 ならば, I[f, g] については n ≤ q ≤ ∞ に対して命題 2 にある閉
じる評価式を得ることができるが, 一方で, 移流項のみでは任意の 1 ≤ q ≤ ∞ に対し
て閉じる評価式を得ることができない.

補題 3の証明. はじめに I[f, g] のFourier 変換を考えると以下を得る.

Î[f, g](t)

= −
∫ t

0

e−c(t−τ)|ξ|2
∫
Rn

{
e−Aτ |ξ−η|2 f̂(ξ − η)iηe−Bτ |η|2 ĝ(η)

+
B

A

(
e−Aτ |ξ−η|2 f̂(ξ − η)− f̂(ξ − η)

)
iηe−Bτ |η|2 ĝ(η)

}
dηdτ

= −
∫
Rn

e−ct|ξ|2
∫ t

0

ecτ |ξ|
2
{
e−τ(A|ξ−η|2+B|η|2) +

B

A

(
e−Aτ |ξ−η|2 − 1

)
e−Bτ |η|2

}
dτ

× f̂(ξ − η)iηĝ(η)dη.

(9)

上式の τ ∈ (0, t) 積分を実行し以下のように整理する.∫ t

0

ecτ |ξ|
2
{
e−τ(A|ξ−η|2+B|η|2) +

B

A

(
e−Aτ |ξ−η|2 − 1

)
e−Bτ |η|2

}
dτ

=

∫ t

0

{A+B

A
e−τ(A|ξ−η|2+B|η|2−c|ξ|2) − B

A
e−τ(B|η|2−c|ξ|2)

}
dτ

=
A+B

A
· 1− e−t(A|ξ−η|2+B|η|2−c|ξ|2)

A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2
− B

A
· 1− e−t(B|η|2−c|ξ|2)

B|η|2 − c|ξ|2

=

{
A+B

A
· 1

A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2
− B

A
· 1

B|η|2 − c|ξ|2

}
+ ect|ξ|

2

{
A+B

A
· −e−t(A|ξ−η|2+B|η|2)

A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2
− B

A
· −e−tB|η|2

B|η|2 − c|ξ|2

}
=: J1 + ect|ξ|

2

J2.

(10)

J1 に含まれる2つの項を通分すると以下を得る.

J1 =
1

A
· (A+B)(B|η|2 − c|ξ|2)−B(A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2)

(A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2)(B|η|2 − c|ξ|2)

=
1

A
·

−A
{
(B + c)|ξ|2 − 2Bξ · η

}
(A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2)(B|η|2 − c|ξ|2)

= − (B + c)|ξ|2 − 2Bξ · η
(A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2)(B|η|2 − c|ξ|2)

.

(11)

一方, J2 に関しては, −e−t(A|ξ−η|2+B|η|2) と −e−tB|η|2 の差を考えることによって以下の
ように変形できる.

J2 =

{
A+B

A
· −e−t(A|ξ−η|2+B|η|2)

A|ξ − η|2 +B|η|2 − c|ξ|2
− B

A
· −e−t(A|ξ−η|2+B|η|2)

B|η|2 − c|ξ|2

}
+

{
B

A
· −e−t(A|ξ−η|2+B|η|2)

B|η|2 − c|ξ|2
− B

A
· −e−tB|η|2

B|η|2 − c|ξ|2

}
= −e−t(A|ξ−η|2+B|η|2)J1 +

B

A
· −e−tA|ξ−η|2 + 1

B|η|2 − c|ξ|2
· e−tB|η|2 .

(12)



以上から, (7) の右辺第 1項は (12)の最右辺第 2項と一致しており, さらに残りの項
R[f, g] は (11) の J1 と (12) の最右辺第1項から構成されることがわかる. したがって
等式 (7) が証明された.
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