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概 要

直線を含まない開凸錐上の連続函数で, その巾乗のラプラス変換が斉次多項
式の負ベキになるものを考える. この斉次多項式をシンボルとする微分作用
素の基本解は, ここで得られた Γ 型積分公式から Riesz の方法によって構成
することができる. Gindikin は全ての等質錐に対して相対不変函数に関する
Γ 型積分公式を証明したが, 一方で数理統計においてはグラフィカルモデル
に付随する或る種の非等質錐について同種の積分公式が知られていた. 我々
は両者を統合するものとして, 新しく導入した広範なクラスの凸錐に対して
Γ 型積分公式を確立し, 関連する結果を論じる.

1. はじめに
内積の定義された有限次元ベクトル空間 V の中の正則凸錐 (直線を含まない開凸錐)

Ω ⊂ V に対し, 我々はΩ 上の正値連続函数 f とV 上の斉次多項式 F で∫
Ω

e−(x|ξ)f(x)α dµΩ(x) = Γf (α)F (ξ)
−α (ℜα > Mf , ξ ∈ Ω∗) (1)

が成り立つものを考える. ここで dµΩ は Ω 上の標準測度 (後述), Ω∗ は Ω の双対錐{
ξ ∈ V ; (x|ξ) > 0 (∀x ∈ Ω \ {0})

}
を表し, Mf は或る実数, Γf (α) は α の有理型函数

である. たとえば Ω = R>0 ⊂ V = R のとき dµΩ は半直線上の不変測度 dx
x
であり,

f(x) = F (x) = x とすると (1) はよく知られたΓ 積分の公式∫ +∞

0

e−xξxα−1 dx = Γ(α)ξ−α (ℜα > 0, ξ > 0)

に他ならない. さらに Ω が二次錐 Λn =
{
x ∈ Rn ; x1 >

√
x22 + · · ·+ x2n

}
のときは

f(x) = F (x) = x21 − x22 − · · · − x2n としてM. Riesz [21]が, Ω が N ×N 正定値実対称
行列のなす錐PN ⊂ Sym(N,R) のときは f(x) = F (x) = detx として Wishart [26] お
よび Siegel [24] が, それぞれの研究 (偏微分方程式, 多変量解析, 解析数論) において積
分公式 (1) を活用している. そのうちRiesz のアイディアは次のように敷衍できる. 実
部が十分大きな α に対して, Rα

f := Γf (α)
−1fα dµΩ が V 上の緩増加超函数を定めると

する (なお ℜα > Mf ならばRα
f ∈ D′(V ) は成り立つ). このとき (1) から

⟨Rα
f , e

−(x|ξ)⟩x = F (ξ)−α (ξ ∈ Ω∗)

が成り立ち, これとラプラス変換の一意性から

∆
( ∂
∂x

)m
Rα+m = Rα
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がm ∈ Z≥0 について成り立つ. これから任意のテスト函数 ψ ∈ S(V ) に対して ⟨Rα
f , ψ⟩

が α ∈ C の整函数として解析接続できることが分かり, Rα
f ∈ S ′(V ) が全ての α ∈ C

に対して定義され, 次が成り立つ.

命題 1. (i) Rα
f ∗ Rβ

f = Rα+β
f (α, β ∈ C).

(ii) R0
f = δ (Dirac のデルタ函数).

(ii) F ( ∂
∂x
)m Rα

f = Rα−m
f .

(iv) Rm
f は F ( ∂

∂x
)m の基本解.

(v) suppRα
f ⊂ Ω であり, suppRα

f ⊂ ∂Ω の必要十分条件はΓf (α)
−1 = 0.

以上の議論により, Riesz は波動方程式の基本解を構成し, 空間の次元の偶奇によっ
て波の伝播の様子が異なるというホイヘンスの原理を説明した. その後Gindikin [6, 7]

は 凸錐 Ω が等質のとき (すなわち或るリー群が線型かつ推移的に Ω に作用している
とき), 群作用について相対不変な f と F についてΓ 型積分公式 (1) を証明し, Riesz

の方法を適用した.

空間を統制する大きな群作用があれば (1)のような美しい公式が成り立つのは自然で
ある (概均質ベクトル空間の理論の創始時にも同じ思想が背景にあったようである [16,

pp. 166–167]). そして, 群作用がなければ美しい積分公式はありえないと信じる立場か
らすれば, Gindikin の研究は最大限に一般的な枠組みのように見えた. それゆえに, 等
質錐でなくても (1) が成り立つ例が多変量解析（とくにグラフィカルモデル理論）にお
いて研究されている ([18, 19, 23]) ことは私にとって衝撃的であった. しかも, それらの
積分公式は統計的な議論に基づくもので, 外見はよく似ているにも関わらず, Gindikin

の公式との関係は全く謎に包まれていたのである.

次節で述べる我々の結果([12])により,全ての等質錐は三つの条件(V1)–(V3)を満たす
ベクトル空間の系から構成される正定値実対称行列の集合として実現され, Gindikinの
研究をはじめとする既存の理論は見通しよく再構成できる. 類似の結果は [3, 22, 27, 28]

など多くの研究者によって得られているが, それらに対する我々の方法の優位性は, そ
の「拡張性」にあることが後になって判明した. すなわち三つの条件のうち (V3)を外
して (V1) と (V2) のみを要請すると, 得られる凸錐はもはや等質錐ではないが, Γ 型積
分公式を含む幾つもの解析的公式は依然として成り立つ. しかも, ここに現れる新しい
クラスの凸錐は上述のグラフィカルモデルに付随する凸錐を含む. このようにして, 等
質錐の理論とグラフィカルモデル理論は統合され, 双方のアイディアが相互に利用可能
となったのである. 二次錐 Λn と 正定値対称行列の錐 PN 上の豊かな数学は対称錐の
理論として整理され, 上述の分野のほか表現論, 調和解析, 複素解析, 微分幾何, そして
情報幾何, 最適化法といった多くの分野との関連において活発に研究されている ([4]).

本講演で紹介する新しい凸錐の理論もまた, 純粋・応用数学を問わず多くの分野の研究
者が出会い, アイディアの交換が出来るような「場」として成長することを願ってやま
ない.



2. 等質錐の行列実現
以後 N ×N 実対称行列全体のなすべクトル空間 Sym(N,R) を VN と書く. 対称行列
x ∈ VN に対し, 下三角行列 x

ˇ
∈ Mat(N,R) を

(x
ˇ
)ij :=


xij (i > j)

xii/2 (i = j)

0 (i < j)

によって定め, VN 上の双線型な積 △ を

x△y := x
ˇ
y + y t(x

ˇ
) (x, y ∈ VN)

によって定義する. 一般に R代数 (VN ,△) は可換でも結合的でもないが, 次の関係式
を満たす:

x△(y△z)− (x△y)△z = y△(x△z)− (y△x)△z (x, y, z ∈ VN)

このような代数は左対称代数あるいは pre-Lie 代数 とよばれる ([2]). さらに x ∈ VN
による左乗法作用素 VN ∋ y 7→ x△y ∈ VN を Lx と書くものとすると,

• TrLx△x > 0 (x ∈ VN \ {0}) (コンパクト性)

• 任意の x ∈ VN に対し, Lx の固有値は実数のみ (正規性)

が成り立つ. 以上の性質をもつコンパクト正規左対称代数 (Compact Normal Left-

symmetric Algebra, CLAN) は Vinberg [25] によって導入され, 単位元をもつ CLAN

は等質錐と同型を除いて一対一に対応することが証明された. たとえば, 部分ベクトル
空間 Z ⊂ VN が

Z△Z ⊂ Z, IN ∈ Z (2)

を満たすとき, (Z,△) は単位元をもつ CLAN である.

定理 2 ([14]). (i) 単位元をもつ任意のCLAN は (2) を満たす (Z,△) と同型.

(ii) HZ :=
{
x
ˇ
; x ∈ Z, xii > 0 (i = 1, . . . , N)

}
は群をなし, 凸錐 PZ := PN ∩ Z に

ρ(T )x := Tx tT (x ∈ PZ , T ∈ HZ)

で定義される作用 ρによって単純推移的に作用している. 全ての等質錐は, このように
して得られる PZ と線型同値である.

分割 N = n1 + n2 + · · · + nr を一つとり, 次の 3つの条件をみたすベクトル空間
Vlk ⊂ Mat(nl, nk;R) (1 ≤ k < l ≤ r) の系V = {Vlk}1≤k<l≤r を考える:

(V1) A ∈ Vlk, B ∈ Vki ⇒ AB ∈ Vli (1 ≤ i < k < l ≤ r),

(V2) A ∈ Vli, B ∈ Vki ⇒ A tB ∈ Vlk (1 ≤ i < k < l ≤ r),

(V3) A ∈ Vlk ⇒ A tA ∈ RInl
(1 ≤ k < l ≤ r).

このとき, 次のような形の対称行列 x からなる VN の部分ベクトル空間を ZV で表す:

x =


X11

tX21 · · · tXr1

X21 X22
tXr2

...
. . .

Xr1 Xr2 Xrr


(
Xll = xllInl

, xll ∈ R (l = 1, . . . , r)

Xlk ∈ Vlk (1 ≤ k < l ≤ r)

)
. (3)



定理 3 ([14]). 部分空間ZV は (2) を満たす. 逆に (2) を満たす Z に対して, 適当な置
換行列 σ ∈ SN ⊂ GL(N,R) と V = {Vlk} が存在して, ρ(σ) : Z ∋ x 7→ σx tσ ∈ ZV が
代数同型となるようできる.

定理 2 と定理 3 により, 以後等質錐としては (3) の形の正定値対称行列からなる錐
PV := ZV∩PN を考えても一般性は失わない(このようにブロック分解をもつ正定値対称
行列の集合として等質錐を実現するという結果は様々な形で得られている [3, 22, 27, 28]).

定理 2 (ii) より, PV には

T =


T11
T21 T22
...

. . .

Tr1 Tr2 Trr


(
Tll = tllInl

, tll > 0 (l = 1, . . . , r)

Tlk ∈ Vlk (1 ≤ k < l ≤ r)

)
, (4)

という形の下三角行列からなる群 HV := HZV が ρ によって PV に単純推移的に作用
している. この作用に関する PV 上の相対不変函数は次のように記述される. 対称行列
x = (xαβ) ∈ VN と M = 1, . . . , N に対し, x[M ] := (xαβ)α,β≤M ∈ VM と書くものとし,

パラメータ s = (s1, . . . , sr) ∈ Cr に対し∆s : PV → C を

∆s(x) := (det x)sr/nr

r−1∏
k=1

(detx[Nk])sk/nk−sk+1/nk+1 (x ∈ PV) (5)

によって定める (ただし Nk :=
∑k

i=1 ni (k = 1, . . . , r)). このとき ∆s は, HV の 1次元
表現χs : HV ∋ T 7→

∏r
k=1 t

2sk
kk ∈ C に関して相対不変である:

∆s(ρ(T )x) = χs(T )∆s(x) (x ∈ PV , T ∈ HV).

とくに sk = nkα (k = 1, . . . , r) のとき∆s(x) = (detx)α, χs(T ) = (detT )2α であるこ
とに注意する. 相対不変函数 ∆s がいつ多項式になるかという問題は [12] において考
察され, [20] によって完全に解決された.

3. 双対錐の記述
条件 (V1) より, 各 Vlk (1 ≤ k < l ≤ r) 上には内積が

AtB +BtA = 2(A|B)Vlk
Inl

(A,BıVlk)

となるように定まる. これを用いてZV 全体には

(x|x′) :=
r∑

k=1

xkkx
′
kk + 2

∑
1≤k<l≤r

(Xlk|X ′
lk)Vlk

(x, x′ ∈ ZV)

と内積を定義し, この内積に関する PV の双対錐を QV とする. 群 HV の QV への推移
的な右作用 ρ∗が

(x|ρ∗(T )ξ) := (ρ(T )x|ξ) (x, ξ ∈ ZV , T ∈ HV)



によって与えられる. とくに QV は等質錐である. さて k = 1, . . . , r − 1 に対し, 次の
ような形の行列 w からなるベクトル空間を Wk とする:

w =



0
...

0

Tk+1,k

...

Trk


∈ Mat(N,nk) (Tlk ∈ Vlk (l > k)).

このときWk ≃
∑⊕

l>k Vlk であることを踏まえてmk := dimWk =
∑

l>k dimVlk とお
き, mr := 0 とする. もし mk > 0 ならば Wk の正規直交基底を一つとって, 線型同型
Wk ∋ w 7→ vect(w) ∈ Rmk を定める. 条件 (V1)と (V2)より w ∈ Wk に対しwtw ∈ ZV

であるから, 線型写像 ϕk : ZV → Sym(mk,R) が
tvect(w)ϕk(ξ) vect(w) = (wtw|ξ) (ξ ∈ ZV , w ∈ Wk)

となるように定義できる. 元 x ∈ ZV と k = 1, . . . , r − 1 に対し

wk :=



0
...

0

Xk+1,k

...

Xrk


∈ Wk

とおき,

fk(x) :=

{
xkk (mk = 0)

xkk − tvect(wk)ϕk(x)
−1vect(wk) (mk > 0)

と定義し, fr(x) := 0 とする.

命題 4 (cf. [8]). (1) もし fk(ξ) > 0, . . . , fr(ξ) > 0 ならば ϕk−1(ξ) は正定値であり,

fk−1(ξ) が定義できる.

(2) QV = { ξ ∈ ZV ; fk(ξ) > 0 (k = 1, . . . , r) }.

パラメータ s = (s1, . . . , sr) ∈ Cr に対し, δs : QV → C を

δs(ξ) :=
r∏

k=1

fk(ξ)
sk (ξ ∈ QV)

と定義すると, δs は HV の作用 ρ∗ に関して相対不変である:

δ(ρ∗(T )ξ) = χs(T )δ(ξ) (ξ ∈ Q∗, T ∈ HV).

函数 ∆s : PV → C と δV : QV → C の相対不変性から次が従う.

命題 5. (i) s ∈ (C×)r のとき log∆s と log δs は, 定数の差を除いて互いの Legendre 変
換となっている.

(ii) s ∈ (R>0)
r のとき grad log∆−s : PV → QV と grad log δ−s : QV → PV は互いに逆

写像の関係になっている.



4. 等質錐上のΓ 型積分公式
一般に, 内積の定義されているベクトル空間 V の中の正則凸錐 Ω ⊂ V に対し,

φΩ(x) :=

∫
Ω∗
e−(x|ξ) dξ

を Ω 上の Koszul-Vinberg 特性函数という ([1, 17, 25]). ここで dξは内積から定まる
ユークリッド測度である. 双対錐 Ω∗ と測度 dx は内積によって定まるのでφΩ(x) も内
積に依存するが, Ω 上の標準測度 (canonical measure) dµΩ(x) := φ(x) dx は内積に依
らずに定まり, Ω を保存する任意の線型変換に関して不変である.

以後 Ω = QV , Ω
∗ = PV の場合を考える (よって上の議論とは x と ξ の役割が異なる

ことに注意).

命題 6 ([6]). 錐 QV の Koszul-Vinberg 特性函数

φV(ξ) :=

∫
PV

e−(x|ξ) dx (ξ ∈ QV)

は

CV

r∏
k=1

fk(ξ)
−1−mk/2

∏
mk>0

(detϕk(ξ))
−1/2

(ただし CV :=
∏r

k=1{(2π)mkΓ(1 + mk

2
)) で与えられる.

錐 QV 上の標準測度 φV(ξ) dξ を dµV(ξ) と書くものとする. このとき φV は ρ∗(HV)-

不変である.

定理 7 ([6]). (i)積分ΓV(s) :=
∫
QV
e−(In|ξ)δs(ξ)dµV(ξ)が収束する必要十分条件は ℜsk >

mk/2 (k = 1, . . . , r) であり, このときΓV(s) = CV
∏r

k=1{(2π)mk/2Γ(sk − mk

2
).

(ii) ℜsk > mk/2 (k = 1, . . . , r) のとき∫
QV

e−(x|ξ)δs(ξ) dµV(ξ) = ΓV(s)∆−s(x) (x ∈ PV). (6)

いま ∆σ(x) が多項式となるような σ ∈ Rr を一つとり, f := δσ, F := ∆σ とすると
(6) において s = ασ とすることで (1) の形の公式が得られる.

5. 主結果
以後 V = {Vlk} については条件 (V1), (V2) のみを仮定する. このとき正則凸錐 PV お
よび QV は等質とは限らないが, ∆s や δs はこれまで同様に定義できる.

定理 8 ([15]). 凸錐 PV と QV について, 命題 4, 5, 6 および定理 7 が成り立つ

証明のアイディアは次の通りである. 集合 HV は群をなすとは限らないが,

H ′
V := {T ∈ HV ; tkk = 1(k = 1, . . . , r), Tlk = 0 (2 ≤ k < l ≤ r) }

は群をなし, その作用 ρ(H ′
V) によって, 任意の x ∈ PV は, (l, 1)-成分 (l > 1) が 0 であ

るような元に移すことができる. これによって議論は部分系 V ′ := {Vlk}2≤k<l≤r に帰着
できるので, 種々の議論は r に関する帰納法によって証明される.



具体例を一つ挙げる. ZV =



x1 0 x4 0

0 x1 0 x5
x4 0 x2 x6
0 x5 x6 x3

 ; x1, . . . x6 ∈ R

 のときQV は

ξ1 −
ξ24
ξ2

− ξ25
ξ3
> 0, ξ2 −

ξ26
ξ3
> 0, ξ3

を満たすような ξ ∈ ZV の集合であり,

φV(ξ) =
√
2π2

∣∣∣∣∣∣∣
ξ1 ξ4 ξ5
ξ4 ξ2 0

ξ5 0 ξ3

∣∣∣∣∣∣∣
−2 ∣∣∣∣∣ξ2 ξ6

ξ6 ξ3

∣∣∣∣∣
−3/2

ξ
3/2
2 ξ

3/2
3 ,

δs(ξ) =

∣∣∣∣∣∣∣
ξ1 ξ4 ξ5
ξ4 ξ2 0

ξ5 0 ξ3

∣∣∣∣∣∣∣
s1 ∣∣∣∣∣ξ2 ξ6
ξ6 ξ3

∣∣∣∣∣
s2

ξ−s1
2 ξs3−s1−s2

3 (ξ ∈ QV),

∆s(x) = xs1−s2−s3
1

∣∣∣∣∣x1 x4
x4 x2

∣∣∣∣∣
s2−s3

(detx)s3 (x ∈ PV)

である.

最後にグラフィカルモデル理論との関係を述べる. 単純グラフ G = (VG,EG) (VG =

{1, . . . N}, EG ⊂ VG ×VG) に対し,

ZG := {x = (xij) ∈ Sym(N,R) ; xij = 0 if i ̸= j and i ̸∼ j }

とする. グラフ G が chordal のとき, すなわち G における長さが 4 以上のサイクルは
必ず chord (弦)をもつとき, PG := PN ∩ ZG に対して様々な解析的公式が成り立つこ
とが知られてきた ([18, 19]). 実は, 頂点集合 VG の番号を適切につけかえれば, このよ
うな PG は, 我々の PV において n1 = · · · = nr = 1 とした場合に対応する (詳しくは
[15] 参照). これによって PG についても新しい知見を得ることができた.
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