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概 要
久保-安藤の作用素平均を多変数の作用素の平均に拡張する研究がこの 10年余りで
非常に発展した．本講演では久保-安藤の作用素平均から多変数の平均への発展の流
れを概観してから，多変数の作用素さらに確率測度に対する平均の研究において不
動点を考える方法が如何に重要であるかを説明する．

1. 準備的事項と2変数の作用素平均
以下では，HはHilbert空間とする．B(H)はH上の有界線形作用素の全体とし，

B(H)+ := {A ∈ B(H) : A ≥ 0}, P = P(H) := {A ∈ B(H) : A > 0}

とする (ただし A ≥ 0は正作用素，A > 0は可逆な正作用素を意味する). Hが有限次元で
n = dimHなら，A ∈ B(H)はn次正方行列と同一視できるので，B(H), B(H)+, P = P(H)は
無限次元のHの場合とし，有限次元の場合は代わりにMn, M+

n , Pnで表すことにする．つまり
M+

n はn× n半正定値行列の全体，Pnはn× n正定値行列の全体を表す．
IはH上の恒等作用素または単位行列を表す．X ∈ B(H) (またはX ∈ Mn)の作用素ノル

ムを ∥X∥∞で表す．B(H)上のノルム位相は作用素ノルムによる位相を意味する．またB(H)

上の強作用素位相をSOTと略記する．もちろん，Mn上ではノルム位相 = SOT. A,B ∈ Pの
Thompson距離は

dT(A,B) := ∥ logA−1/2BA−1/2∥∞ = logmax{M(A/B),M(B/A)}.

ここでM(A/B) := inf{α > 0 : A ≤ αB}. (P, dT)は完備距離空間であり，P上でノルム位相と
dT-位相は一致する ([51]). Thompson距離は多変数の作用素の平均を議論する上で重要な役割
を果たす．

1.1. 2変数の作用素平均: 久保-安藤理論
半直線 [0,∞)上の (連続)実数値関数fが作用素単調であるとは，A,B ∈ B(H)+に対し

A ≤ B =⇒ f(A) ≤ f(B)

のときをいう．このとき，Löwnerによるfの積分表示は

f(x) = a+ bx+

∫
(0,∞)

x(1 + t)

x+ t
dm(t), x ∈ [0,∞). (1.1)

ここで，mは (0,∞)上の有限正測度であり，a = f(0), b ≥ 0. 作用素単調関数に関するLöwner

の理論 (詳しくは [1, 8, 24]など)はRの任意の区間上の関数に対するものであるが，ここでは作
用素平均との関連で，[0,∞)上の場合に限定した．
1980年に久保-安藤 [38]は (2変数)作用素平均の公理的な定義を与えた．B(H)+上の 2項演

算 σ : B(H)+ × B(H)+ → B(H)+が次の 4つの性質を満たすとき，σを作用素平均という:

A,B,A′, B′, C,Ak, Bk ∈ B(H)+ (k ∈ N)とする．
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(I) 単調性: A ≤ A′, B ≤ B′ =⇒ AσB ≤ A′σB′.

(II) トランス不等式: C(AσB)C ≤ (CAC)σ(CBC).

(III) 下向き連続性: Ak ↘ A, Bk ↘ B =⇒ AkσBk ↘ AσB. ただしAk ↘ AはA1 ≥ A2 ≥
· · · かつAk → A (SOT)を意味する．

(IV) IσI = I.

久保-安藤理論の主定理は

定理 1.1. [38] 作用素平均σの全体と [0,∞)上の f(1) = 1を満たす非負の作用素単調関数 f

の全体との間の1対1の順序同型対応σ ↔ fが次により定まる:

f(x)I = Iσ(xI), x > 0,

AσB = A1/2f(A−1/2BA−1/2)A1/2, A,B ∈ P (1.2)

作用素平均σに対し上定理で対応する作用素単調関数をfσと書き，σの表現関数という．上
定理の要点は，本来非可換である作用素の組 (A,B)に対する作用素平均 σの議論が関数 fσの
それに帰着されることにある．作用素平均の基本的な例は，α ∈ [0, 1]として

• 重み付き算術平均: A▽αB := (1− α)A+ αB, f▽α(x) = (1− α) + αx.

• 重み付き調和平均: A !αB :=
[
(1− α)A−1 + αB−1

]−1
, f !α(x) =

x
(1−α)x+α .

• 重み付き幾何平均: A#αB := A1/2(A−1/2BA−1/2)αA1/2, f#α(x) = xα. 特にA#B =

A#1/2BはPusz-Woronowicz [47]が最初に導入した．

上記の3種類のαの重み付き平均はいずれも左，右のトリビアルな作用素平均 l, r (i.e., AlB = A,

ArB = B)をα = 0, 1で補間する．
次に，作用素平均に関する基本性質をいくつか挙げる (詳しくは [38, 24]など):

(1) (III)より，任意のA,B ∈ B(H)+に対し

AσB = lim
ε↘0

(A+ εI)σ(B + εI). (1.3)

これはσがσ|P×Pから定まることをいう．

(2) 合同不変性: C ∈ Pなら (II)は等式になる．さらに，S ∈ B(H)が可逆なら

S∗(AσB)S = (S∗AS)σ(S∗BS).

(3) 斉次性: t(AσB) = (tA)σ(tB) (t ≥ 0). ((2)の特別の場合.)

(4) 同時凹性: (A+B)σ(C +D) ≥ AσC +BσD (A,B,C,D ∈ B(H)+). 上記の斉次性より
次と同じ:

{tA+ (1− t)B}σ{tC + (1− t)D} ≥ t(AσC) + (1− t)(BσD), 0 < t < 1.

(5) 不等式: α := f ′σ(1) ∈ [0, 1]であり，
x

(1− α)x+ α
≤ fσ(x) ≤ (1− α) + αx, x > 0.

よって !α ≤ σ ≤ ▽α. 特に，!α ≤ #α ≤ ▽α (AGH平均不等式).



(6) 積分表示: (1.1)と (1.2)を合わせると次が得られる:

AσB = aA+ bB +

∫
(0,∞)

1 + t

t
{(tA) : B} dm(t), A,B ∈ P. (1.4)

ここで，A : B := (A−1 + B−1)−1 = 1
2(A !B)は A,B の並列和. mはm({0}) = a,

m({∞}) = bとおいて，[0,∞]上の確率測度になる．

(7) 変分表示: A,B ∈ B(H)+に対し

A#B = max

{
X ∈ B(H)+ :

[
A X

X B

]
≥ 0

}
,

A !B = max

{
X ∈ B(H)+ :

[
2A 0

0 2B

]
≥

[
X X

X X

]}
.

作用素平均σに対し，転置σ′, 随伴σ∗, 双対σ⊥を

Aσ′B := BσA, Aσ∗B := (A−1σB−1)−1, σ⊥ := (σ′)∗ = (σ∗)′

と定める．これらは再び作用素平均であり，表現関数は

fσ′(x) = xfσ(x
−1), fσ∗(x) = fσ(x

−1)−1, fσ⊥(x) = x/fσ(x), x > 0.

作用素平均σはσ = σ′なら対称, σ = σ∗なら自己随伴といわれる．

1.2. 安藤-日合の不等式とマジョリゼーション
この節では，主に行列の固有値に対するマジョリぜーションについて説明する．(無限次元の
B(H)での議論は [23]にある．さらに von Neumann環の設定での研究も多い.) 以下の議論は
半正定値行列の固有値のなす非負ベクトルに関するマジョリゼーションに関することなので，
まず非負ベクトルに限定して，いくつかのマジョリぜーションの定義を与える．(マジョリゼー
ション理論全般については [43, 3, 4, 24]が詳しい.)

定義 1.2. n次元の非負ベクトル a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ (R+)n (ただし，R+ :=

[0,∞))に対し，a↓ = (a↓1, . . . , a
↓
n)はaの減少再配列とする．このとき

• 弱マジョリゼーション (または劣マジョリゼーション) a ≺w bが成立するとは

k∑
i=1

a↓i ≤
k∑

i=1

b↓i , 1 ≤ k ≤ n.

マジョリゼーションa ≺ bはa ≺w bかつ
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 bi (i.e., 上でk = nのとき等号
成立)の場合をいう．

• 対数弱マジョリゼーションa ≺w log bが成立するとは

k∏
i=1

a↓i ≤
k∏

i=1

b↓i , 1 ≤ k ≤ n.

また，対数マジョリゼーションa ≺logはa ≺w log bかつ
∏n

i=1 ai =
∏n

i=1 biの場合をいう．



一般に，a ≺w log b =⇒ a ≺w b. さらに，a, bが正ベクトルなら，

a ≺log b ⇐⇒ log a ≺ log b =⇒ a ≺w b.

A,B ∈ M+
n とする．λ(A) = (λ1(A), . . . , λn(A))はAの固有値を重複度込みで大きい順に並べ

たベクトルとする．λ(A) ≺w λ(B), λ(A) ≺ λ(B), λ(A) ≺log λ(B)のとき，それぞれA ≺w B,

A ≺ B, A ≺log Bと書くことにする．
Mn上のノルム∥ · ∥は，任意のユニタリU, V ∈ Mnに対し∥UXV ∥ = ∥X∥を満たすとき，ユ

ニタリ不変ノルム (または対称ノルム)といわれる．行列の固有値に対する上述のマジョリゼー
ションは，ユニタリ不変ノルムに対する不等式を導くための有力な方法である．次の結果が基
本的である．これについては [24] が詳しい．

命題 1.3. A,B ∈ M+
n とするとき，以下の条件について次が成立:

(i) ⇐⇒ (ii) =⇒ (iii) ⇐⇒ (iv)

⇓
(v) ⇐⇒ (vi) =⇒ (vii) ⇐⇒ (viii) ⇐⇒ (ix).

(i) A ≺log B.

(ii) すべてのユニタリ不変ノルム ∥ · ∥と f(ex)がR上で凸である [0,∞)上の非負連続関数 f

に対し∥f(A)∥ ≤ ∥f(B)∥.

(iii) A ≺w log B.

(iv) すべてのユニタリ不変ノルム ∥ · ∥と f(ex)がR上で凸である [0,∞)上の単調非減少な非
負連続関数fに対し∥f(A)∥ ≤ ∥f(B)∥.

(v) A ≺ B.

(vi) すべてのユニタリ不変ノルム ∥ · ∥と [0,∞)上の連続な非負凸関数 f に対し ∥f(A)∥ ≤
∥f(B)∥.

(vii) A ≺w B.

(viii) すべてのユニタリ不変ノルム∥ · ∥に対し∥A∥ ≤ ∥B∥.

(ix) すべてのユニタリ不変ノルム∥·∥と [0,∞)上の単調非減少な非負凸関数fに対し∥f(A)∥ ≤
∥f(B)∥.

さて，この節のタイトルにいう定理を次に述べる．

定理 1.4. [6] 0 ≤ α ≤ 1とする．

(1) 安藤-日合の不等式 (以下AH不等式): A,B ∈ P(H)について

A#αB ≤ I =⇒ Ar#αB
r ≤ I, r ≥ 1. (1.5)

逆作用素をとれば次と同じ: A#αB ≥ I =⇒ Ar#αB
r ≥ I, r ≥ 1.

(2) 対数マジョリゼーション: 任意のA,B ∈ M+
n に対し

Ar#αB
r ≺log (A#αB)r, r ≥ 1. (1.6)

これは次と同じ: p ≥ q > 0なら (Ap#αB
p)1/p ≺log (Aq#αB

q)1/q.



AH不等式 (1.5)がいえると，(1.6)は反対称テンソル積の手法で容易に示せる．実際，(1.5)

は作用素ノルムの不等式

∥Ar#αB
r∥∞ ≤ ∥(A#αB)r∥∞, i.e., λ1(A

r#αB
r) ≤ λ1((A#αB)r)

と同値である．A, Bをk重反対称テンソル積∧kA, ∧kB (1 ≤ k ≤ n)で置き換えると

λ1((∧kA)r#α(∧kB)r) ≤ λ1(((∧kA)#α(∧kB))r).

ここで

左辺 = λ1(∧k(Ar#αB
r)) =

k∏
i=1

λi(A
r#αB

r),

右辺 = λ1(∧k((A#αB)r)) =
k∏

i=1

λi((A#αB)r)

であり，k = nのとき両辺 = (detA)r(1−α)(detB)rαで等しいから，(1.6)がいえる．
次に，0 ≤ α ≤ 1に対し，A,B ∈ P(H)の (重み付き) Log-Euclidean平均 (chaotic平均とも呼

ばれる)は
LEα(A,B) := exp{(1− α) logA+ α logB}

と定義される．これはA,Bに対する単調性を満たさないので作用素平均ではない．無限次元の場
合，LEα(A,B) を一般のA,B ∈ B(H)+に拡張することはやや面倒であるが，行列A,B ∈ M+

n

の場合は簡単である．結果的には，α = 0, 1なら LE0(A,B) = A, LE1(A,B) = Bであり，
0 < α < 1ならA,Bの値域の共通部分への直交射影をP0として，

LEα(A,B) := P0 exp{(1− α)P0(logA)P0 + αP0(logB)P0}

とすればよい．AB = BAならA#αB = LEα(A,B) = A1−αBαに注意する．よく知られた
Lie-Trotter極限公式は

lim
p↘0

(Ap(1−α)/2BpαAp(1−α)/2)1/p = LEα(A,B), A,B ∈ M+
n .

さらに，次の作用素平均版のLie-Trotter公式も知られている．

命題 1.5. [23, 31] 任意の作用素平均σに対し，α := f ′σ(1)とすると

lim
p↘0

(ApσBp)1/p = LEα(A,B), A,B ∈ M+
n .

これより，Log-Euclidean平均は作用素平均でないが，すべての作用素平均のLie-Trotter極
限であるという意味で最も普遍的な平均といえる．Araki [7]の対数マジョリゼーション (Lieb-

Thirring不等式の拡張)と定理1.4 (2)を合わせて

定理 1.6. 任意のA,B ∈ M+
n に対し，p ≥ q > 0なら

(Ap#αB
p)1/p ≺log (Aq#αB

q)1/q

≺log LEα(A,B)

≺log (Aq(1−α)/2BqαAq(1−α)/2)1/q

≺log (Ap(1−α)/2BpαAp(1−α)/2)1/p.

さて，和田 [54]は定理1.4の (1)を特徴付け定理に精密化した．



定理 1.7. [54] 作用素平均σについて，次の (i), (ii)は同値:

(i) fσ(x
r) ≥ fσ(x)

r (x > 0), r ≥ 1;

(ii) 任意のA,B ∈ Pnに対し，AσB ≥ I =⇒ ArσBr ≥ I, r ≥ 1.

また，次の (i′), (ii′)も同値:

(i′) fσ(x
r) ≤ fσ(x)

r (x > 0), r ≥ 1;

(ii′) 任意のA,B ∈ Pnに対し，AσB ≤ I =⇒ ArσBr ≤ I, r ≥ 1.

幾何平均#αは明らかに上の (i), (i′)の両方を満たす．算術，幾何，調和平均を組み合わせた
作用素平均として，0 ≤ α ≤ 1, r ∈ [−1, 1] \ {0}に対して定義される (重み付き)ベキ平均

Apα,rB := A1/2{(1− α)I + α(A−1/2BA−1/2)r}1/rA1/2, fpα,r(x) = (1− α+ αxr)1/r

がある．特にpα,1 = ▽α, pα,−1 = !αである．σ = pα,rについて，r ∈ (0, 1]なら (i)を満たすから
(ii)が成立し，r ∈ [−1, 0)なら (i′)を満たすから (ii′)が成立する．
ところで，和田は最近の論文 [55]でAH不等式が成立するのは 0 < r < 1に限られることを

示している．つまり，0 < r < 1で 0 < α < 1ならA,B > 0, A#αB ≥ I ≠⇒ Ar#αB
r ≥ I.

さらに，0 < r < 1で作用素平均 σが定理 1.7の (i)を満たし σ ̸= l, rならA,B > 0, AσB ≥ I

≠⇒ ArσBr ≥ I. 他方，瀬尾 [48]は 0 < r ≤ 1の場合の補完型AH不等式を次の通り示した:

0 ≤ α ≤ 1とすると

A#αB ≤ I =⇒ Ar#αB
r ≤ ∥A−1#αB

−1∥1−r
∞ I, 0 < r ≤ 1.

この節の最後に，すべての作用素平均に対して成立するノルム不等式と弱マジョリゼーショ
ンに触れておく．次の命題の (1)は∥A : B∥ ≤ ∥A∥ : ∥B∥を示してから積分表示 (1.4)を使うと
証明できる．(2)の証明もKy Fanのマジョリゼーションと (1.4)から容易である．ユニタリ不
変ノルムに対する (1)は [4]に書いてある．(2)も知られていると思われるが，適当な文献が見
当たらない．

命題 1.8. σを任意の作用素平均とする．

(1) Mn上のノルム∥ · ∥が単調ノルム (i.e., A ≥ B ≥ 0 =⇒ ∥A∥ ≥ ∥B∥ を満たす)なら，特
にユニタリ不変ノルムなら

∥AσB∥ ≤ ∥A∥σ∥B∥, A,B ∈ M+
n .

(2)

λ(AσB) ≺w λ(A)σλ(B), A,B ∈ M+
n .

よってユニタリ不変ノルムに対し，∥AσB∥ ≤ ∥λ(A)σλ(B)∥ ≤ ∥A∥σ∥B∥.

1.3. 補足
前節に書き入れなかったいくつかの補足事項を以下にまとめる．

1.3.1. AH不等式vs.古田不等式
有名な古田不等式 [21]は，r, p ≥ 0と q ≥ 1が (1 + r)q ≥ p + rを満たすとき，A,B ∈ B(H)+

について
A ≥ B =⇒ (Ar/2BpAr/2)

1
q ≤ A

p+r
q .

AH不等式 (1.5)はこれと似た趣きあり，どちらの証明でも反復法が使われのも似ているが，当
初は別種の不等式と思われていた．しかし，藤井-亀井 [19]は両者がお互いに他を使ってショー
トカットに証明できることを示した．結局のところ，2つの不等式は親和性が強いといえる．和
田 [54]は定理1.7から古田不等式の拡張版を得ている．



1.3.2. 作用素平均の一般化
作用素平均の表示式 (1.2)は [0,∞)上の関数 fが非負作用素単調でなくても意味をもつ．藤井-

藤井-瀬尾 [17]は非負とは限らない作用素単調関数で (1.2)と表されるようなP(H)上の2項演算
の (久保-安藤のより弱い)公理系を与え，ソリダリティと名付けた．最近では，fが (0,∞)上の
一般の関数のとき，A,B ∈ P(H)に対しPf (A,B) := B1/2f(B−1/2AB−1/2)B1/2 ((1.2)とA,B

の順序が逆であることに注意)と定義して，fの作用素パースペクティブと呼ばれることが多い．
この用語は凸関数f(x)を2変数化した (x, y) 7→ yf(x/y)が自動的に同時凸関数になるという事
実 (凸解析の分野で有用)があり，これをfのパースペクティブと呼ぶことから来ている．この
事実の作用素版が知られている．つまりfが (0,∞)上の作用素凸関数なら，Pf (A,B)はP× P
上で同時作用素凸である ([14, 15]). これのトレースを取ったTrPf (A,B)は量子情報理論で量
子f -ダイバージェンスと呼ばれるものの一種である．(作用素凸関数については [22]が詳しい.)

1.3.3. 反対称テンソル積の手法
定理 1.4のところで述べたように，反対称テンソル積の手法は対数マジョリゼーションの証明
に非常に有効である．しかし，適用できる行列関数形が |ApBq · · · |rのように，積，絶対値，ベ
キからなるものに限られるのが難点である．反対称テンソル積の手法が使えるのは，論文 [26]

のように，せいぜい固有値または特異値関数を対数積分した形までである．したがって，定理
1.7でAH不等式が拡張されても，対数マジョリゼーションの拡張にはならない．

1.3.4. チャレンジ問題
(半)有限von Neumann環のτ -可測作用素に対する一般化された特異値の概念 [16]を使って，各
種のマジョリゼーションを von Neumann環の設定で議論することができる．幸崎 [37]は定理
1.6で取り上げた荒木 (-Lieb-Thirring)の対数マジョリゼーションを von Neumann環の場合に
拡張した．von Neumann環の場合，反対称テンソル積の手法が使えないので，証明は簡単では
ない．対数マジョリゼーション (1.6)をvon Neumann環の設定に拡張することは興味深いチャ
レンジ問題である．

2. 多変数の平均
久保-安藤の論文 [38]以降，長年未解決であった問題は 2変数の幾何平均A#Bを 3変数以上に
拡張することであった．これの突破口を開いたのは，反復近似の方法で多変数の幾何平均を導
入した安藤-Li-Mathiasの2004年の論文 [5]とリーマン幾何の方法で多変数の幾何平均が定義で
きることを発見した 2005, 6年のMoaker [44]とBhatia-Holbrook [10]の論文であった．2.1節
で安藤-Li-Mathiasの方法を概説した後，2.2節以降でリーマン幾何のアプローチによる多変数
の平均に関する最近の発展を解説する．

2.1. ALM平均
論文 [5]で導入された多変数の幾何平均はALM平均と呼ばれる．論文では行列の場合を議論
しているが，無限次元の作用素でもそのまま当てはまる．まず 3変数のA,B,C ∈ Pに対する
ALM平均G(A,B,C)の定義を見よう．

(A1, B1, C1) := (A,B,C),

(Ar+1, Br+1, Cr+1) := (Br#Cr, Ar#Cr, Ar#Br), r = 1, 2, . . .

とすると
lim
r→∞

Ar = lim
r→∞

Br = lim
r→∞

Cr

がいえる．そこで，この共通の極限をG(A,B,C)と定める．このやり方を反復することで，任
意のm個のA1, . . . , Am ∈ Pに対するG(A1, . . . , Am)を次に定義する．



定義 2.1. m = 2の場合G(A1, A2) := A1#A2. m (≥ 2)の場合が既に定義されたとして，m+1

個のA1, A2, . . . , Am+1 ∈ Pに対し

(A
(1)
1 , A

(1)
2 , . . . , A

(1)
m+1) := (A1, A2, . . . , Am+1),

(A
(r+1)
1 , A

(r+1)
2 , . . . , A

(r)
m+1) := (G(A

(r)
j )j ̸=1, G(A

(r)
j )j ̸=2, . . . , G(A

(r)
j )j ̸=m+1), r = 1, 2, . . .

とするとき，(⋆) j = 1, . . . ,m+ 1に対し limr→∞A
(r)
j が存在して極限が jに依らないなら

G(A1, . . . , Am+1) := lim
r→∞

A
(r)
j

と定める．

上の定義が成立するには，(⋆)を示さなければならない．これを証明する中で，安藤-Li-Mathias

は多変数のG(A1, . . . , Am)が満たすべき次の 10個の性質を提案した: Aj , Bj , Ajk ∈ P (k ∈ N)
とする．

(P1) Ajが互いに可換ならG(A1, . . . , Am) = (A1 · · ·Am)1/m.

(P2) 同時斉次性: G(t1A1, . . . , tmAm) = (t1 . . . tm)1/mG(A1, . . . , Am), tj > 0.

(P3) {1, . . . ,m}上の任意の置換πに対しG(Aπ(1), . . . , Aπ(m)) = G(A1, . . . , Am).

(P4) 単調性: Aj ≤ BjならG(A1, . . . , Am) ≤ G(B1, . . . , Bm).

(P5) 下向き連続性: 1 ≤ j ≤ m に対し Ajk ↘ Aj (k → ∞) なら G(A1k, . . . , Amk) →
G(A1, . . . , Am) (SOT).

(P6) 合同不変性: 可逆なS ∈ B(H)に対しG(S∗A1S, . . . , S
∗AmS) = S∗G(A1, . . . , Am)S.

(P7) 同時凹性: (A1, . . . , Am) 7→ G(A1, . . . , Am)は凹．

(P8) 自己随伴性: G(A1, . . . , Am) = G(A−1
1 , . . . , A−1

m )−1.

(P9) 行列式等式: detG(A1, . . . , Am) = (detA1 · · · detAm)1/m.

(P10) AGH平均不等式: H(A1, . . . , Am) ≤ G(A1, . . . , Am) ≤ A(A1, . . . , Am). ここで

A(A1, . . . , Am) :=
A1 + · · ·+Am

m
, H(A1, . . . , Am) :=

(
A−1

1 + · · ·+A−1
m

m

)−1

.

定義2.1に基づき，mに関する帰納法により次が示された．

定理 2.2. [5] 任意のm ≥ 2, A1, . . . , Am+1 ∈ Pに対し，定義2.1の (⋆)が成立する．したがっ
てG(A1, . . . , Am)がすべてのm ≥ 2に対し定義され，それは (P1)–(P10)と次を満たす:

dT(G(A1, . . . , Am), G(B1, . . . , Bm)) ≤ 1

m

m∑
j=1

dT(Aj , Bj), Aj , Bj ∈ P, m ≥ 2.

ALM平均は理論面だけでなく，近似計算の方法を与えるので数値計算の観点からも重要で
ある．数値計算速度の観点から，ALM平均の改訂版がいくつか提案されている (例えば [12]).

さらに幾何平均#だけでなく，一般の作用素平均σから反復近似の方法で多変数の作用素の重
み付き平均が導入されている ([46]).



2.2. 多変数の幾何平均: Karcher平均
Mokher [44]とBhatia-Holbrook [10]が導入した多変数の幾何平均はn×n正定値行列からなる
Pnのリーマン多様体としての構造に基づいている．n× nエルミート行列全体Msa

n はHilbert-

Schmidtノルム∥X∥2 := (TrX2)1/2によりn2-次元ユークリッド空間である．Pn はMsa
n の開集

合だから，自然にリーマン多様体となり，各A ∈ Pnの接平面はMsa
n と同一視できる．Pnには

リーマン・トレース計量と呼ばれる標準的なリーマン計量

⟨X,Y ⟩A := TrA−1XA−1Y, A ∈ Pn, X, Y ∈ Msa
n

が入る．∥X∥A = ∥A−1/2XA−1/2∥2だから，(区分的)微分可能な曲線γ : [a, b] → Pnの長さは

L(γ) =

∫ b

a
∥γ(t)−1/2γ′(t)γ(t)−1/2∥2 dt

で与えられる．A,B ∈ Pnの測地距離は

d(A,B) := inf{L(γ) : γはA,Bを結ぶ微分可能な曲線}

と定まる．リーマン多様体Pnについて基本的な事柄を次に挙げる ([9]に詳しい):

• 任意の可逆なS ∈ Mnに対しd(S∗AS, S∗BS) = d(A,B). またd(A−1, B−1) = d(A,B).

• A,B ∈ Pnを結ぶ (パラメータのとり方を除き)唯1つの測地線

γA,B(t) := A#tB = A1/2(A−1/2BA−1/2)tA1/2, t ∈ [0, 1]

が存在する．つまり測地線が重み付き幾何平均で与えられる．さらに

d(A,B) = ∥ logA−1/2BA−1/2∥2 ≥ ∥ logA− logB∥2.

上の不等式はd(eX , eY ) ≥ ∥X−Y ∥2 (X,Y ∈ Msa
n )と同じで，EMI性 (exponential metric

increasing)と呼ばれる．これは対数マジョリゼーション (定理1.6)

exp(logA−1 + logB) ≺log A
−1/2BA−1/2, i.e., logA−1 + logB ≺ logA−1/2BA−1/2

の系と見なすことができる．

• A,B ∈ Pnの測地中点をM := A#Bとすると，任意のC ∈ Pnに対し

d2(M,C) ≤ d2(A,C) + d2(B,C)

2
− d2(A,B)

4
. (2.1)

この不等式は半中線定理と呼ばれる．(通常のユークリッド空間の中線定理は∥a+b
2 −c∥2 =

∥a−c∥2+∥b−c∥2
2 − ∥a−b∥2

4 と書ける.)

• A,B,C,D ∈ Pnに対しd(A#tB,C#tD) ≤ (1− t)d(A,C) + td(B,D), 0 ≤ t ≤ 1.

• (Pn, d)は可分な完備距離空間である．

上述の半中線定理 (2.1) を満たす距離空間は (大域的)NPC 空間 (nonpositive curvature),

Hadamard空間, CAT(0)空間などと呼ばれ，近年活発に研究されている (サーベイ論文 [50]

がお勧め).



さて，有限個のA1, . . . , Am ∈ Pと確率ベクトルw = (w1, . . . , wm) (wj ≥ 0,
∑m

j=1wj = 1)

に対し，重み付き距離2乗和

f(Z) :=

m∑
j=1

wjd
2(Z,Aj), Z ∈ Pn (2.2)

を最小化する問題を考える．NPC空間ではこの最小化問題の解が唯1つ存在することが知られ
ている．2.4節でもう少し詳しく説明するが，この事実はもっと一般にPn上の確率測度の場合
で成立する．そこで次が定義できる．

定義 2.3. [44, 10] 任意のA1, . . . , Am ∈ Pと上記のwに対し

Gw(A1, . . . , Am) := argmin
Z∈P

m∑
j=1

wjd
2(Z,Aj)

と定める．これはA1, . . . , Amの (重み付き) リーマン幾何平均, 最小 2乗平均などと呼ばれる．
特に等ウエイトw = (1/m, . . . , 1/m)のときG(A1, . . . , Am)と書く．

NPC空間 (Pn, d)では，任意のA ∈ Pに対しZ ∈ P 7→ d2(Z,A)は幾何的一様凸と呼ばれる強
い凸性をもち，(2.2)のf(Z)も幾何的一様凸になる．このとき，Xがf(Z)の最小点であること
は勾配∇f(X) = 0を満たすことと同値になる．ϕ(Z) := d2(Z,A)の勾配は

∇ϕ(Z) = 2Z−1/2(logZ1/2A−1Z1/2)Z−1/2

と計算されるから

∇f(Z) = 2Z−1/2

(
m∑
j=1

wj logZ
1/2A−1

j Z1/2

)
Z−1/2.

よってGw(A1, . . . , Am)は
m∑
j=1

wj logX
−1/2AjX

−1/2 = 0 (2.3)

の一意解として決まる．上述のような最小2乗問題と勾配= 0の式 (2.3)はもっと一般の設定で
Karcher [33]により考察されたので，(2.3)はKarcher方程式と呼ばれ，Gw(A1, . . . , An)は別名
Karcher平均と呼ばれることが多い．
これでリーマン幾何のアプローチによる多変数の幾何平均が定義された．Gw(A1, . . . , Am)が

ALM平均の性質 (P1)–(P10) (ただし重みwに対応した修正が必要)を満たすことは最終的に
Lawson-Lim [39]で証明された．(P10)は (P1)–(P9)のいくつかを使って導かれる (直接の証明
が [57]にある). (P1)–(P9)のうち証明するのが難しかったのは (P4)と (P7)である．[39]では，
NPC空間で成立する一種の大数の強法則を使う確率論的な方法で (P4)と (P7)を証明した．そ
の後，(P7)の証明が [11]で少し簡易化され，さらに確率論 (つまりサイコロ)を使わない証明が
[32]で与えられた．
Karcher平均とALM平均，さらにBini-Meini-Poloni平均はすべて (P1)–(P10)を満たすが，

数値計算によれば互いに異なるものである．(上ではALM平均とKarcher平均を説明の都合上，
同じG(A1, . . . , Am)で書いた.)　結局，多変数の幾何平均は多種多様であり，(P1)–(P10)の性
質からは一意に決まらない．しかしPnの自然なリーマン多様体の構造に基づくKarcher平均が
代表格であろう．



2.3. 多変数のベキ平均
定理 1.7の直ぐ後で定義した 2変数の作用素ベキ平均 pα,rについて，次の事実は容易に示せる:

A,B ∈ P, α ∈ [0, 1], 0 < r ≤ 1とする．

• Apα,rBはX = (X#rA)▽α(X#rB) (X ∈ P) の唯1つの解である．

• Apα,−rBはX = (X#rA) !α(X#rB) (X ∈ P) の唯1つの解である．

• limr→0Apα,rB = A#αB (SOT). これは limr→0(1− α+ αxr)1/r = xαからいえる．

Lim-Pálfia [41]は上の事実を念頭に，0 < r ≤ 1と行列A1, . . . , Am ∈ Pnに対し次の方程式を
考えた: X ∈ Pについて

X = Aw(X#rA1, . . . , A#rAm), i.e., I =
m∑
j=1

wj(X
−1/2AjX

−1/2)r, (2.4)

X = Hw(X#rA1, . . . , A#rAm), i.e., I =

[
m∑
j=1

wj(X
−1/2AjX

−1/2)−r

]−1

. (2.5)

定理 2.4. [41] (2.4)と (2.5)はそれぞれ唯1つの解をもつ．

実際，(2.5)はX−1 = Aw(X
−1#rA

−1
1 , . . . , X−1#rA

－ 1
m )と同値だから，(2.4)だけを考えれ

ばよい．写像F : Pn → Pnを

F (X) := Aw(X#rA1, . . . , A#rAm), X ∈ Pn

と定めると

dT(F (X), F (Y )) ≤ max
1≤j≤m

dT(X#rAj , Y#rAj) ≤ (1− r)dT(X,Y ), X, Y ∈ Pn

がいえる．よってBanachの縮小原理より，Fの不動点つまり (2.4)の解が唯1つ存在する．こ
れより次が定義できる．

定義 2.5. 方程式 (2.4), (2.5)の解をそれぞれ Pw,r(A1, . . . , Am), Pw,−r(A1, . . . , Am)と表し，
A1, . . . , Amの (重み付き)ベキ平均という．α ∈ [0, 1], w = (1 − α, α)とすると，Pw,r(A,B) =

Apα,rB, Pw,−r(A,B) = Apα,−rBである．

Pw,rの重要な性質を挙げる．

定理 2.6. [41]

(1) 単調性: Aj ≤ Bj (1 ≤ j ≤ m)ならPw,r(A1, . . . , Am) ≤ Pw,r(B1, . . . , Bm).

(2) 0 < r′ < r ≤ 1なら

Hw ≤ Pw,−r ≤ Pw,−r′ ≤ Pw,r′ ≤ Pw,r ≤ Aw.

(3) 任意のAj ∈ Pnに対し

lim
r→0

Pw,r(A1, . . . , Am) = Gw(A1, . . . , Am).

上の (1)と (3)からGwの単調性が改めて導かれる．



注意 2.7. 無限次元のH上のPには2.2節の述べたようなリーマン多様体およびNPC空間の構
造は入らない (実際P上ではTr や ∥ · ∥2はすべて∞の値である). よって定義 2.3は意味をなさ
ない．しかし方程式 (2.3)–(2.5)は無限次元でも意味をもつ．Lawson-Lim [40]はこれらの方程
式の解として無限次元の場合にKarcher平均とベキ平均を定義し，定理 2.6を示した．ただし
(3)はSOT収束になる．ところで1.3.2節で述べたように，A#rBの式はr ∈ [0, 1]でなくても意
味をもつ (r ∈ [0, 1]でないときは#rは ♮rで書かれることが多い). 瀬尾 [49]は無限次元のHで
1 < r < 2の場合でも方程式 (2.4), (2.5)が唯 1つの解をもつことを示し，r ∈ (−2,−1) ∪ (1, 2)

に対する多変数の (重み付き)ベキ平均Pw,r(A1, . . . , Am)を定義した．

2.4. 確率測度への拡張
この節では，多変数の幾何平均 (Karcher平均)をPn上の確率測度の場合に拡張して議論する．
2.2節で述べたように (Pn, d)はNPC空間という可分な完備距離空間である．Pnのボレル集合
の全体をB(Pn)で表し，Pn上のボレル確率測度の全体をP(Pn)で表す．µ ∈ P(Pn)は，ある
Y ∈ Pn (すべてのY ∈ Pnとしても同じ)に対し∫

Pn

d(X,Y ) dµ(X) <∞

であるとき有限モーメントをもつという．このような µ ∈ P(Pn)の全体を P1(Pn)で表す．
µ, ν ∈ P1(Pn)の1-Wasserstein距離は

dW1 (µ, ν) := inf
π∈Π(µ,ν)

∫
Pn×Pn

d(X,Y ) dπ(X,Y )

と定義される．ここでΠ(µ, ν)はµ, νの結合測度 (i.e., π ∈ P(Pn × Pn)で任意のO ∈ B(Pn)に
対しπ(O × Pn) = µ(O), π(Pn ×O) = ν(O)を満たすもの)の全体とする．Pn上の有限サポー
トの一様確率測度 (i.e., µ = 1

m

∑m
j=1 δAj と書ける測度)の全体P0(Pn)はP1(Pn)で dW1 につい

て稠密である．(ちなみにWasserstein距離は最適輸送問題 ([53])で有用である.)

多変数の幾何平均の確率測度への拡張は次に定義される．

定義 2.8. µ ∈ P1(Pn)のCartan重心を，Y ∈ Pnを任意に固定して

G(µ) := argmin
Z∈P

∫
Pn

[
d2(Z,X)− d2(Y,X)

]
dµ(X)

と定める．この最小点がY のとり方に依らないで一意的に存在することはNPC空間における
一般的な定理として知られる ([50]). |d2(Z,X)− d2(Y,X)| ≤ d(Z, Y ){d(Z,X) + d(Y,X)}だか
ら，X 7→ d2(Z,X)− d2(Y,X)がµについて可積分であることに注意する．µの2次モーメント
が有限 (i.e.,

∫
Pn
d2(X,Y ) dµ(Y ) <∞)なら，µのCartan重心は

G(µ) = argmin
Z∈P

∫
Pn

d2(Z,X) dµ(X)

として定まる．特にµが有限サポートをもつ，i.e., A1, . . . , Am ∈ Pnと確率ベクトル(w1, . . . , wm)

により µ =
∑m

j=1wjδAj なら，G(µ)は定義 2.3のGw(A1, . . . , Am)と一致する．Karcher平均
Gwの重みwはCartan重心では確率測度µにくり込まれていることに注意する．

次の縮小性も NPC空間で一般に成立する基本定理である ([50]). この定理は，P0(Pn)が
P1(Pn)で dW1 -稠密であることより，G(A1, . . . , Am)から極限移行してG(µ)の性質を示すとき
に有効である．

定理 2.9. 任意のµ, ν ∈ P1(Pn)に対し

d(G(µ), G(ν)) ≤ dW1 (µ, ν).



定義 2.10. 集合 U ⊂ Pnが上側集合とは，A ∈ U , A ≤ B =⇒ B ∈ U のときをいう．また，
L ⊂ Pnが下側集合とは，A ∈ L, B ≤ A =⇒ B ∈ Lのときをいう．µ, ν ∈ P(Pn)について，す
べての上側閉集合U ⊂ Pnに対しµ(U) ≤ ν(U) が成立するとき，µ ≤ νと書く．これはすべて
の下側閉集合L ⊂ Pnに対しµ(L) ≥ ν(L)が成立することと同じ．µ ≤ νの種々の同値条件が
[27]で与えられている．確率ベクトル (w1, . . . , wm)でµ =

∑m
j=1wjδAj , ν =

∑m
j=1wjδBjのと

き，Aj ≤ Bj (1 ≤ j ≤ m)ならµ ≤ νは明らかである．

次にKarcher平均の一般化であるCartan重心G(µ)について最近得られている結果をまと
める．

定理 2.11. [35, 36, 29, 30] µ, ν ∈ P1(Pn)とする．

(1) G(µ)はKarcher方程式 ∫
Pn

logX−1/2AX−1/2 dµ(A) = 0

の唯1つの解X ∈ Pnである．((2.3)の拡張.)

(2) 単調性: µ ≤ ν =⇒ G(µ) ≤ G(ν). ((P4)の拡張.)

(3) AH不等式: G(µ) ≤ I =⇒ G(µr) ≤ I, r ≥ 1. ((1.5)の拡張.) ここで µr は µの
A ∈ Pn 7→ Ar ∈ Pnによる像測度．

(4) 対数マジョリゼーション: G(µr) ≺log G(µ
r), r ≥ 1. ((1.6)の拡張.)

(5) AGH平均不等式:
∫
Pn
(∥X∥+ ∥X−1∥) dµ(X) <∞なら

H(µ) :=

[∫
Pn

X−1 dµ(X)

]−1

≤ G(µ) ≤ A(µ) :=

∫
Pn

X dµ(X).

(6) Lie-Trotter公式:

lim
p→0

G(µp)1/p = LE(µ) := exp

∫
Pn

logX dµ(X).

上定理について 2, 3コメントすると，Karcher平均Gw(A1, . . . , Am)に対する (3)は [56]で
示された．Cartan重心G(µ)に対する (3)は実質的に [36]で示された．(3)から (4)を示すため
に，[29]でµ ∈ P1(Pn)に対する反対称テンソル積の手法が使われた．反対称テンソル積の写像
∧k : Pn → Pl (l :=

(
n
k

)
)によるµ ∈ P1(Pn)の像測度を (∧k)∗µ とすると，(∧k)∗µ ∈ P1(Pl)で

あり
G((∧k)∗µ) = ∧kG(µ)

が成立することが証明の要点である．(5)の積分条件はA(µ)とH(µ)が存在するために必要で
ある．(6)はAGH平均不等式が使えるなら，A(µ)とH(µ)に対するLie-Trotterから簡単であ
るが，一般のµ ∈ P1(Pn)に対する [30]のLie-Trotterの証明は簡単でない．

3. 不動点の方法
多変数の行列・作用素の平均に関する最近の研究において，適当な写像 F : P → Pの不動点
を考える方法がしばしば使われる．例えば，多変数のベキ平均を定義する方程式 (2.4)と (2.5)

は不動点型の方程式であり，それらの解の一意存在の証明に Banachの縮小原理が使われた
([41, 35]). Karcher平均 (Cartan重心)に対するAH不等式の証明でも不動点をとる考え方が使
われた ([56, 36]). そこでプレプリント [25, 28]で，多変数 (さらに確率測度)の平均を不動点法
により2変数作用素平均で変形するというアイデアを組織的に考察した．このアイデアは，以
下この節で説明するように次の3つの意味で価値がある．



• 多変数の作用素の平均をたくさん産み出す．

• 行列・作用素の平均の理論においてベキ平均が占める重要性を説明する．

• 多変数の平均に対してノルムや行列式などの不等式，AH不等式，(対数)マジョリゼー
ションなどを示すのに有効である．

3.1. 不動点法による平均の変形
この節では無限次元のHilbert空間H上のP = P(H)において考える．µは完備距離空間 (P, d)
上のボレル確率測度とする．ここでP上のd-位相 (=ノルム位相)によるボレル集合体はSOTに
よるボレル集合体と一致することに注意する．µのサポートSµはA ∈ Pの任意の開近傍O ⊂ P
に対し µ(O) > 0であるようなAの全体である．Sµは Pの閉集合であり，常に可分であるこ
とが知られている ([27]). しかしPが可分でないので，µ(Sµ) = 1が必ずしもいえない．実際，
µ(Sµ) = 1であることとµの τ -加法性や内部正則性 (i.e., すべてのボレル集合が内側からコンパ
クト集合でµ測度が任意の ε以下で近似できる)と同値である ([27]). (実は，内部正則でないµ

の存在は公理的集合論に現れる可測基数と関係することが知られている.)　そこで，病理的な
ボレル確率測度を排除して，P(P)はµ(Sµ) = 1であるP上のボレル確率測度の全体とする．さ
らに技術上の理由から，以下では有界サポートをもつµ ∈ P(P)に制限して議論する．ここでµ

が有界サポートをもつとは，ε > 0が存在してµのサポートが{A ∈ P : εI ≤ A ≤ ε−1I}に含ま
れることをいう．このようなµ ∈ P(P)の全体をP∞(P)で表す．P∞(P)の点列の単調収束の概
念を次に定義する．

定義 3.1. µ, ν ∈ P∞(P)に対しµ ≤ νの定義は定義2.10と同じとする．µ, µk ∈ P∞(P) (k ∈ N)
がµ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µ (またµ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µ)であり，任意の有界なSOT-連続関数f : P → R
に対し ∫

P
f(A) dµk(A) −→

∫
P
f(A) dµ(A) (k → ∞)

を満たすとき，µk ↗ µ (またµk ↘ µ)と書く．

以下で，平均M : P∞(P) → Pに対する作用素平均による変形を考えるが，Mが満たすべき
最低限の性質として次の (A)–(D)を仮定する:

(A) 単調性: µ, ν ∈ P∞(P)に対し，µ ≤ ν =⇒ M(µ) ≤M(ν).

(B) 斉次性: 任意の µ ∈ P∞(P)と α > 0に対しM(α.µ) = αM(µ). ここで α.µは µの
A ∈ P 7→ αAによる像測度．

(C) 単調連続性: µ, µk ∈ P∞(P) (k ∈ N)に対し，µk ↘ µまたは µk ↗ µ (定義 3.1)なら
M(µk) →M(µ) (SOT).

(D) M(δI) = I.

これらは一応1.1節の2変数の作用素平均の公理 (I)–(IV)に対応している．(B)は (II)より弱い
が，次に示す定理3.3ではこれで十分である．(III)では下向き連続性だけであるが，(C)では下
向き上向き両方の連続性を仮定している．P∞(P)上の平均に対しては，この方が理論的にすっ
きりしている．

注意 3.2. 上で単調連続性 (C)の仮定が出たついでに，多変数と 2変数の平均の連続性につい
て次にまとめておく．



• 多変数の平均M : Pm → Pが単調性と斉次性をもてば自動的にノルム連続である．実際，
Aj , Bj ∈ P (1 ≤ j ≤ m)に対し，単調性と斉次性より

dT(M(A1, . . . , Am),M(B1, . . . , Bm)) ≤ max
1≤j≤m

dT(Aj , Bj)

が簡単にいえる．よってMはPm上でノルム連続．特に2変数の作用素平均はP×P上で
ノルム連続．しかしHが無限次元のとき，Mの単調連続性を示すのはあまり簡単ではな
い．下記のP∞(P)上の平均の例3.8, 3.10, 3.11でも回りくどい議論をしている．

• 任意の ε ∈ (0, 1)に対しΣε := {A ∈ P : εI ≤ A ≤ ε−1I}とすると，2変数の作用素平均σ

はΣε×ΣεでSOT連続である．実際，(A,B) ∈ Σε×Σε 7→ A−1/2BA−1/2 ∈ Σε2はSOT連
続．またX ∈ Σε2 7→ fσ(X) ∈ PもSOT連続．よってAσB = A1/2fσ(A

−1/2BA−1/2)A1/2

はΣε × Σε上でSOT連続である．したがって，σのP × P上での上向き連続性は自動的
である．

• 作用素平均σは公理の条件からB(H)+×B(H)+上で下向き連続であるが，σはB(H)+×
B(H)+上で上向き連続でない．反例を与えておく．Hが可算無限次元のとき，Hで稠密
な2つの部分空間K,LでK∩L = {0}となるものがとれる．2つの正規直交基底{ej}∞j=1,

{fj}∞j=1をそれぞれK,Lの中に作ることができる．Pk, Qkをそれぞれ{ej}kj=1,{fj}kj=1の
線形包への直交射影とすると，Pk ↗ I, Qk ↗ Iであるが，すべてのkに対しPk#Qk =

Pk∧Qk = 0. しかしHが有限次元なら，作用素平均σはB(H)+上でも上向き連続である．
これはA,Ak ∈ M+

n でAk ↗ Aなら，任意のr > 1に対しkが十分大ならr−1A ≤ Ak ≤ rA

であることから直ちに分かる．

本題に戻り，σは 2変数の (久保-安藤)作用素平均とし，σ ̸= lを仮定する．ただし l, rは左，
右のトリビアルな作用素平均，i.e., AlB = A, ArB = Bとする．任意のµ ∈ P∞(P)に対し不
動点型の方程式

X =M(Xσµ), X ∈ P (3.1)

を考える．ここでXσµはµのA ∈ P 7→ XσA ∈ Pによる像測度とする．

定理 3.3. [28] 上記のMとσに対し次が成立する:

(1) 任意のµ ∈ P∞(P)に対し (3.1)を満たす唯1つのX0 ∈ Pが存在する．

(2) Y ∈ Pが Y ≥ M(Y σµ)を満たすなら Y ≥ X0. Y
′ ∈ Pが Y ′ ≤ M(Y ′σµ)を満たすなら

Y ′ ≥ X0.

(3) (1)の解X0をMσ(µ)と書くと，Mσ : P∞(P) → Pは再び (A)–(D)を満たす．

上定理で与えたMσ : P∞(P) → PをMのσによる変形平均と呼ぶ．
注意 3.4. µ ∈ P∞(P)の算術平均A(µ) :=

∫
PAµ(A)と調和平均H(µ) :=

[∫
PA

−1 dµ(A)
]−1が

(A)–(D)を満たすことは明らかである．M = Aのとき，(3.1)は

X =

∫
P
XσAµ(A), i.e., I =

∫
P
fσ(X

−1/2AX−1/2) dµ(A) (3.2)

と書ける (fσはσの表現関数). ここで，XσAとfσ(X
−1/2AX−1/2)がA ∈ Pのノルム連続かつ

ノルム有界な関数であり，µのサポートが可分であるから，(3.2)の積分はBochner積分として



定義されることに注意する．いま gσ(x) := (fσ(x) − 1)/f ′σ(1)とすると，gσは gσ(1) = 0かつ
g′σ(1) = 1を満たす [0,∞)上の作用素単調関数であり，(3.2)は∫

P
gσ(X

−1/2AX−1/2) dµ(A) = 0.

と同値である．これはPálfia [45]で導入された一般化されたKarcher方程式である．論文 [45]

ではBanachの縮小原理に基づいて議論されるが，単調収束に基づく [28]の議論は (A)–(D)を
満たすもっと一般の平均Mと任意の作用素平均σ ̸= lに適用できる．

定理 3.3の証明には次の補題が必要である．特に (d)は定理 3.3 (1)の解の一意存在の証明に
必須である．

補題 3.5. (a) 写像 φ,ψ : P → Pはボレル可測かつ単調 (i.e., A,B ∈ P, A ≤ B =⇒
φ(A) ≤ φ(B))とし，φ(A) ≤ ψ(A) (A ∈ P)を満たすとする．µ, ν ∈ P∞(P)がµ ≤ νな
ら，φ∗µ, ψ∗ν ∈ P∞(P)でありφ∗µ ≤ ψ∗ν. ただしφ∗µはµのφによる像測度．

(b) X,Xk ∈ P (k ∈ N)がXk ↘ X (またXk ↗ X)なら，任意の µ ∈ P∞(P)に対して
Xkσµ↘ Xσµ (またXkσµ↗ Xσµ).

(c) µ, µk ∈ P∞(P) (k ∈ N)がµk ↘ µ (またµk ↗ µ)なら，任意のX ∈ Pに対しXσµk ↘
Xσµ (またXσµk ↗ Xσµ).

(d) X,Y ∈ P, X ̸= Y なら，任意のµ ∈ P∞(P)に対し

dT(M(Xσµ),M(Y σµ)) < dT(X,Y )

変形された平均Mσについて，次の性質は定理3.3から容易に分かる．

命題 3.6. (1) Mr =M .

(2) 平均 M̂ : P∞(P) → Pは (A)–(D)を満たし，σ̂ ̸= lは作用素平均とする．M ≤ M̂ かつ
σ ≤ σ̂ならMσ ≤ M̂σ̂.

(3) M の随伴M∗をM∗(µ) := M(µ−1)−1 (µ ∈ P∞(P))と定める．ただし µ−1は µのA ∈
P 7→ A−1による像測度．このとき，M∗は再び (A)–(D)を満たし (Mσ)

∗ = (M∗)σ∗ .

定理3.3の前提条件であった (A)–(D)に加えて，以下の性質を考える:

(E) 自己同一性: すべてのA ∈ Pに対しM(δA) = A. ((D)を含む.)

(F) 合同不変性: 任意のµ ∈ P∞(P)と可逆なS ∈ B(H)に対し

S∗M(µ)S =M(S∗µS).

(これは (B)を含む.) ただしS∗µSはµのA ∈ P 7→ S∗AS ∈ Pによる像測度．

(G) 凹性: 任意のm ∈ N, µj , νj ∈ P∞(P) (1 ≤ j ≤ m)と確率ベクトル (w1, . . . , wn)に対し

M

(
n∑

j=1

wj(µj▽tνj)

)
≥ (1− t)M

(
n∑

j=1

wjµj

)
+ tM

(
n∑

j=1

wjνj

)
, 0 < t < 1.

ここでµj▽tνjはµj × νjの▽t : P× P → P, ▽t(A,B) := (1− t)A+ tBによる像測度．こ
の凹性は次の2つを特別な場合として含む．(G1)は重み付きm-変数に制限したときの同
時凹性である．



(G1) 任意のAj , Bj ∈ P (1 ≤ j ≤ m)と0 < t < 1に対し

M

(
n∑

j=1

wjδ(1−t)Aj+tBj

)
≥ (1− t)M

(
n∑

j=1

wjδAj

)
+ tM

(
n∑

j=1

wjδBj

)
.

(G2) 任意のµ, ν ∈ P∞(P)と0 < t < 1に対し

M(µ▽tν) ≥ (1− t)M(µ) + tM(ν).

(H) AMH平均不等式: 任意のµ ∈ P∞(P)に対し

H(µ) ≤M(µ) ≤ A(µ).

これらの性質について次が成立する．

定理 3.7. M , σは定理 3.3と同様とする．M が (A)–(D)に加えて (E), (F), (G), (G1), (G2),

(H) のいずれかの性質を満たすなら，Mσも同じ性質を満たす．

次に (A)–(H)のすべての性質をもつP∞(P)上の平均の典型的な例を挙げる．

例 3.8. (算術平均・調和平均) 算術平均A(µ)がすべての (A)-(H)を満たすことは直ちに分か
る．調和平均H(µ)についても (G) ((G1), (G2)も)以外は容易である．しかしHに対する (G)

は直接に示さなくても，次の命題と定理3.7 からいえる．

命題 3.9. [28] 任意のµ ∈ P∞(P)に対し，0 < r′ < r ≤ 1ならA !r′ (µ) ≤ A !r(µ)であり

H(µ) = lim
r↘0

A !r(µ) (SOT).

例 3.10. (ベキ平均) r ∈ [−1, 1] \ {0}に対しP∞(P)上のベキ平均Pr(µ)は (2.4), (2.5) を拡張
したX ∈ Pの方程式

X = A(X#rµ) (r ∈ (0, 1]のとき), X = H(X#−rµ) (r ∈ [−1, 0)のとき) (3.3)

の解として導入される．つまり，r ∈ (0, 1]に対しPr = A#r , P−r = H#rである．(3.3)を書き
直すと，注意 3.4で言及した [45]の一般化されたKarcher方程式 (3.2)の典型例になる．Prは
(A)–(H)のすべてを満たす．これらの性質のうち (C)と (G)以外は [45]で与えられている．し
かし，例3.8で示したAとHに定理3.3 (3)と定理3.7を適用すれば，Prがすべての (A)–(H)の
性質をもつことは直ちにいえる．

例 3.11. (幾何平均) P∞(P)上の幾何平均 (つまりCartan重心) G(µ)は µ ∈ P∞(P)に対し
Karcher方程式 ∫

P
logX−1/2AX−1/2 dµ(A) = 0

の解として定義される．Gはすべての (A)–(H)を満たす．例 3.10の Prと同じく，(C)と (G)

以外は [45]で知られている．Gが (C)と (G)を満たすことは次の命題を使って示せる．これは
[41, 40, 35, 34]で示されたPr → Gの収束を無限次元のµ ∈ P∞(P)の場合に拡張している．

命題 3.12. [28] 任意のµ ∈ P∞(P)に対し，0 < r′ < r ≤ 1なら

P−r(µ) ≤ P−r′(µ) ≤ G(µ) ≤ Pr′(µ) ≤ Pr(µ)

であり
G(µ) = lim

r→0
Pr(µ) (SOT).



3.2. 2変数の作用素平均の場合
前節のアイデアはMが 2変数の (久保-安藤の)作用素平均の場合でも新しい知見を与える．い
ま，τ, σは 2変数の作用素平均とし，σ ̸= lだけ仮定する．M = τ とすると方程式 (3.1)は，
A,B ∈ Pに対し

X = (XσA)τ(XσB), X ∈ P (3.4)

と書き直される．定理3.3 (1)と同様に (3.4)は唯1つの解をもつ．これをAτσBで表す．さらに，
AτσB (A,B ∈ P)の単調性から，τσをP× PからB(H)+ ×B(H)+に

AτσB := lim
ε↘0

(A+ εI)τσ(B + εI)

により拡張できる．このとき次が成立する．

定理 3.13. [25] 上で定義されたAτσB (A,B ∈ B(H)+)は再び作用素平均である．さらに τσ

の表現関数fτσは，t > 0に対しx = fτσ(t)が次の唯1つの解として定まる:

(xσ1)τ(xσt) = x, i.e., fσ(1/x)fτ

(
fσ(t/x)

fσ(1/x)

)
= 1, x > 0. (3.5)

τσを τのσによる変形作用素平均と呼ぶ．τσの性質を次にまとめる．
命題 3.14. (1) τr = τ .

(2) 任意のσ ̸= lに対し lσ = l, rσ = r.

(3) τ̂ , σ̂も作用素平均で σ̂ ̸= lとする．τ ≤ τ̂かつσ ≤ σ̂なら τσ ≤ τ̂σ̂.

(4) (τσ)
′ = (τ ′)σ. よって τが対称なら τσも対称．

(5) (τσ)
∗ = (τ∗)σ∗ . よって τ, σが自己随伴なら τσも自己随伴．

(6) (σ∗)σの表現関数は，x = f(σ∗)σ(t)が

xfσ(1/x) = fσ(t/x), i.e., fσ′(x) = fσ(t/x), x > 0

の解として定まる．さらに (σ∗)σ = # ⇐⇒ σが対称．よって▽! = !▽ = ## = #.

(7) (σ⊥)σの表現関数は，x = f(σ⊥)σ(t)が

fσ(1/x) = (x/t)fσ(t/x), i.e., fσ(1/x) = fσ′(x/t), x > 0

の解として定まる．さらに (σ⊥)σ = # ⇐⇒ σが対称．

(8) f ′τσ(1) = f ′τ (1).

(9) 任意のσ ̸= lに対し τ 7→ τσは作用素平均全体の上で単射的 (しかし全射的でない).

作用素平均列の収束に関する次の補題は基本的なことであるが，適当な文献が見当たらない．

補題 3.15. 作用素平均の列 τ, τk (k ∈ N)について次の条件は同値である:

(a) 任意のx ∈ (0,∞)に対しfτk(x) → fτ (x);

(b) 任意の ε > 0に対し [ε, ε−1]上でfτk → fτ (一様収束);



(c) 任意のA,B ∈ Pに対しAτkB → AτB (ノルム収束).

これを証明するには，まず積分表示 (1.1)を用いて，任意の ε > 0に対し

sup{f ′(x) : x ≥ ε, fは [0,∞)上で作用素単調，f ≥ 0, f(1) = 1} ≤ ε−1

を示す．これより{fτk}が任意の [ε, ε−1]上で同程度連続であることがいえる．よって(a) ⇐⇒ (b)

が示せる．(b) ⇐⇒ (c)は容易である．同値な条件 (a)–(c)が成立するとき，τk → τと書く．

命題 3.16. τ, σと τk, σk (k ∈ N)は作用素平均の列でσ, σk ̸= lとする．τk → τかつσk → σな
ら (τk)σk

→ τσ. よって補題 3.15より，任意のA,B ∈ Pに対しA(τk)σk
B → AτσB (ノルム収

束).

以下で2変数のベキ平均ps,rはr = 0の場合にもps,0 := #sとして用いることにする．これは
ps,r → #s (r → 0)から正当化される．任意の作用素平均 τの2パラメータ変形を

τs,r := τps,r , s ∈ (0, 1], r ∈ [−1, 1]

により導入する．特に τs,−1 = τ !s , τs,0 = τ#s , τs,1 = τ▽sであり，τ1,r = τr = τ (r ∈ [−1, 1]).

いま sk ∈ (0, 1], rk ∈ [−1, 1] (k ∈ N)で sk → s ∈ (0, 1], rk → r ∈ [−1, 1]なら，命題 3.16より
補題3.15の意味で τsk,rk → τs,rである．よって τの2パラメータ変形の族

{τs,r : 0 < s ≤ 1, −1 ≤ r ≤ 1}

は s = 1で τに束ねられた作用素平均の連続な族である．s → 0のときの τs,rの挙動について，
次が成立する．

定理 3.17. [25] α := f ′τ (1) ∈ [0, 1]とする．sk ∈ (0, 1], rk ∈ [−1, 1] (k ∈ N)がs→ 0, rk → r

なら，τsk,rk → pα,rである．よって

τ0,r := pα,r, r ∈ [−1, 1]

と定めると
{τs,r : 0 ≤ s ≤ 1, −1 ≤ r ≤ 1}

は作用素平均の連続な2パラメータ族である．

上で構成した2パラメータの変形作用素平均 τs,rは次図のように描かれる:
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作用素平均の1パラメータ族{mα}α∈[0,1]が正規族であるとは，f ′mα
(1) = α (0 ≤ α ≤ 1)のと

きをいう．藤井-亀井 [18]は対称な平均σ が与えられたとき，m0 := l, m1/2 := σ, m1 := rと
し，帰納的にk, l ∈ N, 2l + 1 < 2k+1のとき，

Am 2l+1

2k+1
B := (Am l

2k
B)m(Am l+1

2k
B)

と定めることにより，作用素平均の連続な正規族{mα}α∈[0,1]を構成した．このような族の構成
はPálfia-Petz [46]により，σが一般の作用素平均の場合に拡張された．作用素平均の連続な族
{mα}α∈[0,1]が補間族であるとは，任意のα, β, δ ∈ [0, 1]に対し

(amαb)mδ(amβb) = am(1−δ)α+δβb, a, b ∈ (0,∞)

であるときをいう．このとき，任意のα, β ∈ [0, 1]に対し

{(1mαt)mβ1}mα{(1mαt)mβt} = 1mαt

が容易に分かる．これより，τ = mα, σ = mβのときの方程式 (3.4)の解がx = 1mαt = fmα(t)

であることがいえる．よって (mα)mβ
= mα (0 ≤ α ≤ 1, 0 < β ≤ 1). 宇田川-山崎-柳田

[52]は作用素平均の連続な正規族 {mα}α∈[0,1]が補間族であるのは，ある r ∈ [−1, 1]が存在し
てmα = pα,r (0 ≤ α ≤ 1)となる場合に限ることを示した．これより，すべての α ∈ [0, 1],

β ∈ (0, 1], r ∈ [−1, 1]に対し (pα,r)pβ,r = pα,r (これの直接の証明も簡単). これと関連して，次
の問題が考えられる: 重み付きベキ平均pα,r (pα,0 = #αを含む) 以外にσσ = σを満たす作用素
平均σ ( ̸= l)が存在するか？

3.3. 不等式などへの応用
この節では，P∞(P)上の平均の変形について議論した3.1節の設定に戻って，平均に対する不
等式やマジョリゼーションの問題に不動点の方法が有力であることを [28]に基づいて説明する．

3.3.1. 不動点法で誘導される平均
P∞(P)上の平均を逐次的に構成する次の2つの方法を考える．

1◦ 変形: (A)–(D)を満たすP∞(P)上の平均Mから作用素平均σ ̸= lによる変形平均Mσを
作る．

2◦ 合成: P∞(P)上の平均M0,M1, . . . ,Mmと確率ベクトル (w1, . . . , wm)に対しM(µ) :=

M0

(∑m
j=1wjδMj(µ)

)
(µ ∈ P∞(P))と定める．

A,H, Gから出発して上記の1◦, 2◦をくり返し任意の有限回適用して得られるP∞(P)上の平
均の全体をMとする．平均の族MはHilbert空間Hのとり方に依らない．さらに任意のM ∈ M

は (A)–(H)のすべての性質を満たす．
久保-安藤の2変数作用素平均の全体をMとし，その部分族として次を考える:

Mpower.inc := {σ ∈ M :すべての r ≥ 1, x > 0に対しfσ(x)
r ≤ fσ(x

r)},
Mpower.dec := {σ ∈ M :すべての r ≥ 1, x > 0に対しfσ(x)

r ≥ fσ(x
r)},

Mg.convex := {σ ∈ M : fσは幾何的凸},
Mg.concave := {σ ∈ M : fσは幾何的凹}.

ここで fσが幾何的凸 (また幾何的凹)とは，すべてのx, y > 0に対し fσ(
√
xy) ≤

√
fσ(x)fσ(y)

(また fσ(
√
xy) ≥

√
fσ(x)fσ(y)), つまり log f(et) が R 上で凸 (また凹) であることをいう．

Mg.convex ⊂ Mpower.inc (またMg.concave ⊂ Mpower.dec)は容易．σ ∈ Mpower.inc ⇐⇒ σ∗ ∈



Mpower.dec と σ ∈ Mg.convex ⇐⇒ σ∗ ∈ Mg.concave は明らか．また 0 ≤ α ≤ 1 に対し
▽α ∈ Mg.convex, !α ∈ Mg.concaveでありMpower.inc ∩ Mpower.dec = Mg.convex ∩ Mg.concave =

{#α : 0 ≤ α ≤ 1}.
Mの部分族M+ (またM−)はA, G (またH, G)から出発して，上の 1◦でσ ∈ Mg.convex (ま

たσ ∈ Mg.concave)に制限したものと2◦を任意の有限回適用して得られるP∞(P)上の平均の全
体とする．さらに，M+

0 (またM−
0 )はA, G (またH, G)から出発して 1◦でσ ∈ Mpower.inc (ま

た σ ∈ Mpwer.dec)に制限したものを任意の有限回適用して得られるP∞(P)上の平均の全体と
する．M±

0 では2◦は適用しない．M ∈ M+ ⇐⇒ M∗ ∈ M−とM ∈ M+
0 ⇐⇒ M∗ ∈ M−

0 は容
易に分かる．また0 < r ≤ 1に対しPr ∈ M+ ∩M+

0 , P−r ∈ M− ∩M−
0 .

3.3.2. 正線形写像に対する不等式
HとKはHilbert空間とする．Φ : B(H) → B(K)は正線形写像とする．作用素平均σに対し不
等式

Φ(AσB) ≤ Φ(A)σΦ(B), A,B ∈ B(H)+ (3.6)

はよく知られている ([2]). 次はこれがM ∈ Mに対しても成立することをいう．

命題 3.18. Φ(I)が可逆で，Φは正規 (A,Ak ∈ B(H)+がAk ↗ AならΦ(Ak) ↗ Φ(A)) とする．
任意のM ∈ Mに対し

Φ(M(µ)) ≤M(Φ∗µ), µ ∈ P∞(P(H)). (3.7)

ここでΦ∗µはµのA ∈ P(H) 7→ Φ(A) ∈ P(K)による像測度．

証明をざっと述べる．Ψ : B(H) → B(K)をΨ(X) := Φ(I)−1/2Φ(X)Ψ(I)−1/2 (X ∈ B(K))と
定めると合同不変性 (F)より (3.7)はΨ(M(µ)) ≤M(Ψ∗µ)と同値である．よってΦ(I) = Iとし
てよい．(3.7)が構成 1◦で保存されることを示す．任意のµ ∈ P∞(P(H))に対しX0 := Mσ(µ)

とすると

Φ(X0) = Φ(M(X0σµ)) ≤M(Φ∗(X0σµ)). (3.8)

ψX0(A) := X0σA (A ∈ P(H)), ψΦ(X0)(B) := Φ(X0)σB (B ∈ P(K))と定めると，Φ∗(X0σµ) =

(Φ ◦ ψX0)∗µ, Φ(X0)σ(Φ∗µ) = (ψΦ(X0) ◦ Φ)∗µであり，(3.6)より

(Φ ◦ ψX0)(A) = Φ(X0σA) ≤ Φ(X0)σΦ(A) = (ψΦ(X0) ◦ Φ)(A), A ∈ P(H).

よって補題3.5 (a)よりΦ∗(X0σµ) ≤ Φ(X0)σ(Φ∗µ)だから，Mの単調性より

M(Φ∗(X0σµ)) ≤M(Φ(X0)σ(Φ∗µ)). (3.9)

(3.8)と (3.9)よりΦ(X0) ≤ M(Φ(X0)σ(Φ∗µ))だから，定理 3.3 (2)よりΦ(Mσ(µ)) = Φ(X0) ≤
Mσ(Φ∗µ)がいえる．(3.7)が構成2◦で保存されることは簡単に分かる．そこでA, H, Gが (3.7)

を満たすことを示せばよい．Aについては明らか．構成 1◦をM = Aと σ = !s (0 < s ≤ 1)

に適用するとΦ(A !s(µ)) ≤ A !s(Φ∗(µ)). Φが正規だから，命題 3.9よりΦ(H(µ)) ≤ H(Φ∗(µ)).

1◦ をM = Aと σ = #r (0 < r ≤ 1)に適用すると Φ(Pr(µ)) ≤ Pr(Φ∗µ). 命題 3.12より
Φ(G(µ)) ≤ G(Φ∗µ).



3.3.3. AH不等式
有限次元のPnの場合に多変数さらに確率測度の幾何平均に対するAH不等式は [56, 36, 29]で
与えられた．次はそれらの定理1.7の観点からの拡張である．

命題 3.19. (1) 任意のM ∈ M+
0 とµ ∈ P∞(P)に対し

M(µ) ≥ I =⇒ M(µr) ≥ I, r ≥ 1.

(2) 任意のM ∈ M−
0 とµ ∈ P∞(P)に対し

M(µ) ≤ I =⇒ M(µr) ≤ I, r ≥ 1.

系 3.20. α ∈ (0, 1]とする．任意のµ ∈ P∞(P)に対し

Pα(µ) ≥ I =⇒ Pα(µ
r) ≥ I, r ≥ 1,

P−α(µ) ≤ I =⇒ P−α(µ
r) ≤ I, r ≥ 1.

注意 3.21. 命題 3.19の証明はここでは割愛するが，実際もう少し強い次の結果が証明される.

任意のµ ∈ P∞(P)に対し，

M ∈ M+
0 なら， M(µ) ≥ I =⇒ M(µr) ≥M(µ), r ≥ 1,

M ∈ M−
0 なら， M(µ) ≤ I =⇒ M(µr) ≤M(µ), r ≥ 1.

これらは次の不等式と同値:

M ∈ M+
0 なら， M(µr) ≥ λmin(M(µ))r−1M(µ), r ≥ 1,

M ∈ M−
0 なら， M(µr) ≤ ∥M(µ)∥r−1

∞ M(µ), r ≥ 1.

ただしλmin(A)はA ∈ Pのスペクトルの最小値．

注意 3.22. Lim-山崎 [42]は有限次元の多変数ベキ平均のついて次の不等式を示した: 0 < α ≤ 1

とA1, . . . , Am ∈ Pnに対し

Pw,α(A1, . . . , Am) ≤ I =⇒ Pw,α/r(A
r
1, . . . , A

r
m) ≤ I, r ≥ 1,

Pw,−α(A1, . . . , Am) ≥ I =⇒ Pw,−α/r(A
r
1, . . . , A

r
m) ≥ I, r ≥ 1.

これらの不等式の向きは系 3.20と逆である．系 3.20が順不等式で，Lim-山崎のは逆補完不等
式であり，αがα/rに置き換わるのは本質的と考えられる．

3.3.4. ノルム不等式
以下3.3.4–3.3.6節では簡単のためHは有限次元とする．命題1.8 (1)のノルム不等式はM ∈ M

に対しても成立する．

命題 3.23. 任意のM ∈ MとMn上の単調ノルム (特にユニタリ不変ノルム) ∥ · ∥に対し

∥M(µ)∥ ≤M(∥ · ∥∗µ), µ ∈ P∞(Pn).

ここで ∥ · ∥∗µはµのA ∈ Pn 7→ ∥A∥ ∈ R+による像測度 (よって ∥ · ∥∗µはR+ = (0,∞)上のボ
レル確率測度).



3.3.5. マジョリゼーション
µ ∈ P∞(Pn)に対し λ∗µは µの A ∈ Pn 7→ λ(A) ∈ (R+)n による像測度，つまり λ∗µ =

((λ1)∗µ, . . . , (λn)∗µ)とする．特に

G(λ∗µ) = LE(λ∗µ) =

(
exp

∫
Pn

log λi(A) dµ(A)

)n

i=1

に注意する．定理2.11 (3)の発展形として

命題 3.24. 任意のµ ∈ P∞(Pn)と0 < r ≤ 1に対し

G(µ) ≺log G(µ
r)1/r ≺log LE(µ) ≺log G(λ∗µ).

この命題と命題1.3から

系 3.25. fはf(ex)がR上で凸である (0,∞)上の非負関数とする．任意のµ ∈ P∞(P)とユニタ
リ不変ノルム∥ · ∥に対し

∥f(G(µ))∥ ≤ ∥f(LE(µ))∥ ≤ ∥f(G(λ∗µ))∥.

特に
∥G(µ)∥ ≤ ∥LE(µ)∥ ≤ ∥G(λ∗µ)∥ ≤ exp

∫
P
log ∥A∥ dµ(A).

任意のµ ∈ P∞(Pn)に対しKy Fanマジョリゼーションの連続版として

A(µ) ≺ A(λ∗µ) (3.10)

は容易であり，簡単な議論で

H(µ) ≺w H(λ∗µ) (3.11)

もいえる．命題 1.8 (2)を考慮すると一般のM ∈ Mに対してM(µ) ≺w M(λ∗µ)が成立すると
期待されるが，r ∈ (0, 1]のベキ平均Prについては次のように示せる．

命題 3.26. 任意のµ ∈ P∞(Pn)と0 < r ≤ 1に対し

Pr(µ) ≺w Pr(λ∗µ). (3.12)

証明は次の通り．r = 1ならP1 = Aだから (3.10)より成立．0 < r < 1なら

Pr(λ∗µ) =

([∫
Pn

λi(A)
r dµ(A)

]1/r)n

i=1

だから

k∑
i=1

λi(Pr(µ)) ≤
k∑

i=1

[∫
Pn

λi(A)
r dµ(A)

]1/r
, 1 ≤ k ≤ n. (3.13)

を示せばよい．X0 := Pr(µ)つまりX0 = A(X0#rµ)とすると，1 ≤ k ≤ nに対し (3.10)より

k∑
i=1

λi(X0) ≤
k∑

i=1

A((λi)∗(X0#rµ)) =

∫
Pn

k∑
i=1

λi(X0#rA) dµ(A).



λ(X0)#rλ(A) = (λi(X0)
1−rλi(A)

r)ni=1に注意して，命題1.8 (2)をσ = #rに適用すると

k∑
I=1

λi(X0#rA) ≤
k∑

i=1

λi(X0)
1−rλi(A)

r, A ∈ Pn.

したがって
k∑

i=1

λi(X0) ≤
k∑

i=1

λi(X0)
1−r

∫
Pn

λi(A)
r dµ(A).

Hölderの不等式より

k∑
i=1

λi(X0) ≤

[
k∑

i=1

λi(X0)

]1−r( k∑
i=1

[∫
Pn

λi(A)
r dµ(A)

]1/r)r

が成立するから (3.13)がいえる．

注意 3.27. r ∈ [−1, 0)のPrに対し (3.12)が成立するかどうかは不明である．実際，上の証明
で (3.10)を (3.11)に置き換えても上手く行かない．しかし，P−r(µ

−1) = Pr(µ)
−1に注意すると

−1 ≤ r < 0に対しPr(µ)
−1 ≺w Pr(λ∗µ)

−1がいえる．

命題3.26と命題1.3から

系 3.28. r ∈ (0, 1]とする．任意のµ ∈ P∞(P)とユニタリ不変ノルム ∥ · ∥に対し，fが (0,∞)

上の単調非減少な非負凸関数なら

∥f(Pr(µ))∥ ≤ ∥f(Pr(λ∗µ))∥.

特に

∥Pr(µ)∥ ≤ ∥Pr(λ∗µ)∥ ≤ Pr(∥ · ∥∗µ) =
[∫

Pn

∥A∥r dµ(A)
]1/r

.

3.3.6. Minkowskiの行列式不等式
よく知られたMinkowskiの行列式不等式

det1/N (A+B) ≥ det1/NA+ det1/NB, A,B ∈ M+
n

は [13]で次のように拡張された: 任意のσ ∈ Mg.convexに対し

det1/N (AσB) ≥ (det1/NA)σ(det1/NB), A,B ∈ M+
n .

σ ∈ Mg.concaveなら逆向きの不等式が成立する．これはM ∈ M±に対しても成立する．

命題 3.29. 任意のM ∈ M+に対し

det1/NM(µ) ≥M((det1/N )∗µ), µ ∈ P∞(Pn).

ここで (det1/N )∗µはµのA ∈ Pn 7→ det1/N A ∈ R+による像測度．M ∈ M−なら逆向きの不等
式が成立．



4. 可逆でない正作用素への拡張
2変数作用素平均σの場合，1.1節で述べたように，σ|P×PからB(H)+×B(H)+全体への拡張は
(1.3)で与えられる．そこではσの下向き連続性 (III)が本質的である．藤井-瀬尾 [20]は重み付
きm-変数の一般の作用素平均Mw : Pm → Pの (公理的な)定義を与え，それを (A1, . . . , Am) ∈
(B(H)+)mの場合に

Mw(A1, . . . , Am) := lim
ε↘0

Mw(A1 + εI, . . . , Am + εI) (SOT) (4.1)

により拡張する問題を考察している．特にKarcher平均Gwとベキ平均Pw,rの場合を詳しく議
論している．
この節ではP∞(P)上の (A)–(D)を満たす平均をB(H)+上の確率測度に拡張することについ

て簡単に触れる．Hは任意のHilbert空間とする．B(H)+は作用素ノルムにより完備距離空間
である．P上と同様にB(H)+上でノルム位相によるボレル集合体はSOTによるボレル集合体
と一致する．3.1節の最初の段落と同様に，P∞(B(H)+)はB(H)+上のボレル確率測度 µで，
そのサポートSµがノルム有界でありµ(Sµ) = 1であるものの全体とする．

定義 4.1. µ, ν ∈ P∞(B(H)+)に対しµ ≤ νの定義は定義 2.10と同じとする．これは任意の有
界でボレル可測な単調 (i.e., 0 ≤ A ≤ B =⇒ f(A) ≤ f(B))関数f : B(H)+ → R+に対し∫

B(H)+
f(A) dµ(A) ≤

∫
B(H)+

f(A) dν(A)

が成立することと同値である ([27]). 定義 3.1と同様に，µ, µk ∈ P∞(B(H)+) (k ∈ N)が
µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µ (またµ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µ)であり，B(H)+上の任意の有界なSOT-連続関数
fに対し ∫

P
f(A) dµk(A) −→

∫
P
f(A) dµ(A) (k → ∞)

を満たすとき，µk ↗ µ (またµk ↘ µ)と書く．

さてM : P∞(P) → Pは (A)–(D)を満たす任意の平均とする. 任意の µ ∈ P∞(B(H)+)と
ε > 0に対し，µεをµのA ∈ B(H)+ 7→ A+ εI ∈ Pによる像測度とする．µε ∈ P∞(P) であり，
0 < ε′ < εならµε′ ≤ µεは直ちに分かる．よって，Mの単調連続性(C)よりM̃ : P∞(B(H)+) →
Pを

M̃(µ) := lim
ε↘0

M(µε) (SOT)

と定義できる．このとき次が成立する．

命題 4.2. M̃ : P∞(B(H)+) → PはM の拡張であり，単調性，斉次性，下向き連続性を満た
す．つまり次が成立する:

(1) µ ∈ P∞(P)ならM̃(µ) =M(µ).

(2) µ, ν ∈ P∞(B(H)+), µ ≤ ν =⇒ M̃(µ) ≤ M̃(ν).

(3) 任意のµ ∈ P∞(B(H)+)とα ≥ 0に対しM̃(α.µ) = αM̃(µ).

(4) µ, µk ∈ P∞(B(H)+) (k ∈ N)に対し，µk ↘ µならM̃(µk) → M̃(µ) (SOT).

証明は標準的で次の通り．µ ∈ P∞(P)なら，µε ↘ µ (ε↘ 0)だからM̃(µ) = limε↘0M(µε) =

M(µ). よって (1)が成立．µ, ν ∈ P∞(B(H)+), µ ≤ νなら，µε, νε ∈ P∞(P)でありµε ≤ νεだ
からM(µε) ≤ M(νε). ε ↘ 0として M̃(µ) ≤ M̃(ν). よって (2)が成立．(3)は α = 0なら両
辺= 0であり，α > 0なら (α.µ)ε = α.µε/αから直ちに分かる．最後に (4)を示す．µk ↘ µな



ら，(2)より M̃(µ1) ≥ M̃(µ2) ≥ · · · であり M̃(µk) ≥ M̃(µ). 任意の ε > 0に対し (µk)ε ↘ µε

(k → ∞)だからM((µk)ε) ↘M(µε) (k → ∞). よって任意の ξ ∈ Hに対し

⟨ξ, M̃(µ)ξ⟩ = inf
ε>0

⟨ξ,M(µε)ξ⟩ = inf
ε>0

inf
k≥1

⟨ξ,M((µk)ε)ξ⟩

= inf
k≥1

inf
ε>0

⟨ξ,M((µk)ε)ξ⟩ = inf
k≥1

⟨ξ, M̃(µk)ξ⟩.

これよりM̃(µk) ↘ M̃(µ) (SOT)がいえる．
命題4.2より(A)–(D)を満たす平均M : P∞(P) → Pは一意的にP∞(B(H)+)上の平均M̃に拡

張されて，P∞(B(H)+)上で再び(A), (B)と下向き連続性を満たす(上向き連続性は注意3.2で述
べたようにB(H)+×B(H)+上の2変数作用素平均でも成立しない). M̃を同じMで書き，Mの自
然な拡張と呼ぶ．A,H, G, Prを含む任意のM ∈ Mは自然な拡張をもつ．M ∈ Mの作用素平均
σ ̸= lによる変形平均Mσの自然な拡張について，任意のµ ∈ P∞(B(H)+)に対しX0 :=Mσ(µ)

はX0 =M(X0σµ)を満たす．これはXε :=Mσ(µε) (ε > 0)としてXε =M(Xεσµ)のε↘ 0の
極限をとれば，補題3.5 (b)と命題4.2 (4)から直ちにいえる．
確率ベクトルw = (w1, . . . , wm)を固定して，Mを重み付きm-変数の平均

Mw(A1, . . . , Am) :=M

(
m∑
j=1

wjδAj

)
, Aj ∈ P

に制限すると，(B(H)+)mへの拡張は (4.1)に帰着する．
P∞(B(H)+)上に拡張されたMについて，3.3.2–3.3.6節で示した不等式やマジョリゼーショ

ンが次のように成立する．証明はいずれもµεから極限移行すれば容易である．

命題 4.3. 命題 3.18は任意のµ ∈ P∞(B(H)+)に対し成立する．と命題 3.19, 3.23, 3.24, 3.26,

3.29は任意のµ ∈ P∞(M+
n )に対し成立する．

注意 4.4. Hが無限次元でも命題 3.19 (1)は任意のµ ∈ P∞(B(H)+)に対し成立するが，命題
3.19 (2)については不明である．注意3.21に書いた不等式で考えると，ε↘ 0のときM(µε) ↘
M(µ)だから，λmin(M(µε)) ↘ λmin(M(µ))が成立する．問題は∥M(µε)∥∞ ↘ ∥M(µ)∥∞が成
立するどうかである．2変数の幾何平均#の場合，この問題は

lim
ε↘0

∥(A+ εI)#(B + εI)∥∞ = ∥A#B∥∞ ?

これの反例は知られているか？ AH不等式に関する文献はすべて可逆な正作用素だけを扱って
いて，上の問題は素通りされているように思われる．
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