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概 要

偏微分方程式の構造保存型差分解法に対するエネルギー法について紹介する.
ここでいうエネルギー法とは, 微分方程式の備え持つ保存量やその保存構造
を利用して可解性などの諸性質を導く偏微分方程式論において古典的な方法
を指す. 構造保存型差分解法はエネルギー保存などの構造を継承した数値計
算スキームであるため, 本質的に同じ議論で解の存在などを示すことができ
る. また, 誤差評価などの諸性質についても差分方程式のエネルギー構造が
効果的に利用できることについても紹介する.

1. はじめに
対象となる問題の備え持つ何らかの意味での構造を継承する数値解法を構造保存型数
値解法という. 引き継ぐ構造にはシンプレクティック構造のような幾何学的不変量など
様々なものが知られている (例えば, [5], [10], [11])が, ここでは特に時間発展のある非
線形偏微分方程式を考察し, 継承する構造はエネルギー保存やエントロピー増大といっ
た物理法則を指すものとし, 例えば [3], [7], [9]など多くの研究業績が知られている. こ
のような物理構造を引き継ぐ数値解法を統一的に導出する手法は [4]にまとめられてい
る離散変分導関数法などが知られている. ここでは, スキームの導出法ではなく，導出
された数値解法の数学的な諸性質を導くことに焦点を絞って議論をする.

エネルギー保存やエントロピー増大といった微分方程式の備え持つ構造はしばしば
解析で重要や役割を果たす. 例えば, エネルギークラスと呼ばれるエネルギーに対応す
る関数空間で時間局所的に解を構成することができれば, エネルギー保存則からその時
間局所解を時間大域的につなぎ合わせることで, 時間大域解の構成が可能になる ([8]).

またこれらの構造を導出する手続きが, 時間局所解の存在を示す上でヒントになるこ
とも多い. また非線形偏微分方程式において適切性 (well-posedness)と呼ばれる概念は,

解の存在・一意性・連続依存性 (・持続性)を意味する. 解の存在に縮小写像の原理を用
いると一意性も満たされる. また縮小写像の計算の中で連続依存性といった性質もほぼ
自動的に従うことが多い. 連続依存性とは, あらくいうと摂動に対する解の安定性を意
味しており, これは数値解析における誤差評価とよく似ている. そのため, これらの構
造を引き継いだ離散的な数値解法でも同様にこれらの構造が有用であることが期待さ
れる. ここでは, これらの構造を利用して数値解法の解の存在や誤差評価を示す. この
エネルギー構造を何らかの意味で利用する一連の手続きをエネルギー法を呼ぶことと
する. また差分商を定義しその性質を調べることで多項式ではない非線形項に対して
も解析が可能になるだけでなく, 簡潔な議論で解の存在や誤差評価が証明可能になる.
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この要旨では, まず半線形熱方程式を例に挙げて, ここでエネルギー法と呼んだ方法
と差分商の諸性質とその利用についての具体的な解説をする. これらをベースにして,

様々な方程式について偏微分方程式とほぼ同様の手続きでの解析が可能になる. その
ことについては紙面の都合上本稿では箇条書きにとどめ, 発表で詳しく述べたい.

2. エネルギー法
2.1. 偏微分方程式のエネルギー法

偏微分方程式に対するエネルギー法を用いた時間大域解の存在の証明を, 次の半線形熱
方程式を例として紹介する;

∂tu− ∂2
xu+ u = −u3, (t, x) ∈ R+ × [0, L], (1)

∂xu(t, 0) = ∂xu(t, L) = 0, t ∈ R+, (2)

u(0, ·) = u0(·), x ∈ [0, L]. (3)

方程式 (1)に∂tuをかけて空間変数について [0, L]で積分すると,

∂t

(
1

2
∥∂xu∥2L2 +

1

2
∥u∥2L2 +

1

4
∥u∥4L4

)
+ ∥∂tu∥2L2 = 0

が得られる. ただし ∥f∥Lp := (
∫ L

0
|f(x)|pdx)1/p (p ∈ [1,∞)), ∥f∥H1 := (∥∂xf∥2L2 +

∥f∥2L2)1/2とする. E(f) := 1
2
∥f∥2H1 +

1
4
∥f∥4L4 とかくと, エネルギー散逸則E(u(t)) ≤

E(u0)が得られる. 実際の物理的なエネルギーに対応していなくてもこのような方程
式が持つ特有の量を総称してエネルギーと呼ぶことにする. エネルギー散逸則より
supt∈[0,∞) ∥u(t)∥H1 ≤

√
2E(u0)が成り立つ. この方程式のエネルギークラスはソボレ

フ空間H1であり, 例えば任意のM(≥ ∥u0∥H1)に対して定まる T = T (M)に対して
u ∈ C([0, T ];H1)となる時間局所解を構成できたとする. Mとして

√
2E(u0)に選ぶと

エネルギー散逸則より, ∥u(T )∥H1 ≤ Mなので, u(T )を初期値として [T, 2T ]まで時間
局所解を構成できる. これを繰り返せば時間大域解の存在が示される.

時間局所解の存在も同様に示すことができる. 方程式 (1)の線形化方程式

∂tũ− ∂2
xũ+ ũ = −u3, ũ(·, 0) = u0

を考える. これをΦ : u 7→ ũという写像とみて, Φが閉球

XM := {u ∈ C([0, T ];Hs) | ∥u∥L∞(0,T ;H1) ≤ 2M}, M ≥ ∥u0∥H1

の中への縮小写像となっていることを示す. 方程式の両辺に∂tũをかけて積分すると,

∂t

(
1

2
∥∂xũ∥2L2 +

1

2
∥ũ∥2L2

)
+ ∥∂tũ∥2L2 = −

∫ L

0

∂tũ · u3dx ≤ ∥∂tũ∥2L2 +
1

4
∥u∥6L6 .

最後の不等式ではYoungの不等式を用いた. Hölderの不等式と自明な不等式 ∥u∥L2 ≤
∥u∥H1 とSobolevの不等式: ∥u∥L∞ ≤ CS∥u∥H1 より,

∥u∥6L6 ≤ ∥u∥4L∞∥u∥2L2 ≤ C4
S∥u∥6H1

である, この評価を上の式に適用して, 時間についても積分すると,

∥ũ∥L∞(0,T ;H1) ≤ ∥u0∥H1 +
1√
2
C2

ST
1/2∥u∥3L∞(0,T ;H1) ≤ M + 4

√
2C2

ST
1/2M3



次に, u1, u2 ∈ XMを任意に選び, ũ1 := Φ[u1], ũ2 := Φ[u2]として, 同様の計算をすると,

∥ũ1 − ũ2∥L∞(0,T ;H1) ≤ C2
ST

1/2(∥u1∥2L∞(0,T ;H1) + ∥u2∥2L∞(0,T ;H1))∥u1 − u2∥L∞(0,T ;H1)

≤ 8C2
ST

1/2M2∥u1 − u2∥L∞(0,T ;H1).

以上より, 8C2
ST

1/2M2 < 1となるようにT を小さく選べば非線形写像ΦはXMの中へ
の縮小写像になっていることがわかるので, ũ = uとなる不動点の一意存在, すなわち
(1)–(3)の [0, T ]で時間局所解が一意的に存在することがわかる. 上記の議論はuに十分
な滑らかさの仮定をした形式的な計算であるため, 実際にこの方法で証明を与えること
はないが, 形式的に可解性をチェックする際などにこの議論が利用される. この時間局
所解にアプリオリ評価を組み合わせることで時間大域解すなわち [0,∞)での解の存在
が示される. この議論を離散の構造保存型差分解法に適用する.

2.2. 準備

簡単のためここでは問題を空間一次元の場合に制限する. 考える時空領域を [0, L] ×
[0, T ](∋ (x, t))もしくは [0, L] × [0,∞)とする. Cm(Ω)は Ω ⊂ Rでm階連続的微分
可能な関数空間とする. 時空間でm階連続的微分可能な関数空間を表すのにも同様に
Cm(Ω× [0, T ])のように記述することにする. x変数および t変数に関する偏微分は, そ
れぞれ∂xと∂tとかき, ξ, η, γなどについての偏微分も同様に∂ξ, ∂η, ∂γなどと書くこと
にする. 特に一変数関数の (常)微分は, F ′, F ′′, F ′′′ . . .などと書く. K, Nは任意の自然
数で, 空間区間 [0, L]をK-個に分割し, 時間区間 [0, T ]をN -個に分割する. 空間と時間
についての刻み幅を∆x, ∆tとかき L = K∆x, T = N∆tを満たすものとする. 有限差
分法では, k = 0, 1, . . . , K, n = 0, 1, . . . , Nについて点 (k∆x, n∆t)の値を求める. 文献
[4]に従って, 点 (k∆x, n∆t)での値をf

(n)
k のように書くことにする. f (n) := (f

(n)
k )Kk=0の

ようにボールド体で空間についてのベクトルを表すものとする. 特に時間変数 nに依
存しない一変数の場合はf := (fk)

K
k=0のように書く. 微分と積分の近似として, 差分と

和分を利用するが, 表記は [4]に従うものとする, すなわち, 差分作用素 δ+n , δ
+
k , δ

−
k , δ

⟨1⟩
k ,

δ
⟨2⟩
k などはそれぞれ次で定義する,

δ+n f
(n)
k :=

f
(n+1)
k − f

(n)
k

∆t
, δ+k f

(n)
k :=

f
(n)
k+1 − f

(n)
k

∆x
, δ−k f

(n)
k :=

f
(n)
k − f

(n)
k−1

∆x
,

δ
⟨1⟩
k f

(n)
k :=

f
(n)
k+1 − f

(n)
k−1

2∆x
, δ

⟨2⟩
k f

(n)
k :=

f
(n)
k+1 − 2f

(n)
k + f

(n)
k−1

∆x2
.

また, 空間変数についての積分の近似としては台形則:

K∑
k=0

′′fk∆x :=
K−1∑
k=0

fk + fk+1

2
∆x, (4)

を採用する. また, 2つのベクトルの各成分の積からなるベクトル fg := (fkgk)
K
k=0を,

fgと書くことにする. 離散Lpノルム∥ · ∥Lp
d
と離散Dirichletセミノルム∥D · ∥を,

∥f∥Lp
d
:=


(∑K

k=0
′′|fk|p∆x

) 1
p
, p ∈ [1,∞),

maxk=0,1,...,K |fk|, p = ∞,
∥Df∥ :=

√√√√K−1∑
k=0

|δ+k fk|2∆x.

で定義する. またSobolev空間H1
dはノルム：∥f∥H1

d
:=
√

∥f∥2
L2
d
+ ∥Df∥2 から定義さ

れる空間とする. 以下に証明で用いる命題を列挙する.



補題 2.1. 1. (Leibnizの公式) 任意のfとgに対して,

∥D(fg)∥ ≤ ∥f∥L∞
d
∥Dg∥+ ∥g∥L∞

d
∥Df∥.

2. (Sobolevの不等式) 任意のfに対して

∥f∥L∞
d
≤ CL∥f∥H1

d
, CL :=

√√
1 + 4L2 + 1

2L

が成り立つ.

3. (部分和分公式など ([4, Chapter 3])) 斉次Neumann境界条件:

δ
⟨1⟩
k fk|k=0,K = δ

⟨1⟩
k gk|k=0,K = 0,

や周期境界条件：
fk = fk mod K , gk = gk mod K

をみたす任意のf := (fk)
K
k=0とg := (gk)

K
k=0に対して

K∑
k=0

′′fkδ
⟨2⟩
k fk∆x = −∥Df∥2,

K∑
k=0

′′fkδ
⟨2⟩
k gk∆x ≤ ∥Df∥∥Dg∥ (5)

が成り立つ.

2.3. 構造保存型差分解法のエネルギー法

構造保存型差分解法に対しての解の存在定理を偏微分方程式の場合と同様に示す. ま
ず, 文献 [4]に従って離散変分導関数法を用いて問題 (1)–(3)の構造保存型差分解法を導
出すると, 次が得られる.

δ+n U
(n)
k − δ

⟨2⟩
k

(
U

(n+1)
k + U

(n)
k

2

)
+

U
(n+1)
k + U

(n)
k

2
= −1

4

3∑
j=0

(U
(n+1)
k )j(U

(n)
k )3−j, (6)

δ
⟨1⟩
k U

(n)
k |k=0,K = 0, (7)

U
(0)
k = u0(k∆x). (8)

差分方程式 (6)に δ+n U
(n)
k をかけて台形則 (4) に従って和をとると, (5)により,

δ+nEd(U
(n)) + ∥δ+nU (n)∥2L2

d
= 0

が得られる. ただし, Ed(f)は

Ed(f) :=
1

2
∥Df∥2 + 1

2
∥f∥2L2

d
+

1

4
∥f∥4L4

d

で定義される量で, 離散版のエネルギーに相当する. よって差分解法 (6)–(7)の解は, 離
散版のエネルギー減衰則を次の意味で満たすことがわかる,

Ed(U
(n+1)) ≤ Ed(U

(n)). (9)



Step 1 (時間局所解の存在と一意性). nを固定する. 非線形写像Φ[U ]を

Φ[U ]−U (n)

∆t
−D2

(
Φ[U ] +U (n)

2

)
+

Φ[U ] +U (n)

2
= −1

4

3∑
j=0

(U)j(U (n))3−j (10)

によって定義する. ただしD2は二階中心差分δ
⟨2⟩
k に対する斉次ノイマン条件付き(K+1)-

次元の行列表現とする. 行列D2の固有値はλk := 2
∆x2

(
cos kπ

K
− 1
)
(k = 0, 1, . . . , K)で

与えられる ([3]の (49)式参照). よって任意の∆t > 0に対して {(1 + ∆t
2
)IK+1 − ∆t

2
D2}

は正則になり, それゆえ写像Φはwell-definedである. ここで IK+1は (K + 1)-次元単位
行列である.

M := ∥U (n)∥H1
d
とするとき,この写像ΦがH1

d内の閉球X :=
{
f | ∥f∥H1

d
≤ 2M

}
の中

で縮小写像になることを示す. 任意にU ∈ Xを選ぶ. (10)の第k式に (Φ[U ]−U (n))/∆t

の第k成分をかけて, k = 0, 1, . . . , K について台形則 (4)に従って和をとると,

∥Φ[U ]∥2
H1

d
− ∥U (n)∥2

H1
d

2∆t
+

∥∥∥∥∥Φ[U ]−U (n)

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2
d

≤

∥∥∥∥∥Φ[U ]−U (n)

∆t

∥∥∥∥∥
L2
d

∥∥∥∥∥14
3∑

j=0

(U)j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
L2
d

≤

∥∥∥∥∥Φ[U ]−U (n)

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2
d

+
1

4

∥∥∥∥∥14
3∑

j=0

(U )j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
2

L2
d

が得られる. 式の変形にはYoungの不等式を用いた. 整理すると,

∥Φ[U ]∥H1
d
≤ ∥U (n)∥H1

d
+

√
∆t

32

∥∥∥∥∥
3∑

j=0

(U)j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
L2
d

となる. 自明な不等式∥f∥L2
d
≤ ∥f∥H1

d
とHölderの不等式とSobolevの不等式より,∥∥∥∥∥

3∑
j=0

(U )j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
L2
d

≤
3∑

j=0

∥∥∥(U)j(U (n))3−j
∥∥∥
L2
d

≤
3∑

j=0

C2
L∥U∥j

H1
d
∥U (n)∥3−j

H1
d
.

がわかる. よって, 上の評価は,

∥Φ[U ]∥H1
d
≤ M +

√
∆t

32
C2

LM
3

3∑
j=0

2j = M + 15

√
∆t

32
C2

LM
3. (11)

同様に, 任意のU 1,U 2 ∈ Xに対しての (10)の差をとると次が得られる:

Φ[U 1]− Φ[U 2]

∆t
−D2

(
Φ[U 1]− Φ[U 2]

2

)
+

Φ[U 1]− Φ[U 2]

2

=
1

4

3∑
j=1

{
(U 1)

j(U (n))3−j − (U 2)
j(U (n))3−j

}
.

この第 k式に (Φ[U 1] − Φ[U 2])/∆tの第 k成分をかけて, k = 0, 1, . . . , K について台形
則 (4)に従って和をとると,

∥Φ[U 1]− Φ[U 2]∥2H1
d

∆t
≤ 1

32

∥∥∥∥∥
3∑

j=1

{
(U 1)

j(U (n))3−j − (U 2)
j(U (n))3−j

}∥∥∥∥∥
2

L2
d



となる. 右辺は,∥∥∥∥∥
3∑

j=1

{
(U 1)

j(U (n))3−j − (U 2)
j(U (n))3−j

}∥∥∥∥∥
L2
d

≤ C2
L

{
∥U (n)∥2H1

d
∥U 1 −U 2∥H1

d
+ ∥U (n)∥H1

d
(∥U 1∥H1

d
+ ∥U 2∥H1

d
)∥U 1 −U 2∥H1

d

+ (∥U 1∥2H1
d
+ ∥U 1∥H1

d
∥U 2∥H1

d
+ ∥U 2∥2H1

d
)∥U 1 −U 2∥H1

d

}
≤ 17C2

LM
2∥U 1 −U 2∥H1

d

(12)

と評価できるので,

∥Φ[U 1]− Φ[U 2]∥H1
d
≤ 17

√
∆t

32
C2

LM
2∥U 1 −U 2∥H1

d
(13)

が得られる. 以上の (11)と (13)から, ∆tを

17

4
√
2
C2

LM
2
√
∆t < 1, (14)

満たすように小さくとると, 縮小写像の原理より, Φ[U ] = Uを満たすUがXの中にた
だ一つ存在する. この不動点Uが (6)–(7)を満たすU (n+1)である.

Step 2 (時間大域解の構成). Edの定義から ∥U (0)∥H1
d
≤ (2Ed(U

(0)))1/2 が成り立つ.

条件 (14)のMを (2Ed(U
(0)))1/2に交換することで, すなわち

17

2
√
2
C2

LEd(U
(0))

√
∆t < 1 (15)

の仮定の下で, ∥U (1)∥H1
d
≤ 2(2Ed(U

(0)))1/2 を満たす (6)–(7)の解 U (1) の一意存在が
Step 1よりわかる. 一方で, アプリオリ評価 (9)は, もしU (1)が存在するならばそれは
∥U (1)∥H1

d
≤ (2Ed(U

(1)))1/2 ≤ (2Ed(U
(0)))1/2 を満たさなくてはいけないということを

主張する. 気になるのは, 構成した解が (2Ed(U
(0)))1/2 < ∥U (1)∥H1

d
≤ 2(2Ed(U

(0)))1/2

にある場合がないかということだが, これは一意性からあり得ない. そのため, 我々の
構成した解が ∥U (1)∥H1

d
≤ (2Ed(U

(0)))1/2を満たすことが保証される. この手続きを繰
り返すことで, 任意のnに対しての解の存在がわかる.

定理 2.2. 任意の初期値に対して, ∆tを (15)を満たすように選べば, 差分方程式 (6)–(8)

の解{U (n)}∞n=0がただ一つ存在する.

これを構造保存型差分解法に対するエネルギー法と呼ぶことにする. 偏微分方程式
での時間局所解の存在の例では, あくまで形式的な議論であると述べた (例えば, [1,

Chapter 7]も参照)が, 今回のような離散の問題の場合, 有限次元の議論のため正式な
証明として利用できる. またこの方法で示した解の存在では, nはいくらでも大きくと
れる. 実際の計算ではnの上限Nを定めるため注目されていないように思われるが, 偏
微分方程式の理論との比較という観点からは「nを任意にとれる」ことは興味深い.

次に誤差e
(n)
u,k := U

(n)
k − u

(n)
k の評価も同様にして示されることについても言及したい.

定理 2.3 (誤差評価). 問題 (1)–(3)に滑らかな解u ∈ C4([0, L]× [0, T ])が存在するとす
る. uとU (n)の上界をC1とかく, すなわち

C1 := max
0≤n≤N

{
max
0≤k≤K

|U (n)
k |, max

0≤k≤K
|u(n)

k |
}
.



F ∈ C4({ξ | |ξ| ≤ C1}), ∥e(0)
u ∥L2

d
≤ C(∆x)2と仮定する. ∆t < 8

9C2
1
ならば,

max
n=0,1,...,N

∥e(n)
u ∥L2

d
≤ C((∆x)2 + (∆t)2)

が成り立つ.

Proof. (6)から点 (k∆x, (n+ 1/2)∆t)での (1)を引くと誤差 e
(n)
u,kについての方程式

δ+n e
(n)
u,k−δ

⟨2⟩
k

(
e
(n+1)
u,k + e

(n)
u,k

2

)
+

e
(n+1)
u,k + e

(n)
u,k

2

= −

(
1

4

3∑
j=0

{
(U

(n+1)
k )j(U

(n)
k )3−j − (u

(n+1)
k )j(u

(n+1)
k )3−j

})
+ ζ

(n)
k

(16)

が得られる. ただし,

ζ
(n)
k :=

(
∂tu

(n+1/2)
k − δ+n u

(n)
k

)
+

(
∂2
xu

(n+1/2)
k − δ

⟨2⟩
k

(
u
(n+1)
k + u

(n)
k

2

))

+
1

4

3∑
j=0

(u
(n+1)
k )j(u

(n+1)
k )3−j − (u

(n+1/2)
k )3

で, Taylorの定理より u ∈ C3([0, L] × [0, T ])なら |ζ(n)k | ≤ C∆x2 + C∆t2 となる. 解の
存在証明のときと同様に, (16)の両辺に δ+n e

(n)
u,kをかけて台形則に従って和をとりYoung

の不等式を用いると

∥e(n+1)
u ∥2

H1
d
− ∥e(n)

u ∥2
H1

d

2∆t
+
∥∥δ+n e(n)

u

∥∥2
L2
d

≤
∥∥δ+n e(n)

u

∥∥2
L2
d

+
1

64(1− ϵ)

∥∥∥∥∥
3∑

j=0

{
(U (n+1))j(U (n))3−j − (u(n+1))j(u(n))3−j

}∥∥∥∥∥
2

L2
d

+
C

ϵ
∥ζ(n)∥2L2

d
.

右辺第二項は, (12)と同じ議論で,∥∥∥∥∥
3∑

j=0

{
(U (n+1))j(U (n))3−j − (u(n+1))j(u(n))3−j

}∥∥∥∥∥
L2
d

≤ 6C2
1

(
∥e(n+1)

u ∥H1
d
+ ∥e(n)

u ∥H1
d

)
.

(17)

以上を整理すると,

∥e(n+1)
u ∥2H1

d
≤ ∥e(n)

u ∥2H1
d
+

9∆t

8(1− ϵ)
C2

1

(
∥e(n+1)

u ∥2H1
d
+ ∥e(n)

u ∥2H1
d

)
+

C∆t

ϵ
∥ζ(n)∥2L2

d
,

∆tの仮定のもとで, 1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1 > 0となるように ϵを選べば

∥e(n+1)
u ∥2H1

d
≤

(
1 + 9∆t

8(1−ϵ)
C2

1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1

)
∥e(n)

u ∥2H1
d
+

C∆t

(1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1)ϵ

∥ζ(n)∥2L2
d

≤

(
1 + 9∆t

8(1−ϵ)
C2

1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1

)n+1

∥e(0)
u ∥2H1

d
+

C∆t

(1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1)ϵ

n∑
ℓ=0

(
1 + 9∆t

8(1−ϵ)
C2

1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1

)ℓ

∥ζ(n)∥2L2
d
.



1+ 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1

≤ exp( 9∆t
4(1−ϵ)

C2
1) , n ≤ Nとe

(0)
u = O(∆x2)に注意すると,

∥e(n)
u ∥2H1

d
≤ CT exp(CT )∥ζ(n)∥2L2

d
.

上の証明において (17)を更に精密化することで次の無条件誤差評価も得られる.

定理 2.4 (無条件誤差評価). 問題 (1)–(3)に滑らかな解u ∈ C4([0, L]× [0, T ])が存在す
るとする. uとU (n)の上界C1に対して, F ∈ C4({ξ | |ξ| ≤ C1}), ∥e(0)

u ∥L2
d
≤ C(∆x)2と

仮定する. このとき次が成り立つ;

max
n=0,1,...

∥e(n)
u ∥L2

d
≤ C((∆x)2 +∆t).

3. 差分商に関する考察
ここでは差分商に関するいくつかの考察を与える. まず差分商を定義する. ΩをR上の
領域とする. 関数F ∈ C1(Ω)とΩの中に値をとる ξ, ηに対して, (ξ, η)でのF の差分商
∂F

∂(ξ,η)
を

∂F

∂(ξ, η)
:=

{
F (ξ)−F (η)

ξ−η
, ξ ̸= η,

F ′(η), ξ = η

で定義する. 構造保存型の差分解法を導出する際には自然に差分商があらわれること
が多い. 例えば, F (ξ) = 1

4
ξ4の時は, ∂F

∂(ξ,η)
= 1

4

∑3
j=0 ξ

jη3−jとなる. よって (6)は差分商
を用いて,

δ+n U
(n)
k − δ

⟨2⟩
k

(
U

(n+1)
k + U

(n)
k

2

)
+

U
(n+1)
k + U

(n)
k

2
=

∂F

∂(U
(n+1)
k , U

(n)
k )

と書き直すことができる. 差分商を用いると例えば, sine-Gordon方程式: ∂2
t u− ∂2

xu =

sinu の構造保存型解法なども容易に定式化できる. 以後, 差分商からなるベクトル{
∂F

∂(fk,gk)

}K

k=0
を ∂F

∂(f ,g)
と書く, また同様に{F (fk)}Kk=0をF (f)のように書くことにする.

前節で紹介したとおり, 解の存在でも誤差評価でも (12)と (17)で差分商同士の差の計
算があらわれる. この計算を系統的に取り扱う方法を考えたい. 今新たにF

′′
(ξ, ξ̃; η, η̃)

を,

F
′′
(ξ, ξ̃; η, η̃) :=

∂

∂(ξ, ξ̃)

(
∂F

∂(·, η)
+

∂F

∂(·, η̃)

)

:=


1

ξ−ξ̃

{(
∂F

∂(ξ,η)
+ ∂F

∂(ξ,η̃)

)
−
(

∂F

∂(ξ̃,η)
+ ∂F

∂(ξ̃,η̃)

)}
, ξ ̸= ξ̃,

∂ξ

(
∂F

∂(ξ,η)
+ ∂F

∂(ξ,η̃)

) ∣∣
ξ=ξ̃

, ξ = ξ̃

で定義する. F
′′
は二階差分の一種で, 例えば具体的にF (ξ) = ξp+1

p+1
の時は,

F
′′
(ξ, ξ̃; η, η̃) =

1

p+ 1

p∑
j=1

{(
ηp−j + η̃p−j

) j−1∑
k=0

ξkξ̃j−1−k

}

となる. F
′′
を定義した主たる理由は次の性質ゆえである.



命題 3.1. F ∈ C2(Ω)とする. 任意の ξ, ξ̃, η, η̃ ∈ Ωに対して, 次が成り立つ,

∂F

∂(ξ, η)
− ∂F

∂(ξ̃, η̃)
=

1

2
F

′′
(ξ, ξ̃; η, η̃) · (ξ − ξ̃) +

1

2
F

′′
(η, η̃; ξ, ξ̃) · (η − η̃). (18)

補題 3.2. F ∈ C2(Ω)ならばF
′′ ∈ C(Ω). その上, |F ′′

(ξ, ξ̃; η, η̃)| ≤ supξ∈Ω |F ′′(ξ)|が成
り立つ.

これらを用いると, (12)や (17)で必要な差分商同士の差の評価は,∥∥∥∥∥ ∂F

∂(U ,V )
− ∂F

∂(Ũ , Ṽ )

∥∥∥∥∥
L2
d

≤ sup |F ′′|
∥U − Ũ∥L2

d
+ ∥V − Ṽ ∥L2

d

2

と簡単に評価できる. また三階差分の評価:

∥DF
′′
(f , g; f̃ , g̃)∥ ≤ 1

6
sup
ξ∈Ω

|F ′′′(ξ)|
(
2∥Df∥+ 2∥Dg∥+ ∥Df̃∥+ ∥Dg̃∥

)
や凸性の評価: infξ∈Ω F ′′(ξ) ≤ F

′′
(ξ, ξ̃; η, η̃)なども成り立つ. これらは方程式や考える問

題によって重要な役割を果たす. 例えば三階差分の評価は次節で紹介するCahn-Hilliard

方程式や熱弾性などの非線形項に微分が含まれるような方程式に対しては必要になる.

凸性の評価は, 強圧性評価に相当する評価として無条件誤差評価や準線形問題で有用で
ある.

4. 応用例
エネルギー法の応用例について列挙する. この要旨では箇条書きにとどめるが, 発表で
はこれらの話題にも触れたい.

1. Cahn-Hilliard方程式 ([12]): オリジナルの結果 [3]では, ∆t/(∆x)2が十分小さいと
いう仮定が必要であった. しかし本方法では∆tのみ小さいと仮定すればよい.

2. Boussinesq方程式 ([12]): 放物型でなく双曲型や分散型のような方程式に対して
も同様の解析が可能である. ただし, 縮小写像を構成する空間は半径 2Mの球で
なく, 3Mなど少し大きめにとることになる.

3. 半線形熱弾性方程式 ([13]): 熱弾性のように振動の方程式と放物型方程式が連立
した系に対しても同様の解析が可能である. 最大値原理を組み合わせたりエネル
ギークラスより少し狭い空間で局所解を示すなど, アプリオリ評価の導出に工夫
が必要になる.

4. 力学的境界条件付き問題 ([2]): 境界条件自身も時間についての発展方程式になっ
ているような場合 (力学的境界条件)についても, 力学的境界条件が線形方程式で
あれば同様の解析が可能である.

5. 小さい初期値に対する問題 ([14]): 上記の結果はすべてエネルギーが下から有界
な問題について考察したものである. 下からの有界性がいえない問題についても
初期値を十分小さくとることで時間大域解の存在は示されることがある ([8]参照)

が, 同様の結果を導くことが可能である.



6. 準線形問題 ([6]): 準線形の場合は非線形性の強さから縮小写像で議論が閉じない
ことが多い. この場合は, ガレルキンの方法で時間局所解を構成し, 小さい初期値
に対するアプリオリ評価を導出すればよい.
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