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浅岡　正幸 (京都大学)∗

周期点の数の増大度は力学系の複雑さの一つの目安となる不変量であり，い
くつかのよい状況ではその指数的増大度は系の位相的エントロピーと関連づ
けることができる．その一方で，2000年のKaloshinの仕事以降，周期点の
数が非常に早く増大する系も豊富にあることが様々な状況で観測されている．
本稿では，周期点の増大度にかかわる結果について，古典的なものから最近
のものまで概観する．

1. 周期点の増大度
Xを位相空間，f : X→Xを連続写像とする．正の整数nに対して，fn : X→Xをfの
n回合成f ◦ · · · ◦ fとする．また，f 0をX上の恒等写像とし，fが同相写像のときには
正の整数nに対してf−n = (f−1)n = (fn)−1とする．(離散時間位相)力学系の理論の主
な研究対象は，この写像の列 (fn)と x ∈ Xに対して定まる点列 (fn(x))の振舞いであ
る．特徴的な振舞いをする点としては，f(x) = xをみたす不動点，ある正の整数nに
対して fn(x) = xとなる周期点などがあり，これらの点やその周りでの様子を調べる
ことが系の理解への第一歩となることも多い．一方で，Lefschetzの不動点定理のよう
に，周期点の持つ情報は系の位相的性質とも密接に関連している．以下，fの不動点集
合をFix(f)，周期点集合をPer(f)を書くことにし，集合Sに対して#Sでその元の数
を表わすものとする．本稿では周期点に関する次の基本的な問題について考える．

問題 1.1. 周期点の数の増大度はどれくらいか．すなわち，数列 (#Fix(fn))n≥1はどれ
くらいの増大度を持つか．またその増大度は写像 fの力学系的な性質とどのように関
係しているか．

例 1.2. R，Zでそれぞれ実数全体，整数全体のなす集合を表わし，円周 R/Zを S1

で表わす．整数 k ≥ 1と十分小さい実数 ϵ > 0に対して，gϵ,k : S1→S1を gϵ,k(x) =

x+ ϵ sin(2πkx) で定める．このとき，

Fix(gϵ,k) =

{
j

2k

∣∣∣∣ j = 0, . . . , 2k − 1

}
となり， それ以外に周期点は無い．よって，nによらず，#Fix(gnϵ,k) = 2k．

周期点の数が指数的に増大する例も簡単に構成できる．

例 1.3. 整数k ≥ 2に対して，fk : S
1→S1をk倍角写像，すなわち，fk(x) = kxで定め

られる写像とする．このとき，n ≥ 1に対して

Fix(fn
k ) =

{
j

kn − 1

∣∣∣∣ j = 0, . . . , kn − 2

}
.

特に，#Fix(fn
k ) = kn − 1．
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一方で，Fix(fn)が無限集合になる例や，逆に周期点を一つも持たないような例も存
在する．

例 1.4. 実数 θに対して，Rθ : S
1→S1を角度 θの回転，すなわち，Rθ(x) = x+ θで定

められる写像とする．θが有理数 p/qであるとき，Rq
θは恒等写像．よって，m ≥ 1に

対してFix(Rmq
θ ) = S1であり，#Fix(Rmq

θ ) = ∞. θが無理数のときは，すべてのn ≥ 1

についてFix(Rn
θ ) = ∅. すなわち，このときRθは周期点を持たない．

位相空間Xと連続写像f : X→Xについて，すべてのnに関してFix(fn)が有限集合
であるとき，fの周期点の指数的増大度λPer(f)を次で定める．

λPer(f) = lim sup
n→∞

1

n
log#Fix(fn)

すべてのnに関してFix(fn)が有限集合であることや，λPer(f)が有限であることはど
れくらい期待できることだろうか．次のArtinとMazurによる定理は，すべての滑ら
かな写像は周期点の数の増大度が高々指数的なもので近似されることを保証している．

定理 1.5 (Artin-Mazur). Mを滑らかな閉多様体とし，1 ≤ r ≤ ∞とする．Cr(M,M)で
Mからそれ自身へのCr級写像全体のなす集合にCr位相を入れたものとする．このとき，
f ∈ Cr(M,M)で，すべてのnについてFix(fn)が有限集合であり，かつ，λPer(f) < ∞
となるようなものの全体は，Cr(M,M)の稠密部分集合をなす．

この定理を踏まえて，次のような問題を考えるのは自然であろう．

問題 1.6. Mを滑らかな閉多様体とし，1 ≤ r ≤ ∞とする．

(a) f ∈ Cr(M,M)で，すべてのn ≥ 1についてFix(fn)が有限，かつ，λPer(f) = ∞
となるものはあるか．

(b) そのようなfが存在するならば，どれくらい「よい状況」ならばλPer(f) < ∞と
なるか．

(c) 「よい状況」ではλPer(f)はfの何らかの力学系的な情報を反映しているか．

以下，本稿ではこれらの問題に関わる結果について，古典的なものから筆者の結果
も含めた最近のものまでを概観していく．先に問題への解答だけを述べてしまうと，次
のようになる．

(a) すべてのn ≥ 1についてFix(fn)が有限，かつ，λPer(f) = ∞となるような fは，
多様体の次元と rが小さくなければ「豊富に」存在する．

(b) 双曲力学系の場合や，flatな臨界点を持たないような十分に滑らかな 1次元力学
系の場合には，λPer(f)は有限となる．

(c) (b)の場合にはλPer(f)は系の位相的エントロピーと一致する．

次節では位相的エントロピーの定義を与え，その基本的な性質を述べる．続く 3,4節
では，双曲力学系や 1次元力学系では周期点の増大度と位相的エントロピーが等式で
結ばれることを見る．5節では，周期点の数が超指数的に増大する例を最初に与えた



Kaloshinの仕事について，最後の 6節では，超指数的増大に関する筆者のものを含め
た最近の結果について述べる．
周期点の増大度に関しては力学系の ζ-関数も重要な話題であるが，紙面の都合もあ
り本稿では触れない．1

2. 位相的エントロピー
まず最初に，「よい状況」でλPer(f)と等式で結ばれる力学系の不変量，位相的エントロ
ピーを定義し，その基本的な性質を見ておこう．
(X, d)をコンパクト距離空間，f : X→Xを連続写像とする．実数 ϵ > 0と整数n ≥ 1

について，Xの部分集合Sが (n, ϵ)-separatedであるとは，互いに異なるx, y ∈ Sに対
して常に d(fm(x)), fm(y)) > ϵとなるm = 0, 1, . . . , n− 1が存在することを言う．fの
位相的エントロピーhtop(f)を次で定める：

htop(f) = lim
ϵ→0

lim sup
n→∞

1

n
log (max {#S | S ⊂ Xは (n, ϵ)-separated}) .

htop(f)は距離 dの取り方にはよらず，Xと fのみで決まる．位相的エントロピーは次
の変分原理を通じて力学系の位相的性質とエルゴード論的性質を結びつける．

定理 2.1 (変分原理). (X, d)をコンパクト距離空間，f : X→X を連続写像とする．
M(f)で f -不変なX上のBorel確率測度全体のなす集合を表わし，µ ∈ M(f)に対し
て，その測度論的エントロピー 2をhµ(f)と書くことにする．このとき，次が成り立つ．

htop(f) = sup {hµ(f) | µ ∈ M(f)}

連続写像 f : X→Xが λ-Lipschitzであるとき，(n, ϵ)-separatedな集合 Sについて，
x ∈ Sを中心とする半径 ϵλ−nの球は他のSの点を含むことができないことに注意する
と，滑らかな写像に関しては次が成り立つことがわかる．

命題 2.2. Mを滑らかな閉多様体，fをその上のC1級微分同相写像とする．∥ · ∥をM

上のあるRiemann計量が定める接空間上のノルムとし，λ = maxx∈M ∥Dfx∥とすると，
htop(f) ≤ dimM · log λ.

例 2.3. fk : S1→S1を fk(x) = kxで定められた例 1.3の写像とする．m,n ≥ 1に対
して，Sm,n = {j/(mkn) | j = 0, . . . ,mkn − 1}とすると，ϵ < 1/mに対して Sm,nは
(n, ϵ)-separated．従って，htop(fk) ≥ log k. 一方，上の命題から，htop(fk) ≤ log k. よっ
て，htop(fk) = log k.

3. よい状況 I : 双曲力学系
Mを滑らかな閉多様体，fをその上のC1級微分同相写像とする．Mの部分集合Λが
f(Λ) = Λをみたすとき，Λは fの不変集合であるという．p ∈ Per(f)に対して，その
軌道{fn(p) | n ∈ Z}は，有限不変集合である．周期軌道以外の重要な不変集合の一つ
に，次で与えられる非遊走点集合 (non-wandering set) Ω(f)がある：

Ω(f) =
{
x ∈ M | xのすべての近傍UについてU ∩

(∪
n≥1

fn(U)
)
̸= ∅

}
.

1力学系の ζ-関数に関しては，少し古い文献になるがBaladi[4]がその時点までの成果がよくまとめら
れている．

2測度論的エントロピーの定義については，Walters [19]などを参照のこと．



定義から，非遊走点集合は閉集合になる．また，Mがコンパクトであることから空集
合ではないこともわかる．
fのコンパクト不変集合Λが双曲集合であるとは，Mの接バンドルTMのΛへの制
限TM |Λの連続な分解TM |Λ = Es ⊕ Euと，定数C > 1, α > 0で次の条件をみたすも
のが存在することを言う：

(分解の不変性) Df(Es) = Es, Df(Eu) = Eu.

(Esに沿う縮小性) v ∈ Es, n ≥ 1に対して，∥Dfnv∥ ≤ Ce−αn∥v∥.

(Euに沿う拡大性) w ∈ Eu, n ≥ 1に対して，∥Dfnw∥ ≥ C−1eαn∥w∥.

ここで，∥ · ∥はMのあるRiemann計量が定める接空間上のノルム．必要に応じて定数
C, αを取り換えることで，Λの双曲性はRiemann計量の取り方によらないことがわか
る．また，分解TM |Λ = Es ⊕ Euは一意に定まることが知られており，Λ上の双曲分
解と呼ばれる．多様体M全体が双曲集合となる微分同相写像をAnosov系と呼ぶ．ま
た，Ω(f) = Per(f)で，この集合が双曲的であるときに公理Aをみたすと言う．Anosov

Closing Lemmaにより，Anosov系は公理Aをみたすことが知られている．

例 3.1. fnの不動点 pについてその軌道 {p, f(p), . . . , fn−1(p)}が双曲集合であること
は，Dfn

p が絶対値1の固有値を持たないことと同値である．このとき，pは双曲周期点
であるという．pの周りの局所座標において，写像fn(x)− xに対して逆写像定理を用
いると，双曲周期点pはfnの不動点集合Fix(fn)の孤立点であることがわかる．

例 3.2. gϵ,k(x) = x + ϵ sin(2πkx)を例 1.2のS1上の微分同相写像とする．全ての不動
点は双曲不動点で，Ω(f) = Fix(gϵ,k). 特にfは公理Aをみたす．

例 3.3. Aを SL2(Z)の元で，trA > 2であるものとする．このとき，T2 = R2/Z2上
の微分同相写像 fAを fA(x) = Axで定めることができる．Aは二つの異なる実固有値
λs < λuを持ち，これらは 0 < λs < 1 < λuをみたす．V s, V uをそれぞれ固有値λs, λu

に属する固有空間として，自然な同一視TxT2 ∼= R2の下でEs(x) = V s, Eu(x) = V uと
定めると，fAはTT2 = Es ⊕ Euを双曲分解とするAnosov系となる．

公理Aをみたす系ではλPer(f)は系の位相的エントロピーと等しい．すなわち，

定理 3.4 (Bowen [7]). 滑らかな閉多様体上のC1級微分同相写像 fが公理Aをみたす
とき，λPerf = htop(f). 特に，λPer(f) < ∞.

証明はMarkov分割というΩ(f)の分割を用いて，fと同じ周期点の指数的増大度を
持つ記号力学系を構成することでなされる．
flowの場合も，ある数以下の周期を持つ周期軌道を数えることで，周期軌道の数の
増大度を問題にすることができる．Anosov flowの代表例である負曲率多様体の測地流
の場合には，周期点の増大度は多様体の普遍被覆における体積の増大度と密接に関連
することが知られている (Margulis [12])．

4. よい状況 II : 1次元力学系
連続写像 f : [0, 1]→[0, 1]が区分単調的であるとは，0 = x0 < x1 < · · · < xl = 1で，各
j = 0, . . . , l − 1について，fの [xj, xj+1]への制限 f |[xj ,xj+1]が単調であるようなものが
存在することを言う．このとき，上の点列 (xj)j=0,...,Lで各 [xj, xj+1]を真に含む区間の



上ではfが単調にならないようなものが存在する．こうした列に対して，l(f) = lと定
める．l(fn) ≤ l(f)nであることは簡単にわかる．λPer(f)とhtop(f), l(f

n)の指数的増大
度は次の関係をみたす．

定理 4.1 (Misiurewicz-Szlenk [14]). 区分単調的な連続写像 f : [0, 1]→[0, 1]について次
が成り立つ．

λPer(f) ≥ htop(f) = lim sup
n→∞

1

n
log l(fn).

証明は [11, Section 15.2]などを参照のこと．
1 ≤ r ≤ ∞とする．Cr写像 f : [0, 1]→[0, 1]に対して，f ′(c) = 0となる c ∈ [0, 1]

を f の臨界点と言う．臨界点 cが (r − 1)-non-flatであるとは，f (m)(c) ̸= 0 となる
m = 2, . . . , r− 1があることを言う．すべての臨界点が (r− 1)-non-flatのとき，臨界点
の個数は有限個でfは区分単調的になる．

定理 4.2 (Martens-de Melo-van Strien [13]). r ≥ 3とする．Cr級写像 f : [0, 1]→[0, 1]

のすべての臨界点が (r − 1)-non-flatであり，すべての n ≥ 1に対してFix(fn)が有限
集合であるとする．このとき，有限集合P∗ ⊂ Per(f)とα > 1で，すべての n ≥ 1と
p ∈ Fix(fn) \ P∗に対して，|(fn)′(p)| > αが成り立つものが存在する．

fnがある区間 [p1, p2]上で単調であり，pi ∈ Fix(fn), |(fn)′(pi)| > 1 (i = 1, 2)である
とすると，中間値の定理から q ∈ (p1, p2) ∩ Fix(fn)で |(fn)′(q)| ≤ 1をみたすものが必
ず存在する．このことから次が得られる．

系 4.3. r, f , P∗を上の定理のものとする．すべてのn ≥ 1に対して，Fix(fn) ≤ l(fn)+

2#P∗. 特に，
λPer(f) = htop(f) = lim sup

n→∞

1

n
log l(f) < ∞.

系 4.4. f : [0, 1]→[0, 1]が実解析的ならば，λPer(f) < ∞.

[0, 1]からそれ自身へのCr級写像のなす空間Cr([0, 1], [0, 1])において，すべての臨界
点が (r − 1)-non-flatであるようなものの全体はCr([0, 1], [0, 1])の稠密な開集合をなす．
また，次の節で見るように，すべてのn ≥ 1についてFix(fn)が有限であるようなfの
全体はCr([0, 1], [0, 1])の「大半」を占める．従って，次の意味で「大半の」1次元写像
はλPer(f) < ∞をみたす．

系 4.5. Cr([0, 1], [0, 1])の稠密開部分集合Uで次をみたすものが存在する．f ∈ U，か
つ，すべてのn ≥ 1についてFix(fn)が有限ならば，λPer(f) < ∞.

一方で，non-flat条件を除くとλPer(f)が有限でなくなる例が構成できる．

定理 4.6 (Kaloshin-Kozlovski [10], 浅岡 [2]). 正の整数の列 (an)n≥1に対して，ただ一
つの臨界点を持つC∞級写像f : [0, 1]→[0, 1]で，すべてのn ≥ 1についてFix(fn)は有
限集合，かつ，次をみたすものが存在する．3

lim sup
n→∞

#Fix(fn)

an
= ∞.

3Kaloshin-Kozlovskiは任意の有限の rに対してCr級のものを，筆者は全体でC∞級のものを構成し
た．



特に，ϵ > 0として，an = exp(n1+ϵ)の場合を考えれば，λPer(f) = ∞となる．この
定理は，周期点の数の増大度が超指数的になるものだけでなく，任意の増大度よりも
大きいものが存在することを示している．

5. 超指数的な増大度 I : Newhouse領域
3節，4節では，すべての双曲力学系や「大半」の 1次元力学系については周期点の数
の増大度が高々指数的であることを見てきた．この節では，2次元力学系の世界で双曲
力学系から最も離れた状況の典型であるNewhouse領域と呼ばれるところでは，逆に周
期点の数が超周期的に増大するものが「大半」であるというKaloshinによる結果を紹
介する．この結果は1次元で超指数的増大を示す系を与えた定理4.6に先立つものであ
り，超指数的増大を引き起こすメカニズムの典型を与えている．
Kaloshinの結果を述べる前に，まず「大半」の意味を明確にしよう 4．Mを滑らかな
閉多様体とし，1 ≤ r ≤ ∞とする．Diffr(M)でM上のC∞級微分同相写像全体のなす
集合を表わし，この集合にはCr位相が入っているものとする．微分同相写像に関する
ある性質Pが，Diffr(M)の開部分集合Uでgenericであるとは，Uの稠密開部分集合の
可算族 (Un)n≥1で，すべての

∩
n≥1 Unの元がPをみたすようなものが存在することを言

う．次の定理と双曲不動点が不動点集合の中で孤立していることから，これまで何度
も出てきたFix(fn)の有限性がDifft(M)においてgenericな性質であることがわかる．

定理 5.1 (Kupka-Smaleの定理 [17, Theorem 1.1 in Chapter XI]). Diffr(M)において，
すべての周期点が双曲的であるという性質はgeneric.

次に「双曲力学系から最も離れた状況」であるホモリニック接触の定義を与える．
p ∈ Fix(fn)を双曲周期点，TpM = Es ⊕ Euをpにおける双曲分解とする．pの安定集
合W s(p), 不安定集合W u(p)を次で定める．

W s(p) = {x ∈ M | d(fkn(x), p)→0 (k→+∞)},
W u(p) = {x ∈ M | d(fkn(x), p)→0 (k→−∞)}.

(W s(p) ∩ W u(p)) \ {p}に属する点を pのホモクリニック点と言う．安定多様体定理
([Theorem 10.1 in Chapter V][17])により，単射なCr級写像 ιs : Es→M , ιu : Eu→Mで，
ιs(Es) = W s(p), ιu(Eu) = W u(p)となるものがあることが知られている．特に，ホモク
リニック点q ∈ (W s(p)∩W u(p))\{p}ではW s(p)とW u(p)の接空間TqW

s(p)とTqW
u(p)

が定まり，dimTqW
s(p) + dimTqW

u(p) = dimMとなる．TqM = TqW
s(p)⊕ TqW

u(p)

であるとき，qを横断的ホモクリニック点といい，そうでないとき，双曲周期点 pは q

でホモクリニック接触を起こしているという．ホモクリニック点はΩ(f)に含まれるこ
とから 5，ホモクリニック接触が起きている場合にはΩ(f)は双曲集合になりえないこ
とがわかる．
ある双曲周期点がホモクリニック接触を起こしているような Diffr(M)の元全体を

HT r(M)で表わす．また，位相空間Xの部分集合Y の内点集合を IntY で，閉包をY

で表わす．IntHT r(M)をNewhouse領域と呼ぶ．

定理 5.2 (Newhouse [15]). dimM = 2かつ r ≥ 2の場合，IntHT r(M) ̸= ∅. 6

4ここではCr級微分同相の場合について定義するがCr級写像の場合でも同様である
5 Inclination Lemma [17, Theorem 11.1 in Chapter V] (λ-Lemmaとも言う)の帰結．
6dimM ≥ 3かつ r ≥ 1の場合の同様の結果はAbraham-Smale[1], Simon [16]で示されている．



Kaloshinは Newhouse領域では genericには周期点の数が急速に増大することを示
した．

定理 5.3 (Kaloshin [9]). Mを滑らかな2次元閉多様体とする．正の整数の列 (an)n≥1に
対して，genericな IntHT r(M)の元fは次をみたす：

lim sup
n→∞

#Fixh(f
n)

an
= ∞.

特に，IntHT r(M)において，genericなfはλPer(f) = ∞をみたす．

Fixh(f)で微分同相写像fの双曲不動点全体のなす集合を表わす．定理を証明するた
めには，すべての正の整数mに対して集合

Um =
∪
n≥m

{
f ∈ IntHT r(M) | #Fixh(f

n) ≥ n · an
}

が IntHT r(M)の稠密開部分集合であることを見ればよい．Umが開集合であることは，
双曲不動点のpersistenceからすぐにわかるので，問題は稠密性である．稠密性の証明
は次の4つのステップからなる．

1. Gonchenko-Shilnikov-Turaev [8]の摂動を用いて，与えられた IntHT r(M)の元f0
を，双曲周期点pのW s(p)とW u(p)が r次の接触をする微分同相写像f1でCr-近
似する．

2. f1のCr-摂動 f2で，r-flatな非双曲周期点を持つものを構成する．ここで，周期
点p∗ ∈ Fix(fn

2 )がr-flatであるとは，p∗を含むCr級曲線 Iで，fnで局所不変，か
つ，ある Iのパラメータづけの下でfn|Iが t 7→ t+ o(tr)と書けるようなものが存
在することを言う．

3. 十分小さい δ > 0を取り，r-flatな周期点 p∗の周りで f2をCr-摂動して，f -不変
なCr曲線 I∗でfn|I∗が恒等写像になるものがあるようにする．

4. I∗ のあるパラメータづけの下で fn|I∗ が t 7→= t + ϵ sin(2πnant) (t ∈ [−1, 1])

となるように f3をCr-摂動する．このとき，摂動で得られた微分同相写像 f4は
Fixh(f

n
4 ) ≥ n · anをみたす．

Kaloshinの議論の鍵はfn|I∗が恒等写像となるような曲線 I∗を作ることである．この
アイデアは，次節で見る他の状況での超指数的増大を持つ例の構成でも使われる．

6. 超指数的な増大度 II : 最近の結果
系 4.3や系 4.4で見たように，滑らかな 1次元力学系においてはλPer(f) < ∞であるも
のが genericであり，実解析的な 1次元力学系では常にλPer(f) < ∞である．そこで次
のような問いを立ててみる．

問題 6.1. (a) 2次元以上の閉多様体の上の実解析的微分同相写像で，周期点の数の増
大度が超指数的なものは存在するか？
(b) 「1次元に近い」系である区間の上のCr反復写像系において，周期点の数の増大
度はgenericに高々指数的になるか．



最初の問いは最近，筆者により肯定的に解決された．主張を述べるために，T2 = R2/Z2

上の実解析的Hamilton微分同相写像を定義しよう．Ω = dx∧ dyをT2 = R2/Z2上の標
準的な symplectic形式とする．実解析的写像H : T2 × [0, 1]→Rに対して，T2上の関数
Ht = H(·, t)が定めるHamiltonベクトル場をXtとする 7．微分方程式∂tΦ(x, t) = Xt(x)

の初期値Φ(x, 0) = xをみたす解Φ : T2 × [0, 1]→T2について，fH = Φ(·, 1)をHが定
めるHamilton微分同相写像と言う．微分同相写像 fが実解析的Hamilton微分同相写
像であるとは，ある実解析写像の列H1, . . . , Hk : T2 × [0, 1]→Rに対して，fがそれら
が定めるHamilton微分同相写像 fH1 , . . . , fHk

の合成で書けていることを言う．Ωに関
するT2上の実解析的Hamilton微分同相写像全体のなす集合をHamω(T2,Ω)で表わす．
この集合は，T2 = (R/Z)2を含む (C/Z)2の開集合から (C/Z2)への正則写像の空間の
direct limitと見なすことができ，これらの空間の広義一様収束位相から定まる自然な
位相が入る．

定理 6.2 (浅岡 [2]). Hamω(T2,Ω)の開部分集合Uで，すべての正の整数列 (an)n≥1に
対して，

lim sup
n→∞

#Fix(fn)

an
= ∞

をみたすf ∈ Uの全体がUの稠密部分集合をなすようなものが存在する．

Siegel-Moserの教科書 [18, Section 32]にもあるように，f0 ∈ Hamω(T2,Ω)が，「twist

条件」と呼ばれる非退化条件をみたす実解析的閉曲線を保ち，その上でのダイナミクス
が回転角がDiophantus条件 8をみたす回転であるとき，f0に近いf ∈ Hamω(T2,Ω)もま
た同様な性質を持つある実解析的閉曲線を保存する (このような閉曲線をKAM曲線 9と
言う)．この不変閉曲線の上で有理数回転になるように写像を摂動をしてからKaloshin

の議論と同様の方法で十分にたくさんの周期点を作る，というのが証明の基本的なア
イデアであるが，実際の証明においては，摂動を実解析的に行わなければならないこ
とや，Hamω(T2,Ω)がBaire空間でないことなどから来る様々な困難がある．

次に「1次元に近い」系として，次のような1次元反復写像系の周期点の数の増大度
を考えてみよう．Erで [0, 1]からそれ自身へのCr級写像fで，f ′ > 0をみたすもの全体
のなすCr([0, 1], [0, 1])の部分空間を表わす．整数k ≥ 1を固定し，Σ∗

kを{1, . . . , k}に値
を持つ有限数列の全体のなす集合とする．Erのk個の元の組f = (f1, . . . , fk)と，Σ∗

kの
元σ = (σ1, . . . , σn)に対して，|σ| = n, fσ = fσn ◦ · · · ◦ fσ1と定める．写像の族 (fσ)σ∈Σ∗

k

を f = (f1, . . . , fk)が定める区間 [0, 1]上の反復写像系と言う．Erの k個の元の組全体
(Er)kにはEr上のCr位相の直積位相が入る．この位相に関して，「n周期点の個数」

N(f, n) :=
∑

σ∈Σ∗
k,|σ|=n

#Fix(fσ)

はgenericにどのような増大度を持つだろうか．多項式近似を考えることで，次のArtin-

Mazurの定理の類似は簡単に証明できる．

7XtはΩ(Xt, ·) = dHtをみたすただ一つのベクトル場.
8実数αに対して，inf{q1+τ |qα−p| | p, q ∈ Z, q ≥ 1} > 0となるτ > 0が存在するとき，αはDiophantus
条件をみたすと言う．代数的整数である無理数はすべてDiophantus条件をみたす．また，Lebesgue
測度に関してほとんどすべての実数はDiophantus条件をみたす．

9Kolmogorov-Arnold-Moser.



命題 6.3. 1 ≤ r ≤ ∞に対して，(Er)kの元f = (f1, . . . , fk)で

lim sup
n→∞

1

n
logN(f, n) < ∞

となるもの全体は，(Er)kの稠密部分集合をなす．
筆者は篠原，Turaevとの共同研究で k ≥ 3のときには通常の 1次元力学系の場合と
は対照的に，超指数的な増大がgenericであることを示した．
定理 6.4 (浅岡-篠原-Turaev [3]). k ≥ 3のとき，1 ≤ r ≤ ∞に対して次をみたす (Er)k

の開部分集合Uが存在する：正の整数の列 (an)n≥1に対して，

lim sup
n→∞

N(f, n)

an
= ∞

をみたすものはgeneric.

証明は，blenderとよばれるメカニズムを用いて軌道を繋いで退化した周期点を作
り，さらに退化した周期点を繋ぐことでより退化した周期点を作る，という前節でみ
たKaloshinの結果で用いられたGonchenko-Shilnikov-Turaevの摂動 [8]と似た雰囲気
の技法を用いて行われる．なお，区間上の実解析的反復写像系で数列 (N(f, n))n≥1の
増大度が超指数的なものが存在するかどうかは興味深い未解決問題である 10．
ここまでは主に1次元力学系における結果との対比となる結果であるが，双曲力学系
との対比となる結果も得られている．Mを滑らかな閉多様体，fをその上のC1微分同
相写像とする．コンパクトな f -不変集合Λが部分双曲的であるとは，TM |Λ上のDf -

不変で連続な分解TM |Λ = Es ⊕Es ⊕Euと定数C > 1, α > β > 1, α′ > β′ > 1ですべ
てのn ≥ 1に対して次をみたすものが存在することを言う 11：

(a) vs ∈ Esならば， ∥Dfnvs∥ ≤ C exp(−αn)∥vs∥.

(b) vc ∈ Ecならば，C−1 exp(−βn)∥vc∥ ≤ ∥Dfnvc∥ ≤ C exp(β′n)∥vc∥.

(c) vu ∈ Euならば，∥Dfnvu∥ ≥ C−1 exp(α′n)∥vu∥.

dimEc = 1のときは部分双曲集合はいくつかの面で双曲集合とよく似た振舞いをする
ことが知られている ([6]などを参照のこと)．しかし，最近，Bergerは次の結果を発表
した．
定理 6.5 (Berger [5]). 1 ≤ r ≤ ∞，m ≥ 3とする．Diffr(Tm)の開部分集合Uで次をみ
たすものが存在する．

(a) すべてのf ∈ Uについて，TmはdimEc = 1である部分双曲集合．

(b) 正の整数の列 (an)n≥1に対して，

lim sup
n→∞

#Fix(fn)

an
= ∞

をみたす微分同相写像fはUでgeneric．12

10 1次元反復写像系は次に述べる部分双曲力学系の雛形としての側面も持っており，この問題は実解析
的な部分双曲系の周期点の増大度の問題とも密接に関係していると思われる．

11この定義はいくつかある部分双曲性の定義で最も強い条件を課すものである．
12論文では多様体全体での部分双曲性は主張していないが，「底空間」のダイナミクスをAnosov微分同
相写像に取ることでそのように構成することができる．
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