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Hall-Littlewood函数の一般化・母函数表示と応用
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1. 背景
筆者は、シューベルト・カルキュラスに関連して登場する対称函数やシューベルト類を
代表するシューベルト多項式について、ここ数年間研究を進めてきた。その中で、コ
ホモロジー理論について知られている種々の結果をK理論の場合に拡張するという事
をいくつか行ってきた。(cf. [2],[5],[7]) その過程で、K理論に限らずその他の種々の
コホモロジー理論についても同様の拡張ができる可能性があると感じ、いくつかの場
合について一般のコホモロジー理論への拡張の作業を行ってきた。ここでは、さらに
シューベルト・カルキュラスの枠組みを含むより一般的な状況に対応するものとして、
Hall-Littlewood函数について一般コホモロジーの場合にどのようなものが考えられる
かについての考察結果を報告したい。Hall-Littlewood函数は、パラメータとなる変数
tを含み、この tを特殊化することでシューア函数 (t = 0の場合)やシューアQ函数
(t = −1の場合)を得ることができる。そこで、このHall-Littlewood函数を考えること
で、種々の結果を統一的に理解できることが期待できると考えられる。実際、ここでは
特にこの一般化されたHall-Littlewood函数の母函数表示を求める (cf.[13])ことで、コ
ホモロジーの積構造の特殊な場合の計算を比較的容易に行うことができる。また、K-

理論においてシューベルト類を代表する多項式が行列式表示やパッフィアン表示を持
つことが文献 [2]で示されたが、この事も母函数表示から自然に導びくことができる。
なお、ここで報告する事柄の多くは、岡山大学の中川征樹氏との共同研究に基づくも
のである。（特に、文献 [11],[12]など）

2. 一般コホモロジー理論を規定する形式群について
ここでは、形式群から作られる一般コホモロジー理論について簡単に説明する。トポ
ロジーの分野では、複素コボルディズムMUがこの一般コホモロジーを統制する。代
数幾何の範疇では、代数的コボルディズムの理論が作られている。(cf.[9]) これらの詳
細についての説明はここではできないが、基本的な演算として形式群が重要な役割を
果たしている。

2.1. 形式群

形式群（より正確には、１次元の可換な形式群）とは、次の性質をみたす２変数の形
式冪級数F (x, y) ∈ R[[x, y]]のことをいう。(Rは、可換環とする。)
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(1) F (x, y)は、次の形をしている。

F (x, y) = x+ y +
∑
i,j≥1

ai,jx
iyj, (ai,j ∈ R)

(2)変数x, yについて可換である。

F (x, y) = F (y, x)

(3)結合法則をみたす。

F (x, F (y, z)) = F (F (x, y), z)

形式群とZ上の共形場に関しては、文献 [6]があり、興味深い。

2.2. logF (x)と expF (x)

形式群F (x, y) ∈ R[[x, y]]に対して、

F (x, y) = expF (logF (x) + logF (y))

をみたす logF (x)とexpF (x)を考える。一般には、このようなものは存在するとは限らな
いが、Rがトーションを持たない可換環の場合は、R⊗Qを係数にもつ logF (x), expF (x) ∈
R⊗Q[[x]]が、以下のように作れる。

logF (x) :=
∞∑
n=0

[CP n]
xn+1

(n+ 1)!

ここで、CP nは、複素n次元射影空間で [CP n]は、そのコホモロジー類を表す。例え
ば、Fm(x, y) = x+ y + βxyのとき、[CP n] = (−β)nである。
logF (x)と expF (x)を用いて [t]F倍を次で定める。

[t]F x := expF (t logF (x)).

t = n 自然数のとき、

[n]F x =

n︷ ︸︸ ︷
x+F x+F · · ·+F x

である。[−1]Fx = x̄は、逆元であり、F (x, x̄) = 0を満たす。
例　Fm(x, y) = x+ y + βxyとする。このとき、

x̄ =
−x

1 + βx
, expFm

(x) =
eβx − 1

β
, logFm

(x) =
log(1 + βx)

β
,

[t]Fm x = tx+
t(t− 1)

2!
βx2 + · · ·+ t(t− 1) · · · (t− n+ 1)

n!
βn−1xn + · · ·

である。



2.3. 楕円コホモロジー

一般の楕円曲線は、5個のパラメータµ1, µ2, µ3, µ4, µ6を用いて、

y2 + µ1xy + µ3y = x3 + µ2x
2 + µ4x+ µ6

と表され、これに対応する形式群は、Buchstaberと Bunkovaにより文献 [1]で決定さ
れている。特に、µ1, µ2のみ残して、µi = 0, i = 3, 4, 6とした場合は、

FEµ1,µ2
(x, y) =

x+ y − µ1xy

1 + µ2xy

となる。(Hyperbolic type と呼ばれる。) また、µ2, µ4のみ残して、µi = 0, i = 1, 3, 6

とした場合は、δ = µ2, ε = µ2
2 − 4µ4とおき、Sδ,ε(x) := 1− 2δx2 + εx4として、

FEllδ,ε(x, y) =
x
√
Sδ,ε(y) + y

√
Sδ,ε(x)

1− εx2y2

となる。(このとき、expF (x) = sn(x; δ, ε)はelliptic sineで(expF (x)
′)2 = Sδ,ε((expF (x))。)

これらの場合は、Krichever 形式群となり、可積分系と関係がある。[1]

2.4. PF (z)

形式群
F (x, y) = x+ y +

∑
i,j≥1

ai,jx
iyj ∈ A[[x, y]],

に対して、PF (z) ∈ A[[z]] を次のように定める。

PF (z) := 1 +
∞∑
i=1

a1,iz
i

これは、次のようにも表される。第１変数での偏微分をF1(x, y) := ∂xF (x, y) と表す
とき、

PF (z) = F1(0, z)

である。また、PF (x, y) ∈ A[[x, y]]を

PF (x, y) :=
x− y

F (x, ȳ)

で、定める。このときF (x, y)が、結合法則を満たすことを用いて次が示せる。

補題 1 PF (x, y) は、可逆であり PF (x, x) = PF (x)となっている。

例　Fm(x, y) = x+ y + βxyとする。このとき、

PFm(x, y) = 1 + βy, PFm(x) = 1 + βx

である。



3. 形式群Fで一般化されたHall-Littlewood函数
Hall-Littlewood函数 (cf. [10])には、いくつかの変種が存在する。通常は、分割λに添
え字付けされているがここでは、その母函数を考えるため正整数列λ = (λ1, . . . , λr) で
添え字付けされる対称函数として以下のように定める。変数x1, . . . , xnに対して、r ≤ n

とする。
Aを係数環とし、形式冪級数T (x, y), 形式Laurent級数 H(z) を用意しておく。形式

群F (x, y)に対して、一般化されたHall-Littlewood函数を定める。

定義 2 F, T,H に対する一般化された Hall-Littlewood函数 QF
λ1,...,λr

(x1, . . . , xn;T,H)

を、次の式で定める。

QF
λ1,...,λr

(x1, . . . , xn;T,H) :=
∑

w∈Sn/(Sr
1×Sn−r)

w

(
x
[λ1]
1 · · · x[λr]

r

∏
1≤i≤r

∏
i<j≤n

T (xi, xj)

F (xi, x̄j)

)
,

ここで、正整数 kに対してx[k] := H(x)T (x, x)xk−1 とおいた。またwは、対称群のコ
セットの代表を動き、変数x1, . . . , xnの置換として作用する。このように対称群で軌道
和を取る操作は、幾何学的にはpush-forwardの写像にあたる。cf.[11],[12]

通常は、TとHを、次のように特殊化した場合を考える。すなわち、
T (x, y) = F (x, [t]F ȳ), H(x) = 1

T (x)
のとき、x[k] = xkで、このときHP Fを定める。

T (x, y) = F (x, [t]F ȳ), H(x) = 1のとき、x[k] = F (x, [t]F x̄)x
k−1で、このときHQFを

定める。

定義 3 tを不定元とし、HP F
λ (x1, . . . , xn; t), HQF

λ (x1, . . . , xn; t) を次で定める。

HP F
λ (x1, . . . , xn; t) :=

∑
w∈Sn/(Sr

1×Sn−r)

w

(
xλ1
1 · · · xλr

r

∏
1≤i≤r

∏
i<j≤n

F (xi, [t]F (x̄j))

F (xi, x̄j)

)

HQF
λ (x1, . . . , xn; t) :=

∑
w∈Sn/(Sr

1×Sn−r)

w

(
x
[λ1]F

1 · · · x[λr]F

r

∏
1≤i≤r

∏
i<j≤n

F (xi, [t]F (x̄j))

F (xi, x̄j)

)

ここで、正整数k > 0に対して、x[k]F := F (x, [t]F (x̄))x
k−1 とする。

簡単のため、次の定理ではH(z)は、形式冪級数とする。

定理 4 （母函数表示）[13]

A(z) :=
H(z)

PF (z)

n∏
i=1

T (z, xi)

F (z, x̄i)
とおき、r ≤ nに対して

A(z1, . . . , zr) :=
r∏

k=1

A(zk)
∏

1≤i<j≤r

F (zj, z̄i)

T (zj, zi)
.

と定める。このとき、正整数の列 λ1, . . . , λr に対して、A(z1, . . . , zr) における z−λ :=

z−λ1
1 · · · z−λr

r の係数は、QF
λ (x1, . . . , xn;T,H)である。すなわち、次が成立する。

[z−λ]A(z1, . . . , zr) = QF
λ (x1, . . . , xn;T,H)

ここで、[z−λ]f(z)は、f(z)の z−λの係数を取ることを表す。



注意 5 H(z)が位数kの極を持つときは、λ1, . . . , λr > k に対して、同様のことが成立
する。

系 6 [12]

[z−λ]

(
r∏

k=1

(
1

PF (zk)

n∏
i=1

F (zk, [t]x̄i)

F (zk, x̄i)

) ∏
1≤i<j≤r

F (zj, z̄i)

F (zj, [t]z̄i)

)
= HQF

λ (x1, . . . , xn; t),

[z−λ]

(
r∏

k=1

(
zk

PF (zk)F (zk, [t]z̄k)

n∏
i=1

F (zk, [t]x̄i)

F (zk, x̄i)

) ∏
1≤i<j≤r

F (zj, z̄i)

F (zj, [t]z̄i)

)
= HP F

λ (x1, . . . , xn; t)

F (x, y) = x+ yの場合の通常コホモロジーのときは、HQFは通常のHall-Littlewood

Q函数となり、上記の系はその知られた母函数表示となる。t = 0や t = −1の場合の
代数的コボルディズムでのこれらに対応する幾何学的な構成については、[3],[4]を参照
の事。

4. connective K理論の場合の具体例と応用
ここでは、connective K理論の場合に、具体形に関する結果と応用について述べる。
以下では、x⊕ y = Fm(x, y) = x+ y + βxy =, x⊖ y = Fm(x, ȳ) =

x− y

1 + βy
の記号を用

いる。

系 7 (Determinant-Pfaffian formula)[2] F = Fm(x, y) = x + y + βxyとし、λを長さ r

の分割とする。T (x, y) = F (x, [t]ȳ) でH(z) = 1 ないしH(z) = z
T (z,z)

とおく。
このとき、t = 0で、次の式を得る。

Qλ1,...,λr(x1, . . . , xn) = det

(
[z

−(λi+j−i)
i ]

1

(1 + βzi)r−i
A(zi)

)
r×r

= det

(
[z

−(λi+j−i)
i ]

1

(1 + βzi)j−i
A(zi)

)
r×r

,

t = −1のときは、次の Pfaffian 公式を得る。 (rは偶数とする。)

Qλ1,...,λr(x1, . . . , xn) = Pf

(
[z−λi

i z
−λj

j ]
1

(1 + βzi)r−i−1

1

(1 + βzj)r−j
A(zi)A(zj)

zj ⊖ zi
zj ⊕ zi

)
r×r

.

補題 8
z2 ⊖ z1
z2 ⊕ z1

=
∑
i≥j≥0

gi,jz
i
1z

−j
2

ここで gi,j := (−1)iβi−j
(
2
(
i
j

)
+
(

i
j+1

)
− δj,0

)
δi,j は Kronecker の delta 記号。

母函数の式に、この補題を用いることで、K理論的なSchurQ-函数GQλ = GQλ(x1, . . . , xn)

(GQ,GP については [5]を参照)について、2行の分割し対応するものを１行の積の和
で表す式や、１行のGQ,GPの積の分解にあたるPieri公式の特別の場合が得られる。



命題 9 k > ℓ > 0に対し、次が成立する。

GQk,ℓ =
ℓ∑

j=0

∞∑
i=j

ci,jGQk+iGQℓ−j

ここで、

ci,j =

gi,j (0 ≤ j < ℓ)

(−1)iβi−j
(
2
(
i−1
j−1

)
+
(
i−1
j

))
(j = ℓ).

命題 10 k ≥ l > 0に対して、

(1) GQk ×GQl = (GQk,l + 2βGQk+1,l + β2GQk+2,l)

+
l−1∑
i=1

(2GQk+i,l−i + 3βGQk+1+i,l−i + β2GQk+2+i,l−i)

+(2GQk+l,0 + βGQk+l+1,0)

(2) GPk ×GP1 = GPk,1 + βGPk+1,1 +GPk+1

k ≥ l ≥ 2のとき、

GPk ×GPl = (GPk,l + 2βGPk+1,l + β2GPk+2,l)

+
l−2∑
i=1

(2GPk+i,l−i + 3βGPk+1+i,l−i + β2GPk+2+i,l−i)

+(2GPk+l,1 + 2βGPk+l+1,1)

+GPk+l.

5. 今後の課題
今後の課題として以下が考えられる。
1. BCD型のHall-Littlewood函数の一般化
2.Hyperbolic type などの楕円コホモロジーの場合の具体形を記述する。
3. tを1のべき根に特殊化した場合の多項式の意味について（p-compact群と関係し

ている。）
4.Hall-Littlweood函数をSchur函数で展開したときの係数の具体形を求める。(Kostka

係数の一般化となる。)

5. ホモロジーのSchubert基底に対応する多項式についても、母函数表示を求める問
題がある。例えば、次の例がある。
Dual stable Grothendieck polynomial gλ(y1, y2, . . .) ∈ Z[β][[y1, y2, . . .]] は、次で定義

される。 ∏
i,j

1

1− xiyj
=
∑
λ

Gλ(x)gλ(y).

命題 11 長さ rの分割 λ = (λ1, . . . , λr) (r ≤ n)に対して、次が成立する。

[uλ]

(
r∏

k=1

m∏
j=1

1

1− yjuk

) ∏
1≤i<j≤r

ui ⊖ uj

ui

= gλ(y1, . . . , ym)

c.f.[8]
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