
確率最適輸送問題
力学におけるE. Schrödingerの確率論的問題のある一般化

三上　敏夫 (津田塾大学)∗

概 要
E. Schrödingerは，1932-1932年に発表した論文で次のような問題を考えた．
ある場所Aにある複数個の粒子が，与えられた推移確率で各々独立に別の場
所Bに移動する．Bの各地点に存在できる粒子の数は決まっているものとす
る．このような事象の中で一番起こりやすい（確率が大きい）のはどんな場
合か？Schrödingerは，変分問題のEuler方程式としてSchrödingerの汎関数
方程式と呼ばれる方程式を導出した．Schrödinger自身はこの方程式を解く
ことはなかったが，この方程式は，S. Bernsteinの 1932年の ICMの講演以
降，Bernstein process (あるいはB. Jamisonの reciprocal process)やh-path
processの理論としても発展した．また，E. Nelsonの確率力学の理論との密
接な関係も知られている．本講演では，講演者の研究，特に，Schrödinger
の問題の確率最適輸送問題としての一般化，確率最適輸送問題のゼロ雑音
極限によるMongeの問題の研究，Nesonの確率力学への応用，mean field
game/PDEとの関連について時間の範囲内で解説する．

1. Schrödingerの考えた問題とその後の発展
E. Schrödingerが，1931-1932年に発表した論文 [47, 48]で考えた問題を紹介する．あ
る場所A := {x1, · · · , xm} ⊂ R3にあるN個の粒子が，与えられた推移確率で各々独立
に別の場所B := {y1, · · · , yn} ⊂ R3に移動する．ただし，Bの各地点に存在する粒子
の数は決まっているものとする．このような粒子の移動の仕方は必ずしも１通りとは
限らない．以下，その確率が最大になる場合を求める．

点xi ∈ Aにある粒子が点 yj ∈ Bに移動する確率=推移確率を gij，
点xi ∈ Aにある粒子で点 yj ∈ Bに移動するものの数を cij，
点xi ∈ A，yj ∈ Bにある粒子の個数をki，ℓj

で表す．各粒子は独立なので，このような事象の起こる確率は，

Πm
i=1

ki!

ci1!× · · · × cin!
gci1i1 × · · · × gcinin . (1)

ただし，次の付帯条件をみたさなければならない：

n∑
j=1

cij = ki,
m∑
i=1

cij = ℓj,
m∑
i=1

n∑
j=1

cij = N. (2)
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(1)の確率を最大にする場合を考えることとその対数を最大にする場合を考えることは
同じである．各 ki, ℓjは与えられた定数であることと，各 cijは十分大であることを仮
定すると（Stirlingの公式 log(n!) ∼ n(log n− 1) +O(log n)を用いて）以下の問題を考
えることになる：

max


m∑
i=1

n∑
j=1

(cij log gij − cij log cij) :
n∑

j=1

cij = ki,
m∑
i=1

cij = ℓj,
m∑
i=1

n∑
j=1

cij = N

 . (3)

µi :=
ki
N
, νi :=

ℓi
N
, pij :=

cij
N

とすると，(3)は次と同値である：離散確率µ := (µi)
m
i=1, ν := (νj)

n
j=1に対して，

v(µ, ν) := min


m∑
i=1

n∑
j=1

pij log
pij
gij

:
n∑

j=1

pij = µi,
m∑
i=1

pij = νj,
m∑
i=1

n∑
j=1

pij = 1

 . (4)

m∑
i=1

n∑
j=1

pij log
pij
gij
は，離散確率 (pij)の (gij)に対する相対エントロピーである．また，こ

れは離散確率最適輸送問題 ([22, 23, 30, 31]参照)の例である．

gij ≈ exp(−∃c(i, j)
ε

), c(i, j) ≥ 0, ε > 0

と書けているとき，v(µ, ν) = vϵ(µ, ν)は次を満たす．

lim
ε→0

εvε(µ, ν) = inf


m∑
i=1

n∑
j=1

pijc(i, j) :
n∑

j=1

pij = µi,
m∑
i=1

pij = νj,
m∑
i=1

n∑
j=1

pij = 1

 . (5)

これは離散最適輸送問題 ([26, 27, 28, 36, 43, 51]参照)の例である．

g(t, z) :=
1

√
2πt

d exp(−
|z|2

2t
), t > 0, z ∈ Rd.

E. Schrödingerは，(4)の最小解のみたすべき条件として，未定乗数法によりSchrödinger

の汎関数方程式と呼ばれるある方程式を導出した．

定義 1.1 (Schrödingerの汎関数方程式：確率密度関数がある場合) Rd上の確率密度
関数p,qに対して，次をみたす非負関数φ, ϕを求めよ：

p(x) = φ(x)
∫
Rd

g(1, y − x)ϕ(y)dy, (6)

q(y) = ϕ(y)
∫
Rd

φ(x)g(1, y − x)dx.

1.1. Bernsteinの定式化とJamisonによる特徴づけ

ある確率空間 (Ω,F , P )上で定義されたRd値確率過程{X(t)}0≤t≤1がBernstein過程 ([2]

参照)であるとは，次を満たすことである：∀0 ≤ s < t < u ≤ 1,

P (X(t) ∈ dx|X(v), v ∈ [0, s] ∪ [u, 1]) = P (X(t) ∈ dx|X(s), X(u)). (7)

B. JamisonはBernstein過程 (あるいは reciprocal過程)の特徴づけを与えた．



定理 1.1 ([17]) 任意の µ(dxdy) ∈ P(Rd × Rd)に対して，次を満たすBernstein過程
{X(t)}0≤t≤1は法則の意味で一意に定まる∀0 ≤ s < t < u ≤ 1,

P (X(t) ∈ dx|X(s), X(u)) =
g(t− s, x−X(s))g(u− t,X(u)− x)dx

g(u− s,X(u)−X(s))
, (8)

P ((X(0), X(1)) ∈ dxdy) = µ(dxdy).

特に，{X(t)}0≤t≤1がMarkov性を持つ，即ち，∀0 ≤ s < t < u ≤ 1,

P (X(t) ∈ dx|X(v), v ∈ [0, s]) = P (X(t) ∈ dx|X(s)), ∀0 ≤ s < t ≤ 1. (9)

が成り立つことと次は同値である：あるσ-有限測度ν0, ν1が存在して：

µ(dxdy) = ν0(dx)g(1, y − x)ν1(dy). (10)

(10)はSchrödingerの汎関数方程式を導く．

定義 1.2 (Schrödingerの汎関数方程式) 任意の µ0, µ1 ∈ P(Rd)に対して次を満たす
σ-有限測度ν0, ν1を求めよ：

µ0(dx) = ν0(dx)
∫
Rd

g(1, y − x)ν1(dy), (11)

µ1(dy) = ν1(dy)
∫
Rd

g(1, y − x)ν0(dx).

1.2. Markov性を持つBernstein過程のSDE

B. JamisonによるMarkov性を持つ Bernstein過程の理論がある．B. Jamisonは A.

Beurling[3]のコンパクト位相空間上でのSchrödingerの汎関数方程式の解の存在と一意
性の結果を σ-コンパクトな空間に拡張した．特に，それが，Doobの h-path過程と言
われるある伊藤型確率微分方程式の解の初期と終期の結合確率分布であることを示し
た．以下，簡単な場合にそれを紹介する．

h(t, x) :=
∫
Rd

g(1− t, y − x)ν1(dy), 0 ≤ t < 1. (12)

今後W (t)であるフィルター付き確率空間 (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) で定義されたd次元ブラウ
ン運動を表す (例えば [14]参照)．

定理 1.2 ([17, 18]) 任意のP0, P1 ∈ P(Rd)に対して，(11)はただ一つの解ν0(dx)ν1(dy)

を持つ．P1(dy) ≪ dyの時，h ∈ C1,2([0, 1) ×Rd)，次を満たす確率微分方程式の弱解
{X(t)}0≤t≤1が一意に定まる．

dX(t) = Dx log h(t,X(t))dt+ dW (t), 0 < t < 1, (13)

P (X(t) ∈ dx) = Pt(dx), t = 0, 1.

1.3. 確率最適制御によるMarkov性を持つBernstein過程の特徴づけ

γ(t;ω)をあるフィルター付き確率空間 (Ω,F , (Ft)t≥0, P )で定義されたRd-値 progres-

sively measurable確率過程とする (例えば [14]参照)．

dXγ(t) = γ(t;ω)dt+ dW (t). (14)



定理 1.3 ([12, 35, 52]) 定理 1.2の {X(t)}0≤t≤1は，次の変分問題の (もしそれが有限
なら)最小解である：任意のP0, P1 ∈ P(Rd)に対して，

V (P0, P1) := inf
{
E
[∫ 1

0
|γ(t)|2dt

]∣∣∣∣PXγ(t)−1 = Pt, t = 0, 1
}

(15)

=
∫
Rd

log h(1, x)P1(dx)−
∫
Rd

log h(0, x)P0(dx),

注意 1.1 E[1
2

∫ 1
0 |γ(t)|2dt]は，PXγ(·)−1のPX0(·)−1に対する相対エントロピーである．

1.4. 確率最適輸送問題に向けて

Jamisonの理論は，変分問題とは関係ない．Schrödingerの汎関数方程式を方程式として
解けば良いだけである．それにより，与えられた初期分布と終期分布（及び拡散係数）
を持つ確率微分方程式の解を構成することができる．ただし，それが元々の変分問題と
どう関わるのか？それ自身からは不明確である．それを確率力学 ([13, 16, 39, 40, 41, 42]

参照)の立場から確率最適制御の手法で示したのが，Zambriniであった．しかし，逆
に，それがSchrödingerの汎関数方程式とどう関わるかもそれ自身からは不明確であっ
た．これらの点については，確率最適輸送問題の双対定理から明らかになる．一方，
Bernstein過程を与えるような確率微分方程式の理論はない ([19, 20, 44, 45, 50]参照)．
本講演では，Schrödingerの元々の変分問題の一般化=確率最適輸送問題の研究につ

いて考える ([12, 24, 25, 29, 30, 31, 32, 33, 35, 46, 49, 52]参照)．そして，Schrödinger

の汎関数方程式を方程式として解く ([2, 3, 11, 15, 17]参照)というのではなく，

(1) 変分問題の有限性を調べる
(2) 変分問題が有限な場合に，その最小解が存在し，それが与えられた初期分布と周

期分布（及び拡散係数）を持ち十分な可積分性のある確率微分方程式の解になること
を示す．(結果的に，Jamisonの結果の別証明もできる．)

我々の興味は何か？

（１）『与えられた初期分布と周期分布（及び拡散係数）を持つ確率微分方程式の解
を構成』ということ自体，確率論的に面白い問題である．
（２）『Bernstein過程を与えるような確率微分方程式の理論』を作りたい．
（２’）『Markov性』を持たない semimartingaleで，与えられた初期分布と周期分布

（及び拡散係数）を持つ確率微分方程式の解を構成できるのか知りたい．（これは，最小
解がマルコフ性を持たないような変分問題を作ればいいのだが。。。）
（３）『最適輸送問題』を含む理論として『確率最適輸送問題』を発展させたい．
（４）変分問題の制約条件を拡張して，Nelsonの確率力学への応用を与えたい．
（５）『確率最適輸送問題』を『平均場ゲーム理論』([1, 21, 34]参照)の枠組みで発

展させたい．

2. 確率最適輸送問題１：２点周辺分布固定型
このセクションでは，初期終期分布を固定した確率最適輸送問題を導入し，それに対
する双対定理，確率最適輸送問題の有限性に関する研究を紹介する．また，応用とし
て，Jamisonの定理の別証明，Mongeの問題の確率論的証明を与える．
以下，簡単のために次を仮定する



(A1) L ∈ C1(Rd×Rd; [0,∞)), uについて狭義凸. |DxL(x, u)|/(1+L(x, u))，L(y, u)/(1+
L(x, u)), x, y ∈ Rdは有界．supx∈Rd |DxL(x, u)|は局所有界．

lim inf
|u|→∞

infx∈Rd L(x, u)

|u|
= ∞.

定義 2.1 (確率最適輸送問題) P0, P1 ∈ P(Rd)に対して，

V (P0, P1) := inf
{
E
[∫ 1

0
L(Xγ(t), γ(t))dt

]∣∣∣∣PXγ(t)−1 = Pt, t = 0, 1
}
. (16)

H(x, z) := sup
u∈Rd

{⟨z, u⟩ − L(x, u)}.

定理 2.1 (双対定理 [35]) (A1)を仮定する．任意のP0, P1 ∈ P(Rd)に対して，

V (P0, P1) = sup
f∈C∞

b
(Rd)

{∫
Rd

f(x)P1(dx)−
∫
Rd

u(0, x; f)P0(dx)
}
∈ [0,∞]. (17)

ただし，u(t, x; f)は次のHJB(Hamilton-Jacobi-Bellman)方程式の古典解である：

∂u(t, x; f)

∂t
+

1

2
△xu(t, x; f) +H(x;Dxu(t, x; f)) = 0, 0 < t < 1, x ∈ Rd, (18)

u(1, ·; f) = f.

系 2.1 ([35]) (A1)を仮定する．任意のP0, P1 ∈ P(Rd)に対して，V (P0, P1)が有限な
とき，その最小解は存在して次を満たす：

dX(t) = b(t,X(t))dt+ dW (t) (19)

ただし，V (P0, P1)の最大化列{fn}n≥1に対して，

b(t, x) := lim
n→∞

DzH(x;Dxu(t, x; fn))

は一意に定まる．

系 2.2 ([33]) (A1)及び次を仮定する：あるγ > 0が存在して，

lim sup
|u|→∞

supx∈Rd L(x, u)

|u|γ
< ∞.

任意のP0(dx) = p0(x)dx, P1(dx) = p1(x)dx ∈ P(Rd)に対して，次の条件の下，V (P0, P1)

は有限になる：
2∑

i=1

∫
Rd

(|D log pi(x)|γ + |x|γ)pi(x)dx < ∞. (20)

注意 2.1 γ = 2の時は，V の有限性定理の条件 (20)は，次のように弱められる：∫
Rd×Rd

(log p1(y) + |x|2 + |y|2)p0(x)dxp1(y)dy < ∞. (21)

(20)が (21)を導くのは次からである：対数Soborev不等式 ([51]参照)より，任意の確率
密度関数ρ(x)に対して∫

Rd
ρ(x) log ρ(x)dx ≤ −d

2
log(2π) +

1

2

∫
Rd

ρ(x)dx(|D log ρ(x)|2 + 2⟨x,D log ρ(x)⟩).



定理 2.2 ([35]) (A.1)及びD2
uL(x, u)が有界で一様に非退化であるとする．任意のP0, P1 ∈

P(Rd)に対して，V (P0, P1)が有限なとき，V (P0, P1)の最小解{X(t)}0≤t≤1は一意であり，
ある f(·) ∈ L1(Rd, P1(dx))とσ[X(s) : 0 ≤ s ≤ t]-連続セミマルチンゲール {Y (t)}0≤t≤1

が存在して，
{(X(t), Y (t), Z(t) := DuL(X(t), b(t,X(t))))}0≤t≤1

が次の前向後向確率微分方程式を満たす：t ∈ [0, 1],

X(t) = X(0) +
∫ t

0
DzH(X(s), Z(s))ds+W (t), (22)

Y (t) = f(X(1))−
∫ 1

t
L(X(s), DzH(X(s), Z(s)))ds

−
∫ 1

t
< Z(s), dW (s) > .

系 2.3 ([35]) L(x, u) = 1
2
|u|2とする．任意のP0, P1 ∈ P(Rd)に対して，V (P0, P1)が有

限なとき，V (P0, P1)の最小解{X(t)}0≤t≤1は一意であり，定理2.2のY (0) = ∃f0(X(0))

となり exp(−f0(x))P0(dx) exp(f1(y))dyがSchrödingerの汎関数方程式の解になる．

P0 ∈ P(Rd)，Borel可測な f : Rd 7→ Rに対して，

V ∗
P0
(f) := sup

{∫
Rd

f(x)P (dx)− V (P0, P ) : P ∈ P(Rd)
}
. (23)

(A1)の下，f ∈ C∞
b (Rd)に対して，

V ∗
P0
(f) =

∫
Rd

u(0, x; f)P0(dx). (24)

特に，
V (P0, P ) = sup

{∫
Rd

f(x)P (dx)− V ∗
P0
(f) : f ∈ C∞

b (Rd)
}
. (25)

Schrödingerの汎関数方程式に対して，次の確率最適輸送問題による特徴付けができる．

命題 2.1 ([34]) L(x, u) = 1
2
|u|2とする．任意のP0, P1 ∈ P(Rd)に対して，P1(dy) ≪

dy，V (P0, P1)が有限なとき，Schrödingerの汎関数方程式は次と同値である：

P1(dy) =
δV ∗

P0
(log h(1, ·))
δf

(dy). (26)

ここで，
δV ∗

P0
(f)

δf
は，V ∗

P0
(f)のGâteaux微分を表す．

2.1. Mongeの問題との関係

c ∈ C(Rd ×Rd; [0,∞))とする．Mongeの問題（[37, 43, 51]参照）とは，次の最小解を
求めることである．P0, P1 ∈ P(Rd)に対して

inf
{∫

Rd
c(x, φ(x))P0(dx)

∣∣∣∣P0φ
−1 = P1

}
.

この問題は，Kantorovichにより線形化され，Monge-Kantorovich問題 (あるいは最適
輸送問題)として広く研究されている：

inf
{∫

Rd×Rd
c(x, y)µ(dxdy)

∣∣∣∣µ(dx×Rd) = P0(dx), µ(R
d × dy) = P1(dy)

}
.



これは，直感的には，我々の研究でW (t)を消した場合と考えられる．Wiener過程W

の前にε > 0をつけたとき，V (P0, P1)をV ε(P0, P1)，V ε(P0, P1 ∗ g(ε, ·))の最小解をXε

と書く．これについて，以下のように c(x, y) = |x− y|2の時のMongeの問題の別証明
を得ている．

定理 2.3 ([28]) c(x, y) = |x − y|2, L = |u|2とする．任意の２次のモーメントを持つ
P0, P1 ∈ P(Rd)に対して，P0(dx) ≪ dxの時，ある凸関数φが存在して，

lim
ε→0

E[ sup
0≤t≤1

|Xε(t)− (X(0) + t(Dφ(X(0))−X(0))|2] = 0.

特に，Dφ(x)はMongeの問題の最小解になる．

3. 確率最適輸送問題２：各点周辺分布固定型
このセクションでは，各時刻での分布を固定した確率最適輸送問題を導入し，それに
対する双対定理を紹介する．また，応用として，Nelsonの問題を与える．

3.1. Nelsonの問題

b : [0, 1]×Rd 7→ Rdと{Pt}0≤t≤1 ⊂ M1(R
d)が存在して次のFokker-Planck equationを

満たすとする: ∀f ∈ C2
b (R

d),

d

dt

∫
Rd

f(x)Pt(dx) =
(
1

2
△f(x) + ⟨b(s, x), Df(x)⟩

)
Pt(dx), t ∈ (0, 1). (27)

定義 3.1 (Nelsonの問題 [41]([4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 24, 38, 53]と文献参照)) (27)の
bと{Pt}0≤t≤1 ⊂ M1(R

d)に対して次のSDEの弱解を構成せよ：

dX(t) = b(t,X(t))dt+ dW (t), 0 < t < 1, (28)

PX(t)−1 = Pt, 0 ≤ t ≤ 1.

この問題を少し変更して，次の問題を考える

定義 3.2 (確率最適輸送によるNelsonの問題) (27)の {Pt}0≤t≤1 ⊂ M1(R
d)に対して

ある boが存在して次のSDEが弱解を持つことを示せ：

dX(t) = bo(t,X(t))dt+ dW (t), 0 < t < 1, (29)

PX(t)−1 = Pt, 0 ≤ t ≤ 1.

この問題を考えるために，次の確率最適輸送問題を考える．P := {Pt}0≤t≤1 ⊂ M1(R
d)

に対して，

V(P) := inf
{
E
[∫ 1

0
L(Xγ(t), γ(t))dt

]∣∣∣∣PXγ(t)−1 = Pt, 0 ≤ t ≤ 1
}
. (30)

定理 3.1 ([31]) (A1) の下，任意のP := {Pt}0≤t≤1 ⊂ M1(R
d)に対して，

V(P) = inf
{∫ 1

0

∫
Rd

L(x, b(t, x))dtPt(dx)
∣∣∣∣b(t, x), Pt(dx)は (27)を満たす

}
= sup

f∈C∞
b

([0,1]×Rd)

{∫ 1

0

∫
Rd

f(t, x)dtPt(dx)−
∫
Rd

ϕ(0, x; f)P0(dx)
}
.



ここで，ϕ(t, x) = ϕ(t, x; f)は次のHJB方程式の古典解：ϕ(1, x) = 0,

∂ϕ(t, x)

∂t
+

1

2
△xϕ(t, x) +H(x,Dxϕ(t, x)) + f(t, x) = 0. (31)

V(P)が有限な時，V(P)の最小解{X(t)}0≤t≤1は存在して，(29)を満たす．実際，(31)

の最大化列{ϕn}n≥1をとると，

bo(t, x) = lim
n→∞

DzH(x,Dxϕn(t, x)), dtPt(dx)− a.e.. (32)

注意 3.1 確率最適輸送によるNelsonの問題については，前節の確率最適輸送問題を小
さな時間区間に対して考え，その連続極限をとるという方法もある ([24, 29]参照)．

(31)より，Nelsonの問題に対する（未解決な）汎関数方程式をうる：

定義 3.3 (Nelsonの問題に対する汎関数方程式 [31]) {Pt}0≤t≤1 ⊂ M1(R
d)に対して，

次を満たす f ∈ L1(dtPt(dx), [0, 1]×Rd)を求めよ: t ∈ (0, 1],

Pt(dy)

dy
=

∫
Rd

P0(dx)
g(t, y − x)E[exp(

∫ 1
0 f(s, x+W (s))ds)|(t, x+W (t) = y)]

E[exp(
∫ 1
0 f(s, x+W (s))ds)]

. (33)

4. Coupled Fokker-Planck-Hamilton-Jacobi-Bellman eqn.

h-path 過程X(t)の h(t, x) = h(t, x, PX(t)−1)が実は t, x, PX(t)−1の可測関数であり，
その周辺分布PX(t)−1がMean field PDE systemと言われるCoupled Fokker-Planck-

Hamilton-Jacobi-Bellman Eqnを満たすことはページ数の関係で省略する．時間があれ
ば，講演では触れたい（[34]参照）．
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[22] Léonard, C. : From the Schrödinger problem to the Monge-Kantorovich problem. J.
Funct. Anal. 262, 1879–1920 (2012)
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