
探検 深谷圏
太田 啓史 (名古屋大学多元数理)

1. 対象が1つの深谷圏=ラグランジアン部分多様体に付随するA∞代数
1.1. 係数環/体
まず、我々が使う係数環とその商体を導入する。Rを単位元をもつ可換環とする。Tを
不定元として

ΛR =

{ ∞∑
i=0

aiT
λi

∣∣∣∣∣ ai ∈ R, λi ∈ R, lim
i→∞

λi = +∞
}

とおき、これをR上の普遍ノビコフ体と呼ぶ。ΛRには

vT (
∞∑
i=0

aiT
λi) = inf

ai ̸=0
λi, vT (0) = +∞

により非アルキメデス的付値 vT が入り、ΛR
0 = {x ∈ ΛR | vT (x) ≥ 0} は付値環となり

R上の普遍ノビコフ環と呼ぶ。この原稿ではRemark 1.2 (1) 以外R = Cとし、その場
合Λ,Λ0などと書く。Λ0は局所環。実際Λ+ = {x ∈ Λ0 | vT (x) > 0} がΛ0の唯一の極
大イデアルでΛ0/Λ+

∼= Cとなる。後の議論では、λi ∈ Rは擬正則円盤のシンプレク
ティック面積を表し、係数をΛ0/Λ+

∼= Cに還元することは定値写像のみが寄与する古
典的描像を考えることに対応する。また、付値vTを用いてΛにはT -進位相が入りそれ
による種々の完備化を考える必要がある場合があるが、ここでは省略する。（例えば、
Remark 3.6 (1) および [FOOO11]を参照。）

1.2. ラグランジアン部分多様体Lに付随するA∞代数
(X,ω)を 2n次元コンパクト 1シンプレクティック多様体とし、L ⊂ Xを向きづけられ
た相対スピン 2な閉ラグランジアン部分多様体とする。LのC係数微分形式全体の空間
をΩ(L)とし、Ω(L; Λ) = Ω(L)⊗ Λ, Ω(L; Λ0) = Ω(L)⊗ Λ0 とおく。
Theorem 1.1 [FOOO3, FOOO4] 上のような任意のラグランジアン部分多様体Lに対
し、Ω(L; Λ0)上に 1Lを単位元 3とするフィルター付きA∞ 代数の構造が入る。係数を
Λ0/Λ+

∼= Cに還元するとLのドラームDGAとA∞代数としてホモトピー同値。
すなわち、任意のk = 0, 1, 2, . . . に対し、次数+1の写像の列 4

mk : BkΩ(L; Λ0)[1] := Ω∗(L; Λ0)[1]⊗ · · · ⊗ Ω∗(L; Λ0)[1]︸ ︷︷ ︸
k times

−→ Ω∗(L; Λ0)[1]

が存在し、次の関係式 (A∞関係式)を満たす∑
k1+k2=k+1

∑
i

(−1)ϵ(i)mk1(x1 ⊗ · · · ⊗mk2(xi ⊗ · · · ⊗ xi+k2−1)⊗ · · · ⊗ xk) = 0. (1.1)
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31L は L 上恒等的に 1 である定数関数。e が単位元であるとは m2(e, x) = (−1)deg xm2(x, e) =
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但し ϵ(i) = deg′ x1 + · · · + deg′ xi−1（deg′ = deg+1)。以下符号は割愛する。フィルト
レイションはFλΛ := {x ∈ Λ | vT (x) ≥ λ} から引き起こされるものを入れる。
(1.1)式は次の (1.3)式と同値である。k ≤ mのとき、“mk(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) =

m−k+1∑
i=1

(−1)ϵ(i)x1 ⊗ · · · ⊗mk(xi ⊗ · · · ⊗ xi+k−1)⊗ · · · ⊗ xm

とおき、k > mのとき、“mk = 0とおく。但し、k = 0のときは、“m0(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) =
m+1∑
i=1

(−1)ϵ(i)x1 ⊗ · · · ⊗ xi−1 ⊗m0(1)⊗ xi ⊗ · · · ⊗ xm

である。 “m =
∞∑
k=0

“mk (1.2)

とおくと、これは⊕kBkΩ(L; Λ0)のT進位相による完備化 “BΩ(L; Λ0)上の余微分(coderiva-

tion)を定める。 “m ◦ “m = 0. (1.3)

Remark 1.2 (1) mkの構成には種数 0の境界付き semi stable curveからの安定写像
のモジュライ空間を用いる。1.4節でもう少し一般的な状況でその構成法を説明する。
[FOOO3, FOOO4]では、LのΛQ

0 係数の特異チェイン複体のある部分複体上にA∞代
数の構造を構成した。横断正則性の問題を解決するために、そこでは種数 0の境界付
き安定写像の種々のモジュライ空間の倉西構造の多価摂動を用いた。ここではCF-摂
動（continuous family of perturbations）を用いてドラームモデルで話をする。CF-摂
動は、一部 [FOOO4, FOOO8]でも導入していたが、[FOOO17, FOOO19]でより一般
的な状況でも使い易いように整備した。CF-摂動を使うと、[FOOO3, FOOO4]で行っ
ていた込み入った帰納的な構成が簡明になったり、またmarked pointsの巡回対称性が
得られmarked pointsの忘却写像がよい振る舞いをするようになるため、ドラームモデ
ルでは単位元の存在 5が従う [F3]。（その代わり係数はR,Cとなる。一方、CF-摂動で
はなく [FOOO3, FOOO4]の議論を用いれば、Xがある条件（spherically positive6）を
みたせば多価ではなく一価摂動でA∞代数を構成することができ、そのときは係数を
ΛZ

0あるいはΛZ2
0 にとることができる [FOOO13]。）なお、モース複体上にA∞代数を構

成することもできる [FOOO5]。
(2) どのモデルを使うにせよ、A∞構造は一旦はチェンレベル（微分形式レベル）で

構成される。一旦チェイン上に構成できれば、障害理論やホモロジー摂動と呼ばれる
標準的な方法（[K], [KS]など）によりコホモロジーH∗(L; Λ0)上にA∞構造mcanを作
ることができる。

mcan
k : H∗(L; Λ0)[1]⊗ · · · ⊗H∗(L; Λ0)[1]︸ ︷︷ ︸

k times

−→ H∗(L; Λ0)[1]

これを [FOOO3, FOOO4]では canonical model7と呼んだ。canonical modelに移れ
ば、特異チェインモデルの場合でもLの基本類 e := PD[L] ∈ H0(L; Λ0)はA∞代数の
5特異チェインモデルでは L の基本サイクルはホモトピー単位元。単位元までは言えない [FOOO3,
FOOO4]。

6定値でない任意の J-holomorphic map u : S2 → X は c1(TX)[u] > 0となるような ω-compatible
almost complex structure Jが存在するもの。例えばFano多様体。

7minimal modelと呼ぶ文献が多い。



単位元になる [FOOO3, Theorem A]。canonical modelは有限次元であり、もとのチェ
インレベルのA∞代数よりいろいろと代数的な扱いは易しくなるが、一方mcanをmを
用いて明示的に書き下すことは、樹木の足し上げを書き下す必要があり一般には難し
い。（例えば、[FOOO5]、[FOOO3, Section 7.4]を参照。）
(3) 一気にA∞構造を構成するのではない。安定写像の像のシンプレクティック面積

を用いたある離散半順序集合（離散モノイド）を考えることが擬正則写像のGromovコ
ンパクト性定理から可能であり、それに関する帰納的な構成を行う。帰納的なステップ
を進めるところではホモトピー的な議論（障害理論）を組み合わせてA∞構造を構成す
る [FOOO4]。安定写像のモジュライ空間から離散モノイド構造が現れることはGromov

コンパクト性定理の帰結の肝である。Theorem 1.1のA∞構造は、詳しく言えば、ある
離散モノイドGに付随して構成され、その結果得られるA∞構造を我々はG-gapped

filteredA∞代数と呼んだ。[FOOO3, Condition 3.1.6, Definition 3.2.26]を参照。
(4)以上の構成で技術的に基礎となるのは倉西構造の理論による仮想基本チェインの方

法である。[FOOO3, FOOO4]より詳細な記述が必要ならば [FOOO15]、特に [FOOO16],

[FOOO18]をご覧頂きたい。また、[FOOO17, FOOO19]はCF-摂動を基軸に、倉西構
造の理論を公理化、パッケージ化して使い易いように再構築するものである。

1.3. weak Maurer-Cartan方程式, ポテンシャル関数，Floer cohomology

(Ω(L,Λ0),m)をTheorem 1.1の filtered A∞代数とする。b ∈ Ωodd(L,Λ0)を用いてA∞

代数は以下のように変形できる 8。以下混乱がない場合テンソル⊗の記号を省略する。

mb
k(x1, . . . , xk) =

∑
ℓ0,...,ℓk

mk+
∑

ℓi(b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
ℓ0

, x1, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
ℓ1

, . . . , b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
ℓk−1

, xk, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
ℓk

)

= m(ebx1e
bx2 . . . xk−1e

bxke
b)

とおと、mb
kはまたA∞構造を定める。但し

eb := 1 + b+ b⊗ b+ · · ·+ b⊗ · · · ⊗ b+ · · · (1.4)

とおいた。さて、A∞関係式 (1.1)において、m0 ̸= 0ならば一般には (m1)
2 ̸= 0であるこ

とに注意する。そこで、mkを変形して (mb
1)

2 = 0なるための bの条件を求めよう。A∞

代数の単位元1Lを用いると次の定義に至る。

Definition 1.3 b ∈ Ωodd(L; Λ0)に対し、

m(eb)(= mb
0(1)) = cb1L, for ∃cb ∈ Λ+

をweak Maurer-Cartan方程式といい、その解の集合をMCweak(L) とおく 9。
MCweak(L) ̸= ∅の時、Lをweakly unobstructedという。更にこの時、

POL : MCweak(L) −→ Λ+

8vT > 0のところで先のT -進位相を用い、vT = 0のところでは通常のCの位相を用いる。
9正確にはそのゲージ同値類の集合。[FOOO3, Chapter 4]を参照。また、m(eb) = 0をMaurer-Cartan
方程式という。因に、[FOOO3]では障害類の系列 [ok(L)] ∈ Heven(L;Q) がコホモロジー類として消
えている時に、それをバウンドするコチェインの系列を用いて幾何学的にMaurer-Cartan方程式の解
を構成する方法を与えており、そのことからMaurer-Cartan方程式の解をbounding cochainと呼
んだ。記号 bはそれに由来する。



をm(eb) = POL(b)1L で定義し、POLをLのポテンシャル関数と呼ぶ 10。

次の補題は単位元の定義およびmb
kに対するA∞関係式より直ちに従う。

Lemma-Definition 1.4 Lがweakly unobstructed ならば、任意の b ∈ MCweak(L)に
対し、mb

1 ◦mb
1 = 0が成り立つ。このとき、

HF ((L, b); Λ0) := H(Ω(L; Λ0),m
b
1) (1.5)

とおき、これを (L, b)のFloer cohomologyとよぶ。

weak Maurer-Cartan 元が２つある場合、次が成り立つ。

Proposition 1.5

δb1,b0(x) :=
∑

k1,k0≥0

mk1+k0+1(b1, · · · , b1︸ ︷︷ ︸
k1

, x, b0, · · · , b0︸ ︷︷ ︸
k0

)

とおく。もし bi ∈ MCweak(L)ならば、

(δb1,b0 ◦ δb1,b0)(x) = (−POL(b1) +POL(b0))x (1.6)

が成り立つ 11。特にPOL(b1) = POL(b0)ならば、δb1,b0 ◦ δb1,b0 = 0.

1.4. バルク変形: 閉開写像 (closed-open map) q

1.2, 1.3節にでてきた様々なもの（A∞代数, MCweak(L), POLなど）を、シンプレク
ティック多様体X の各サイクル bにより変形することができる [FOOO3, Subsection

3.8.5] 。これを我々はバルク変形と呼んだ。次節以降の話もみな、バルク変形した族の
話として捉えることができる。バルク変形を用いた応用として、[FOOO8], [FOOO10],

[FOOO11], [FOOO14]をあげておく。[FOOO11]についてはRemark 3.6 (3)を参照。バ
ルク変形は、後半でも重要な働きをする閉開写像 q を用いて定義される。ここではそ
の構成を簡単に述べる。種数 0で、ℓ個の interior marked points, k + 1個のboundary

marked pointsをもった境界付き semi-stable curve(Σ, z⃗, z⃗+)からの安定写像wのモジュ
ライ空間Mmain

k+1,ℓ(L, β) (ただしβ ∈ H2(X,L;Z)) を考える。すなわち、

Mmain
k+1,ℓ(L, β) :=

¶
((Σ, z⃗, z⃗+), w)

©
/ ∼

ここで、

(1) Σは連結な境界 ∂Σを一つもつ種数０（単連結）の semi-stable curveで、いくつ
かの disk D2と sphere S2の connected unionで、任意の２つの disk components

は境界の高々１点 (その点をboundary nodeと呼ぶ)で交わり、disk componentと
sphere componentは diskの内点の高々１点 (その点を interior nodeと呼ぶ)で交
わる。３つの componentsが１点で交わることはない。

10Maslov指数が２未満の擬正則円盤がない状況（例えばTheorem 3.2 (1)の状況）で、canonical model
におけるポテンシャル関数の一般的表示は [FOOO10, Appendix 1]に与えてある。

11 δb1,b0はPOLの行列因子化を与える。



(2) z⃗ = (z0, . . . , zk), zi ∈ ∂Σは互いに異なる k + 1個のboundary marked points で、
boundary nodeではない。順番は cyclic order（反時計回り）。

(3) z⃗+ = (z+1 , . . . , z
+
ℓ ), z

+
i ∈ Int Σは互いに異なる ℓ個の interior marked pointsで、

interior nodeではない。

(4) w : (Σ, ∂Σ) → (X,L)は [w] = β なる連続写像で、Σの各 component上で J-

holomorphic。

(5) 　 ((Σ, z⃗, z⃗+), w) ∼ ((Σ′, z⃗′, z⃗′
+
), w′) ⇔ ∃φ : Σ → Σ biholomorphic mapで、

φ(zi) = z′i, φ(z
+
j ) = z′+j , w = w′ ◦ φをみたす。（このようなφを ((Σ, z⃗, z⃗+), w)の

自己同型写像とよぶ。）

(6) (安定性) ((Σ, z⃗, z⃗+), w)の自己同型写像の群は有限群。

このとき、評価写像
evi : Mmain

k+1,ℓ(L; β) −→ L, i = 0, 1, . . . , k,

ev+j : Mmain
k+1,ℓ(L; β) −→ X, j = 1, . . . , ℓ

を evi((Σ, z⃗, z⃗
+), w)) = w(zi)および ev+j ((Σ, z⃗, z⃗

+), w)) = w(z+j )により定義し、

ev∂ = (ev1, . . . , evk), evint = (ev+1 , . . . , ev
+
ℓ )

とおく。いま、interior marked points は対称群で同一視するため、

EℓΩ(X; Λ0) = BℓΩ(X; Λ0)/ ∼ := Ω∗(X; Λ0)⊗ · · · ⊗ Ω∗(X; Λ0)︸ ︷︷ ︸
ℓ times

/ ∼

とおく。ここでσ · h ∼ h (σ ∈ Sℓ,h ∈ BℓΩ(X; Λ0))である。b ∈ Ω(X; Λ0)に対し、

eb :=
∞∑
ℓ=0

b⊗ℓ

ℓ!
(1.7)

と 12おく。13以上の準備の下で閉開写像

qℓ,k : EℓΩ(X; Λ0)⊗BkΩ(L; Λ0) −→ Ω(L; Λ0)

は次のように定義される。まず、各β ∈ H2(X,L;Z)に対し、写像

qℓ,k;β : EℓΩ(X;C)⊗BkΩ(L;C) −→ Ω(L;C)

を
qℓ,k;β(h⊗ x) := (ev0)!(ev

∗
inth ∧ ev∗∂x) (1.8)

により定義する。ここで (ev0)!は評価写像 ev0 : Mk+1,ℓ(L, β) → Lに沿う積分である
が、評価写像は一般には必ずしも submersionではない。(ev0)!を定義するためには、
Mk+1,ℓ(L, β)の上の倉西構造を考えその上の多価摂動、あるいはCF-摂動をとる必要が
ある。14詳しくは [FOOO8, FOOO17, FOOO3]をみて頂きたい。
12 vT = 0のところは普通のCの位相、vT > 0ではT 進位相で収束。
13 [FOOO3]ではEℓΩ(X; Λ0)をSℓ不変部分空間として定義したが、ここでは [FOOO11]に倣い商空間
として定義した。これに伴い [FOOO3]では bに対しても (1.4)のときと同じく「指数関数」の分母に
階乗は現れなかったが、ここでは階乗が現れる。この指数関数はシャッフルによる余積の構造と相性
がよい。[FOOO11, Remark 2.3.9]を参照。

14 3節で扱う（複素n次元）トーリック多様体の中のTn軌道の場合はTn不変な摂動をとる。



Definition 1.6

qℓ,k =
∑
β

qℓ,k;βT
ω[β].

Lemma-Definition 1.7 b ∈ “⊕ℓEℓΩ
cl(X; Λ0)

15に対し、

qbk(x1, . . . , xk) = q(eb, x1, . . . , xk) :=
∞∑
ℓ=0

qℓ,k(
bℓ

ℓ!
, x1, . . . , xk) (1.9)

とおくと、これはまたΩ(L; Λ0)上に1Lを単位元とするフィルター付きA∞代数の構造
を定める。b = 0のときがTheorem 1.1のフィルター付きA∞代数の構造に他ならない：

qb=0
k = mk.

qbkをmb
kと書き、mkのbによるバルク変形とよぶ。

1.3節のことをバルク変形付きで書くと以下のようになる。

Definition 1.8 b ∈ Ωodd(L; Λ0), b ∈ “⊕ℓEℓΩ
cl(X; Λ0)に対し、

mb(eb)(= mb,b
0 (1)) = cb,b1L, for ∃cb,b ∈ Λ+

を bバルク変形 weak Maurer-Cartan方程式といい、その解 (のゲージ同値類)の
集合をMCweak(b, L) とおく。MCweak(b, L) ̸= ∅の時、Lを bバルク変形後 weakly

unobstructed16という。更にこの時、

POb
L : MCweak(b, L) −→ Λ+

をmb(eb) = POb
L(b)1L で定義し、POb

LをLのbバルクポテンシャル関数と呼ぶ。

Lemma-Definition 1.9 Lが bバルク変形後 weakly unobstructed ならば、任意の
b ∈ MCweak(b, L)に対し、mb,b

1 ◦mb,b
1 = 0が成り立つ。このとき、

HF ((L, b, b); Λ0) := H(Ω(L; Λ0),m
b,b
1 ) (1.10)

とおき、これを (L, b)のbバルク（変形された）Floer cohomologyとよぶ。

2. 対象が2つの場合=対 (L1, L0)に付随するA∞双加群
L1, L0をXのラグランジアン部分多様体でTheorem 1.1の通りとする。Theorem 1.1よ
り、各L1, L0に対しA∞代数 (Ω(L1,Λ0),m

1), (Ω(L0,Λ0),m
0)が構成されるが、このとき

(Ω(L1,Λ0),m
1), (Ω(L0,Λ0),m

0)が左右から作用するA∞ bimoduleが構成される。L1, L0

がweakly unobstructedでありかつ bi ∈ MCweak(Li)がPOL1
(b1) = POL0

(b0) を満たす
時、対 ((L1, b1), (L0, b0))のFloer cohomologyが定義される。これはシンプレクティッ
ク幾何の応用上で大切な不変量であるが、紙数の関係で割愛する。[FOOO3, FOOO4]

をご覧頂きたい。後で述べる深谷圏はこれを更に一般化したものである。

15“⊕ℓは⊕ℓの完備化。Ωclは閉形式を表す。
16 cb,b = 0のとき、バルク変形後 unobstructedという。



3. トーリック多様体
この節ではXが射影的なトーリック多様体で、そのラグランジアン部分多様体として
トーラス軌道の場合を考える。[FOOO7], [FOOO8], [FOOO11]の結果である 17。
dimCX = nとする。Xのモーメント写像をπ、その像をPとする。

π : X → P ⊂ Rn

像 P は実 n次元の凸多面体であることが知られている 18。u ∈ Int P に対し L(u) :=

π−1(u)とおくと、これは丁度T n作用の軌道であり、T nと微分同相なラグランジアン
部分多様体となる。ここではラグランジアントーラスファイバーと呼ぶ。
Proposition 3.1 [FOOO7] (1)任意のu ∈ Int Pに対し、L(u)はweakly unobstructed。
(2)

H1(L(u); Λ0)

H1(L(u); 2π
√
−1Z)

⊂ MCweak(L(u)).

以下、ポテンシャル関数POL(u)を Proposition 3.1 (2)の左辺に制限したものも同じ
POL(u)で書くことにする。いま、ei = PD(T i−1×pt×T n−i) ∈ H1(T n;Z)とおくと、任
意のH1(L(u); Λ0)の要素は

∑n
i=1 xi(u)eiと書けるのでx1(u), . . . , xn(u)はH1(L(u); Λ0)

の座標を与える。
yi(u) = exi(u)

とおくと、これは商空間
H1(L(u); Λ0)

H1(L(u); 2π
√
−1Z)

∼= (Λ0/2π
√
−1Z)n

の座標を与え、ポテンシャル関数POL(u)は yi(u)の関数とみれる。
いま、Xのモーメント写像の像Pがあるアファイン関数 ℓjを用いて

P = {u = (u1, . . . , un) ∈ Rn | ℓj(u) ≥ 0, j = 1, . . . ,m}

で与えられているとする。ここで、j番めの面の（内向き）法ベクトル

vj = (vj1, . . . , vjn) :=

Ç
∂ℓj
∂u1

, . . . ,
∂ℓj
∂un

å
∈ Zn

は整数ベクトルである。このとき、以下が成り立つ。
Theorem 3.2 [CO][FOOO7][FOOO8] (1) XがトーリックFano多様体のとき

POL(u)(y1(u), . . . , yn(u)) =
m∑
j=1

y1(u)
vj1 . . . yn(u)

vjnT ℓj(u).

(2) XがFanoでないとき

POL(u)(y1(u), . . . , yn(u)) =
m∑
j=1

y1(u)
vj1 . . . yn(u)

vjnT ℓj(u) + extra terms19.

17それらのサーベイである [FOOO12]も参照。
18例えば、X = CPnで標準的なKähler構造の場合、P は標準n単体。
19XがFanoのときはマスロフ指数が 2の正則円盤を分類することができ、ポテンシャル関数を上のよ
うに明示的に書き下すことができる [CO]が、Fanoでないと c1(TX)[C] ≤ 0なる有理曲線Cが存在す
ることに対応してバブルが起こり、その効果としてT のベキが大きくなる項が余分に出てきて、ポテ
ンシャル関数は一般には無限和となる。詳しくは [FOOO8, Theorem 3.5]を参照。



上の定理のPOL(u)(y1(u), . . . , yn(u))はuに依っている関数であるが、更に

yi = yi(u)T
ui

とおくと、ポテンシャル関数はuによらないことがわかる。これをPOXと書く。

POX : (Λ \ 0)n → Λ.

Corollary 3.3 XがトーリックFano多様体のとき、POXは物理のLandau-Ginzburg

super potential20と一致する。

Example 3.4 X = CP nのとき、u ∈ IntPに対し

POL(u)(y1(u), . . . , yn(u)) = y1(u)T
u1 + · · ·+ yn(u)T

un +
T 1−u1−···−un

y1(u) · · · yn(u)

POCPn(y1, . . . , yn) = y1 + · · ·+ yn +
T

y1 · · · yn
.

トーラスファイバーL(u)の場合、POXの臨界点の条件式はmb
1 = 0を導くので、(L(u), b)

のFloer cohomology は消えない 21。実際、POXの臨界点は（その付値を考えること
により）、Floer cohomologyが消えないトーラスファイバー L(u) を完全に決定する
[FOOO7, FOOO11]。

Theorem 3.5 [FOOO11] 任意の射影的トーリック多様体Xに対し、環同型

ks : QH(X) ∼ // Jac(POX) (3.1)

が存在する。ここでQH∗(X)はXの量子コホモロジー環を表す。

Remark 3.6 (1) (3.1)の右辺はPOXの（Λ0上定義される）ヤコビ環である。Theorem
3.2で述べたようにXがFanoの場合はPOXはローラン多項式になるので普通のヤコ
ビ環でよいが、XがFanoでないとPOXは一般には無限級数になるので通常のヤコビ
環の定義ではなく、ある種のT 進位相に関する完備化およびヤコビイデアルの閉包を
とる必要がある。詳しくは [FOOO11]をご覧頂きたい。
(2) 同型射ksは小平-スペンサー写像の類似で後 (4.7)で述べる閉開写像qを用いて幾

何学的に陽に与えられる。XがトーリックFano多様体の場合は、例えばA. Givental,

V. Batyrevなど色々な人々によって（色々な場合に）上の同型は示されているが、具体
的に同型射を与えて示すというより両辺を計算して同型を示すというものであり、我々
の証明とは全く異なる。
(3) 左辺がシンプレクティックサイドで右辺が複素幾何サイドでこの同型はミラー対

称性の一種である。[FOOO11, Chapter 3]では環同型だけでなくより詳しく、バルク変
形（1.4節）の空間H∗(X; Λ0)に入るフロベニウス多様体構造（平坦構造 [Sa]）のレベ
ルでの同型も証明している。[FOOO12]も参照。

20例えば、[HV]を参照。
21実際、mb

1 = 0ゆえ、加群としてH(Tn; Λ)と同型になる。



4. 深谷圏
1節では一つのラグランジアン部分多様体に対してA∞代数が構成されることを述べ
た。ここではいくつかのラグランジアン部分多様体の族に対して深谷圏とよばれるA∞

圏が構成されることを述べる。深谷圏のアイデアは [F1]に遡る。

4.1. A∞ 圏 L

Theorem 4.1 [AFOOO1]シンプレクティック多様体Xの有限個のweakly unobstructed

なラグランジアン部分多様体Liとそのweak Maurer Cartan 元 bi ∈ MCweak(Li)の対
の集合をL = {(Li, bi)} とおく 22。Liたちは互いに横断的に交わると仮定する。このと
き、Lを対象の集合とするフィルター付きA∞圏Lが存在する。これをLの深谷圏と
いう。

すなわち、Lの対象は (Li, bi)で、対象 (Li, bi)を以下では iと略記するとき、射の空間は

CF (i, j) =


⊕

p∈Li∩Lj

Λ · p if Li ̸= Lj,

Ω(Li; Λ) if Li = Lj

(4.1)

であり、κ⃗ = (κ0, . . . , κk)とおくとき写像の族

mκ⃗ : Bκ⃗CF (L) := CF (κ0, κ1)⊗ · · · ⊗ CF (κk−1, κk) → CF (κ0, κk) (4.2)

でA∞関係式 ∑
κ⃗1,κ⃗2

±mκ⃗1( · · · ,mκ⃗2( · · · , · · · ), · · · ) = 0 (4.3)

をみたすものが存在する。
mκ⃗の構成には κ⃗を境界条件とする種数 0の境界付き安定写像のモジュライ空間を用

いる。Theorem 1.1に比べ新たな技術的問題は現れない。倉西構造の理論をパッケージ
化した [FOOO17, FOOO19]の命題を用いれば始めから証明をやり直す必要はない 23。

4.2. Hochschild (co)homology of L

A∞圏Lに対して、その（L自身を係数とする）Hochschild (co)homologyを導入する。ま
ず、以下で用いる一般的な記号の説明を行う。Λ加群Cに対し、BkC = C ⊗ · · · ⊗ C︸ ︷︷ ︸

k times

およ

びBC =
⊕∞

k=0BkC とおく。(ただしB0C = Λ0) BCには次の余積∆ : BC → BC⊗BC
により余結合的余代数の構造が入る。

∆(x1 ⊗ · · · ⊗ xk) =
k∑

i=0

(x1 ⊗ · · · ⊗ xi)⊗ (xi+1 ⊗ · · · ⊗ xk).

∆n−1 : BC → (BC)⊗nを

∆n−1 = (∆⊗ id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
n−2

) ◦ (∆⊗ id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
n−3

) ◦ · · · ◦∆.

22相対スピン構造を考える際の st ∈ H2(X;Z2)は st|Li ≡ w2(Li) ∀iをみたす。
23 [F2][FOOO6]の定式化も参照。



により定義するとx ∈ BkCは

∆n−1(x) =
∑
c

x(n;1)
c ⊗ · · · ⊗ x(n;n)

c (4.4)

と書き表すことができる。ここで、cはxをn個のテンソル積の形に分割するやり方を
指定する添字の集合を走る。

Lemma-Definition 4.2 以下で定義される (CH∗(L), ∂H)は複体をなす。これを A∞

圏 Lの Hochschild chain complexといい、そのホモロジーを HH∗(L)と書き、Lの
Hochschild homologyという。κ⃗ = (κ0, . . . , κk)としたとき

CH∗(L) :=
⊕
κ⃗

CF (κ0, κ1)⊗ · · · ⊗ CF (κk, κ0)

∂H(x) :=
∑
c

±x(3;1)
c ⊗m(x(3;2)

c )⊗ x(3;3)
c +

∑
c

±m(x(3;3)
c ⊗ x(3;1)

c )⊗ x(3;2)
c .

(4.5)

Lemma-Definition 4.3 以下で定義される (CH∗(L), δH)は複体をなす。これを A∞

圏LのHochschild cochain complexといい、そのホモロジーをHH∗(L)と書き、Lの
Hochschild cohomologyという。κ⃗ = (κ0, . . . , κk)としたとき

CH∗(L) :=
∏
κ⃗

Hom(CF (κ0, κ1)⊗ · · · ⊗ CF (κk−1, κk), CF (κ0, κk))

δH(φ)(x) :=
∑
c

±m(x(3;1)
c ⊗ φ(x(3;2)

c )⊗ x(3;3)
c ) +

∑
c

±φ(x(3;1)
c ⊗m(x(3;2)

c )⊗ x(3;2)
c ).

(4.6)

Remark 4.4 Hochschild homologyはHochschild cohomology上の加群の構造を自然
にもつ（キャップ積）。

Lemma-Definition 4.5 φ, ψ ∈ HH∗(L)に対し

m2(φ, ψ) :=
∑

±m(· · · , φ(· · · ), · · · , ψ(· · · ), · · · )

と定義すると、これはHH∗(L)に結合的な積を定めHH∗(L)は環構造をもつ。

4.3. 開閉写像 p̂, 閉開写像 q̂ (open-closed, closed-open maps)

我々は [FOOO2]（その出版版 [FOOO3, Theorem 3.8.9, Theorem 3.8.32]）において各
ラグランジアン部分多様体L ⊂ Xに対して、種数 0境界付き安定写像のモジュライ空
間の interior marked point, boundary marked pointをそれぞれ出力点として用いるこ
とにより次の写像を構成した。24

p : HF (L, b) → QH∗(X) s.t. p ≡ i! mod Λ+

q : QH∗(X) → HF (L, b) s.t. q ≡ i∗ mod Λ+.
(4.7)

ここで i : L ↪→ Xは包含写像で i!はGysin写像。 mod Λ+は係数をΛ0/Λ+
∼= Cに還元

することを意味する。最近では pを開閉写像、qを閉開写像と呼びOC,COなどと書く
人が多いようである。これを深谷圏Lの場合に一般化することは直接的である。
24Definition 1.6で ℓ = 1の場合の q。



Proposition 4.6 [AFOOO1] Λ加群の射

p̂ : HH∗(L) → QH∗(X),

q̂ : QH∗(X) → HH∗(L)
(4.8)

で、L = {(L, b)}（対象が唯一）のとき (4.7)のp, q に一致するものが存在する。更に、
q̂は環準同型射になり、p̂はQH∗(X)-加群の射となる。

Remark 4.4により、HH∗(L)は HH∗(L)-加群と思えるが、更に (4.8)の環準同型射
q̂ : QH∗(X) → HH∗(L)を経由することで p̂をQH∗(X)-加群の射とみることができ
る、というのが最後の主張である。
射 p̂と q̂は次の意味で互いに双対である。

Proposition 4.7 [AFOOO1] 任意のx ∈ QH∗(X)とy ∈ HH∗(L)に対し

⟨q̂(x),y⟩HH = ±⟨x, p̂(y)⟩PDX

が成り立つ。ここで、⟨·, ·⟩HHはHochschild cohomologyとHochschild homologyの自
然なpairingで、⟨·, ·⟩PDX

はXのPoincaré pairingを表す。

Remark 4.8 (1) 上の双対性は直感的には当たり前の式なのであるが、p̂, q̂を構成する
際の摂動の取り方がそれぞれで異なるのでそれらをつなげる議論が必要となる。
(2) XがLiouville 多様体で、Lが完全なラグランジアン部分多様体からなる場合に

S. Ganatraは同種の双対性を示している [G]。

4.4. Trace map

深谷圏Lの射の空間CF (i, j)に次により内積を入れる。

⟨·, ·⟩L :=


±⟨·, ·⟩PDL

if Li = Lj

±1 if pi, pj ∈ Li ∩ Lj

0 otherwise

いま、L,U (L = Uも可) をシンプレクティック多様体Xのラグランジアン部分多様体
のなす深谷圏とし、L∪Uの対象のラグランジアン部分多様体は互いに横断的に交わる
と仮定する。このとき、L ∪ UにもA∞圏の構造と内積が入る。

Definition 4.9 [AFOOO1][FOOO11] Λ双線形写像

Z : CH∗(L)× CH∗(U) → Λ

をx ∈ CH∗(L), y ∈ CH∗(U)に対し、

Z(x,y) =
∑
c1,c2

∑
f1,f2

±⟨m(x(2;1)
c1

, f∨
1 ,y

(2;2)
c2

), f∨
2 ⟩⟨m(y(2;1)

c2
, f1,x

(2;2)
c1

), f2⟩ (4.9)

と定める。ここで∑
f1,f2は f1 ∈ Uυ(c2;2) ∩ Lκ(c1;2), f2 ∈ Lκ(c1;1) ∩ Uυ(c2;1) なる f1, f2をわ

たる。ただし、κ(c1; 1), κ(c1; 2), υ(c2; 1), υ(c2; 2)は

x(2;1)
c1

= xc11 ⊗ · · · ⊗ xc1a(c1), y(2;1)
c2

= yc21 ⊗ · · · ⊗ yc2b(c2)



と表したとき、

xc11 ∈ CF (Lκ(c1;1), Lκ′), xc1a(c1) ∈ CF (Lκ′′ , Lκ(c1;2)),

yc21 ∈ CF (Uυ(c2;1), Uυ′), yc2b(c2) ∈ CF (Uυ′′ , Uυ(c2;2))

となるような対象の添字である。また、f1 ∈ Uυ(c2;2)∩Lκ(c1;2) のときf∨
1 は点としてf1と

同じであるがf∨
1 ∈ Lκ(c1;2) ∩Uυ(c2;2) とみている。右辺の内積はL∪U上の内積 ⟨·, ·⟩L∪U

を表す。

このとき、直接計算により次がわかる。
Lemma-Definition 4.10 x ∈ CH∗(L), y ∈ CH∗(U)に対し、

Z(δHx,y) +±Z(x, δy) = 0

が成り立つ。よって
Z : HH∗(L)×HH∗(U) → Λ

を引き起こす。これをTrace mapとよぶ。

Theorem 4.11 [AFOOO1][FOOO11] 任意のx ∈ HH∗(L), y ∈ HH∗(U)に対し、

Z(x,y) = ⟨p̂L(x), p̂U(y)⟩PDX
(4.10)

が成り立つ。この等式はしばしばCardy relationと呼ばれる。ここで p̂L, p̂UはL,U

における p̂写像を表す。

双対性Proposition 4.7を用いると

Z(x,y) = ⟨q̂U ◦ p̂L(x),y⟩HH(U). (4.11)

Theorem 4.11の証明には、アニュラスからの安定写像のモジュライ空間を用いる。ア
ニュラスからの安定写像のモジュライを使った議論は、既に [A], [FOOO11]にある。

Remark 4.12 (1) [FOOO11, Definition 1.3.22]ではA∞代数の場合（深谷圏で対象が
一つの場合）にTrace mapを導入した。深谷圏への一般化 [AFOOO1]は直接的である。
性質 (4.10)は [FOOO11, Theorem 3.4.1. Proposition 3.5.2, Remark 3.10.18もみよ] に
相当し、これはコンパクトトーリック多様体の場合に小平スペンサー写像 25

ks : QH∗(X) → Jac(POX)

がQH∗(X)およびJac(POX)上の内積を保つという重要な結果を導き [FOOO11, Chap-

ter 3]、Remark 3.6 (3) で述べたフロベニウス多様体構造の同型を示すキーとなる。
(2) Definition 4.9で導入した写像Zは深谷圏Lが巡回対称性をもてばLの巡回ホモロ

ジーHC∗(L)上の写像を引き起こす。これは [ST]の辞書に従うと斎藤恭司氏のHigher

Residue pairingsに対応すべきものとなる。
(3) D. Shklyarovは独立に、proper smooth Z/2Z-graded dg 圏に対してTrace map

を代数的に構成し、特に孤立特異点の行列因子化の圏の場合にその巡回ホモロジーに
定まる写像がHigher Residue pairingsに定数倍を除いて一致することを示した [Shk]。
N. Sheridan はその構成をA∞圏の場合に直接的に一般化している [Sh]。
25Theorem 3.5 よりXがコンパクトトーリック多様体の時、ksは環同型写像。



5. Generation criterion

M. Abouzaidは [A]において、XがLiouville多様体で完全ラグランジアン部分多様体
のなす深谷圏について、その生成元の判定条件を与えた。この場合はRemark 4.8 (2)

でも触れたように、バブルが起こらずそれにともなうモジュライ空間の解析は容易に
なる。ここでは、これまでの我々の結果を用いて、一般のコンパクトシンプレクティッ
ク多様体Xと完全とは限らないコンパクトラグランジアン部分多様体のなす深谷圏の
場合に判定条件を与える。
X をコンパクトシンプレクティック多様体とし、そのある有限個の weakly unob-

structedかつ互いに横断的に交わるラグランジアン部分多様体の族 {Li}とその weak

Maurer-Cartan元{bi}の対の集合L = {(Li, bi)}からTheorem 4.1により得られる深谷
圏をLとする。1XをXの基本類のポアンカレ双対とすると1X ∈ QH0(X)は量子コホ
モロジー環の単位元となる。

Theorem 5.1 [AFOOO1] 上の状況で、深谷圏Lは条件

1X ∈ Image (p̂ : HH∗(L) → QH∗(X)) (5.1)

をみたしていると仮定する。このとき、任意の（別の）weakly unobstructedなラグラ
ンジアン部分多様体Uとそのweak Maurer-Cartan元 bUでHF ((U, bU); Λ) ̸= 0をみた
すものに対し、(L, b) ∈ Lが存在し、

POL(b) = POU(bU)

が成り立つ。

証明には、4.4節で導入した Trace map Z を用い、Theorem 4.11が本質的に用いら
れる。
さて、λ := POL(b) = POU(bU)とおき、Lλ := {(L, b) ∈ L | POL(b) = λ} がなすL

のA∞充満部分圏をLλ ⊂ L とする。また、

Uλ = Lλ ∪ {(U, bU)}

とおくとTheorem 5.1より包含写像が引き起こす自然な関手

Iλ : Lλ −→ Uλ

が存在する。このとき、

Theorem 5.2 [AFOOO1] Iλ は次の導来圏の同値を引き起こす 26:

Iλ : Dπ(Lλ)
∼ // Dπ(Uλ). (5.2)

すなわち、POL(b)の値が λである対象のなす導来圏の中では、新たな対象 (U, bU)は
不要であり、条件 (5.1)をみたす深谷圏Lλがあれば十分ということである。その意味
で条件 (5.1)は深谷圏の生成を意味する条件を与える。更に次が成り立つ。
26A∞圏の twisted complexから三角圏を作り（シフト、射の錐を繰り返して得られるものを加える）、
その後ベキ単完備化をとったものをDπと書く。ホモロジー的ミラー対称性予想を考える際に必要。
例えば [Se]を参照。



Theorem 5.3 [AFOOO1] 条件 (5.1)は次の (1)または (2)と同値。
(1) p̂ は全単射。
(2) q̂ は全単射。

すなわち、条件 (5.1)をみたす深谷圏Lは、シンプレクティック多様体Xの量子コホモ
ロジーの情報をすべてもっているということになる。従って、次が基本問題となる。

Problem 5.4 シンプレクティック多様体Xが与えられたとき、条件 (5.1)をみたす深
谷圏Lを見つけよ。

次節ではXが射影的なトーリック多様体の場合にその例をあげる。

6. Example

Xを射影的なトーリック多様体とし、3節の記号をそのまま用いる。

Crit(POX) :=

®
y⃗ = (y1 . . . , yn) ∈ (Λ \ 0)n

∣∣∣∣∣ yi∂POX

∂yi
(y⃗) = 0 ∀i , vT (y⃗) ∈ Int P

´
L := {(L(u), y⃗) | y⃗ ∈ Crit(POX)}

とおく。ここでTheorem 3.5の直前で述べたことより、任意の (L(u), y⃗) ∈ Lに対し、
HF ((L(u), y⃗); Λ) ̸= 0であることに注意。このとき、

Theorem 6.1 [AFOOO2] Lは条件 (5.1)をみたす。特に、LはX の深谷圏（の導来
圏）を生成する。

Example 6.2 Example 3.4より X = CP nのとき、POCPn(y1, . . . , yn)の臨界点は、
ζn+1を1の原始 (n+ 1)乗根として

y⃗k = (ζkn+1T
1

n+1 , . . . , ζkn+1T
1

n+1 ), k = 0, 1, . . . , n

で与えられる。

L =

®Ç
L

Ç
1

n+ 1
, · · · , 1

n+ 1

å
, y⃗k

å ∣∣∣∣∣ k = 0, 1, . . . , n

´
とおくと、これがCP nの深谷圏の生成元を与える。このとき、POCPnはMorseで

POCPn(y⃗k) = (n+ 1)ζkn+1T
1

n+1

ゆえ、(n + 1)個の臨界値は互いに異なる。また、C-H.Cho[C]の結果により、Floer

cohomology HF
ÄÄ
L
Ä

1
n+1

, . . . , 1
n+1

ä
, y⃗k
ää
はPOCPnのヘッシアンに付随したClifford代

数と同型になる。C. Kassel[Ka]の結果（のA∞版）によれば、Clifford代数のHochschild

cohomologyは 1次元になる。よってHH∗(L) ∼= Λ⊕(n+1). 一方、CP nの量子コホモロ
ジー環は半単純でQH∗(CP n) ∼= Λ[y]/(yn+1 = T ) ∼= Λ⊕(n+1) と直和分解する。よって、
この場合は直接計算によっても同型QH∗(CP n) ∼= HH∗(L) ∼= Λ⊕(n+1) を確認すること
ができる。
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