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1. はじめに
Q上定義された固有滑らかな代数多様体に対して, Qp係数のエタールコホモロジーを
取ることでQの絶対Galois群GQのp進表現 (p進Galois表現)が得られる. このように
して得られるp進Galois表現 (幾何的p進Galois表現という)からは, L関数という解析
的な対象とSelmer群やTate-Shafarevich群などの代数的, Galoisコホモロジー的対象が
定義される.

Dirichletの類数公式 (代数体のDedekindゼータ関数のs = 0の周りでの振る舞いと単
数群やイデアル類群との関係)やBirch-Swinnerton-Dyer予想 (代数体上の楕円曲線のL

関数の s = 1の周りでの振る舞いと楕円曲線の有理点やTate-Shafarevich群との関係),

さらには, これらの予想を全ての幾何的p進Galois表現に対して拡張したBloch-加藤予
想 ([BK90])などで知られているように, 出自の異なるこれらの対象の深い結び付きを
調べることは整数論において重要な問題である. このような深い結び付きの背景には
L関数のGaloisコホモロジーにおける対応物 (ゼータ元)の存在があると思われている.

ゼータ元の存在はまだごく限られた場合にしか知られていないが, 例えばDirichletの類
数公式と関連しては円単数, 楕円単数などの代数体の単数群の特別な元や, 保型形式に
付随する p進Galois表現に対しては加藤和也氏 ([Ka04])が構成したゼータ元などがそ
のような対応物である. 90年代に加藤氏が岩澤主予想の一般化として提唱した一般化
岩澤主予想 ([Ka93a], [FK06])によれば, このようなゼータ元は個々の幾何的p進Galois

表現ごとにばらばらに存在するのではなく, p進Galois表現の連続変形 (族)に対しても
存在するであろうと予想されている. p進Galois表現の族に対するゼータ元はゼータ同
型と呼ばれる. 例えば, 円単数や加藤氏のゼータ元は, 円分体Q(ζn) (n ≧ 1)に対して系
（Euler系)をなして存在していることが知られているが, このことはゼータ同型が円分
変形という特別な種類のGalois表現の族に対しては存在していることを表している.

一方, p進Galois表現と保型表現との対応に関するLanglands予想によれば, 既約な
幾何的 p進Galois表現のL関数は代数的カスプ保型表現のL関数と一致することが予
想されており, その帰結として幾何的 p進Galois表現のL関数も解析接続や関数等式
などの解析的によい性質を持つことが予想されている. ゼータ同型がL関数の代数的
対応物であるという考えに従えば, ゼータ同型も保型L関数と同様の “関数等式”を満
たしているはずだと考えることは自然であろう. ゼータ同型の関数等式を考えるため
には, L関数の関数等式に現れる局所イプシロン因子のGaloisコホモロジーにおける対
応物を考える必要がある. 加藤氏は一般化岩澤主予想の局所版として, l進体Qlの絶対
Galois群GQl

のp進表現の族に対して, 局所イプシロン因子のGaloisコホモロジーにお
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ける対応物 (局所イプシロン同型)の存在に関する局所イプシロン予想を定式化し, さ
らに, ゼータ同型は局所イプシロン同型を局所因子とする関数等式を満たすと予想した
(大域イプシロン予想 [Ka93b],[FK06]).

前置きが長くなってしまったが講演の主題は, この

「ゼータ同型の関数等式」

についてである. p進Galois表現の族に対して存在すると予想されているゼータ同型
が保型 L関数と同様のよい性質を満たすことの背景には, Langlands対応の p進族版
である p進 Galois表現の族と (現状, 正確な定義があるわけではないが)“p進保型表
現”の族との対応があるのではないかと考えている. この対応の局所版として, Breuil,

Colmez([Co10])らにより, Qpの絶対Galois群GQpの 2次元 p進表現 (の族)とGL2(Qp)

のp進Banach表現 (の族)との間の対応が構成された (GL2(Qp)のp進局所Langlands

対応). 私は最近, このGL2(Qp)のp進局所Langlands対応の理論と局所イプシロン予想
との間に非常に深い関係があることを発見し, その結果としてGQpの2次元p進表現の
族に対する局所イプシロン予想を (ほとんどの場合に)解決し, さらには加藤氏の構成し
た保型形式のオイラー系の関数等式 (大域イプシロン予想の特別な場合)を証明するこ
とに成功した ([Na17b]).

「p進局所Langlands対応」 ?⇐⇒「局所イプシロン予想」

講演およびこのアブストラクトではこれらの結果についての解説を行いたい.

2. 一般化岩澤主予想, 局所および大域イプシロン予想
2.1. 一般化岩澤主予想, 局所イプシロン予想
2.1.1. どんな予想か?

幾何的 p進Galois表現V からは, 様々な数論的な量や群, 写像などが定義される. 例え
ば考える体がQの場合は, L関数の特殊値や (V に対応する代数多様体の) モチビックコ
ホモロジー, モチビックコホモロジーと他の実現 (Hodge実現やp進実現)におけるコホ
モロジーとを結びつけるレギュレーター写像などが定義される. 考える体がQlの場合
は, 局所因子 (L因子, イプシロン因子)の特殊値である局所定数 (L定数, イプシロン定
数), さらに l = pの場合には（de Rham コホモロジーに対応する)DdR(V ), Bloch-Kato

exponential 写像などが定義される. これらを適切に組み合わせることで, 本質的には
V のガロアコホモロジーからなる基本直線

∆(V )

と呼ばれる1次元ベクトル空間に標準的な基底

zgeom(V ) ∈ ∆(V ) (Qの場合), εgeoml (V ) ∈ ∆(V ) (Qlの場合)

を定義することができる (ただし, Qの場合は V に対応する代数多様体に関して, L

関数の特殊値の有理性に関する Beilinson予想などを仮定する必要がある). こうし
て幾何的 p進 Galois表現に対して標準的に定まる基底が全ての p進 Galois表現の族
に対して拡張できることを主張するのが一般化岩澤主予想と局所イプシロン予想の内



容である. 例えば, Zp[[T1, . . . , Td]]係数の GQ や GQl
の表現 T を考える. このとき,

X := Spec(Zp[[T1, . . . , Td]][1/p])の任意の閉点 x ∈ X に対して, Tのxでの特殊化Vxは
p進Galois表現になる (これより, T は各点 x ∈ Xの p進Galois表現 Vxたちの形式ス
キーム Spf(Zp[[T1, . . . , Td]])上の族とみなせる). このような T に対しても, T のGalois

コホモロジーを用いて, Tの基本直線と呼ばれる階数1の自由Zp[[T1, . . . , Td]]加群

∆(T )

を定義することができる. この加群の基底

z(T ) ∈ ∆(T ) (Qの場合), εl(T ) ∈ ∆(T ) (Qlの場合)

で, 閉点 x ∈ Xで Vxが幾何的になるもの全てに対して, z(T ), εl(T )の xでの特殊化
z(Vx), εl(Vx)が

zgeom(Vx) = z(Vx) ∈ ∆(Vx) (Qの場合), εgeoml (Vx) = εl(Vx) ∈ ∆(Vx) (Qlの場合)

を満たすものが存在することを主張するのがこれらの予想の内容である. 階数1の加群
の基底を与えることは加群の自明化を与えることと等しいので, z(T ), εl(T )はそれぞれ
ゼータ同型, 局所イプシロン同型と呼ばれる.

2.1.2. 基本的な例
Bloch-加藤予想との関係上の状況で d = 0, つまりZp係数のGalois表現 T の場合を考
える. このときX = Spec(Qp) = {x}は1点集合であり, Vx = T [1/p]となる. ここで, Vx

は幾何的とすると, 上の予想はQp上定義される基底zgeom(Vx), ε
geom
l (Vx) ∈ ∆(Vx)が, 実

はより強く, T から定まるZp格子∆(T ) ⊆ ∆(Vx)の基底でもあることを主張する予想
になる. これは, 考えている体がQの場合にはVxに関するL関数の特殊値のp進整数性
に関するBloch-加藤予想 ([BK90])と同値の主張になり, Qlの場合には局所定数 (l = p

の場合にはさらにBloch-加藤 exponential写像など) のp進整数性に関するPerrin-Riou

予想 ([Pe95])と同値になる. 従って, 実際には表現の族とは言えないような場合でさえ,

これらの予想は非自明である.

岩澤主予想との関係この場合は主結果とも関わってくるので少し詳しく説明したい.

まず, Qに1のpべき根全てを添加した体のGalois群をΓ := Gal(Q(ζp∞)/Q)とおき, 岩
澤代数をΛ := Zp[[Γ]]とおく. この環は非標準的にZp[[[T ]] ⊗Zp Zp[(Zp/2p)

×]と同型に
なり, 上で考えたような表現の係数環と見なせる. ここで, V を幾何的 p進Galois表現
とし, TをGalois作用で安定なV のZp格子とする. このときΛ係数のGalois表現

Dfm(T ) := T ⊗Zp Λ

をGalois群の元 gをx⊗ y ∈ T ⊗Zp Λに対して

g(x⊗ y) := gx⊗ [ḡ]−1y

と作用させることで定義する (ここで, ḡ ∈ ΓはgをQ(ζp∞)に制限したもので [ḡ] ∈ Λは
ḡの定める完備群環の元とする). このDfm(T )をTの円分変形と呼ぶ. Shapiroの補題
より, 例えば考えている体がQpの場合にはDfm(T )のガロアコホモロジーに対してΛ

加群の同型
H i

Iw(Qp, T ) := H i(Qp,Dfm(T ))
∼→ lim←−

cor

H i(Qp(ζpn), T )



が成り立つ (以下, Dfm(−)に関して定まる様々な対象は添え字「Iw」を付けて表すと
する. 例 εIw(T ) := ε(Dfm(T )),∆Iw(T ) := ∆(Dfm(T ))). 右辺のようなコホモロジー
の逆極限は岩澤理論で自然に考えるものであり, 岩澤コホモロジーと呼ばれる. 実際
に, Dfm(T )に関する一般化岩澤主予想はTに関する岩澤主予想, 特にTのオイラー系
の存在と密接に関係する予想になる. 例えば, µpn := {x ∈ Q|xpn = 1}とし, GQのZp

係数の表現Zp(1) := lim←−n
µpnを考える. このとき, Kummer理論より 1の原始 pn乗根

ζpn ∈ µpnに対して円単数 (1− ζpn) ∈ Z[ζpn , 1/p]×に対応するガロアコホモロジーの元

cn ∈ H1(Z[1/p, ζpn ],Zp(1)) ⊆ H1(Q(ζpn),Zp(1))

が定まる. ここで 1の原始 pn乗根からなる集合 {ζpn}n≧1で ζppn+1 = ζpnとなるものを考
えると, これの射影極限として岩澤コホモロジーの元

c := (cn)n≧1 ∈ H1
Iw(Z[1/p],Zp(1)) ⊆ H1

Iw(Q,Zp(1))

を定義することができる. 加藤氏 ([Ka93a])は, これを用いてDfm(Zp(1))のゼータ同型

zIw(Zp(1)) ∈ ∆Iw(Zp(1))

を定義した (正確には, これが∆Iw(Zp(1))⊗Λ Frac(Λ)の基底になることはオイラー系の
一般論から従い, より強くこれが∆Iw(Zp(1))の基底になることはMazur-Wiles, Rubin

により証明されたQの円分拡大に対する岩澤主予想から従う). これの階数 2の表現へ
の一般化として, 保型形式に付随する加藤氏のオイラー系 ([Ka04])を用いると, 保型形
式に付随するゼータ同型 (の候補)を構成することができる.

f(τ) := q +
∑
n≧2

an(f)q
n (τ ∈ C, Im(τ) > 0, q := exp(2πiτ))

をレベル N 重さ k ≧ 2のカスプ Hecke固有新形式とする. 体の埋め込み Q ↪→ C,
Q ↪→ Qpを固定するとan(f) ∈ Qp とみなすことができるが, Qpに{an(f)}n≧2を添加し
て得られるQpの部分体をFfとする. このとき, Eichler-志村, Deligneにより, GQのFf

係数の2次元幾何的表現Vfで, そのL関数L(Vf , s)がfのL関数

L(f, s) :=
∑
n≧1

an(f)

ns
(Re(s) >> 0)

と一致するものが構成されている. 加藤氏はVfのガロアコホモロジーに対するオイラー
系を構成したが, それのpベキ部分{cn,f ∈ H1(Z[1/Np, ζpn ], Vf )|n ≧ 1}の射影極限とし
て岩澤コホモロジーの元

cf ∈ H1
Iw(Z[1/Np], Vf )

が得られる. この元を用いることで, Dfm(Zp(1))の場合と同様に基底

z̃Iw(Vf ) ∈ ∆Iw(Vf )⊗Λ Frac(Λ)

(Dfm(Vf )に対するゼータ同型の候補)を定義することができる ([Ka04], [Na17b]). こ
こで, Frac(Λ)上になっているのは, この場合はQの円分拡大の場合と異なり, 岩澤主予



想が一般には証明されていないからであり, この基底が∆Iw(Vf )の基底にもなっている
ことが岩澤主予想の成立と密接に関係している. 今回の講演における主結果の一つは

「z̃Iw(Vf )の関数等式」

に関するものである ([Na17b]).

より一般的な例これら以外にも様々な p進Galois表現の族が整数論の重要な問題に
おいて自然に現れる. 例えば, 保型形式の p進族に関する肥田理論により, 「pで通常」
という条件を満たす保型形式は, 保型形式の重さをパラメトライズする重さ空間とよ
ばれる形式スキーム上の族F(肥田族)をなして存在していることが知られており, これ
に対応する肥田族上のGalois表現の族TFの存在も知られている. これに関する岩澤主
予想, 言い換えれば, Dfm(TF)に関する一般化岩澤主予想も近年活発に研究されてい
る (落合 [Oc06]など). また, MazurによるGalois表現の変形理論によれば, Fp係数の
Galois表現 T を一つ固定すると, 法 p還元して T と同型になる p進Galois表現全体は
Zp[[T1, . . . , Td]]/I (Iはあるイデアル)という形の環Runiv（普遍変形環)上の族T univ(T

の普遍変形)をなしていることが知られている. これが最も普遍的なp進Galois表現の
族であるので, T univ に対して

z(T univ) ∈ ∆(T univ) (Qの場合), εl(T
univ) ∈ ∆(T univ) (Qlの場合)

の存在を示すことが一般化岩澤主予想および局所イプシロン予想の最終目標となる. 近
年のGalois表現の保型性 (幾何的Galois表現が代数的保型表現に付随するGalois表現で
あることを示す問題)の飛躍的な進展において「R = T」と呼ばれる定理 (ガロア表現
の変形が保型表現の変形 (Hecke環T )と等しいことを示す定理)が最も重要な定理であ
るが, この定理においてもRunivおよびT univは主要な対象になる. 将来的に,「R = T」
定理と T univ に関する一般化岩澤主予想を融合したような研究をしたいとおぼろげに
思っているが, まだ実現できていない.

2.1.3. どこが難しいか?

これらの予想で最も難しい（と私が考えている）点は, 幾何的p進Galois表現V に対し
て zgeom(V )や εgeoml (V )を定義するのに用いられる (L関数の特殊値や局所定数などの)

ほとんどの対象は, 幾何的でないp進Galois表現に対しては定義することができないと
いうことである. ここで, 再び最初の設定 (2.1.1の設定)に戻ってZp[[T1, . . . , Td]]係数の
Galois表現Tを考える. X := Spec(Zp[[T1, . . . , Td]][1/p])の閉点の部分集合

Xgeom := {x ∈ X|Vxは幾何的}

を考える. このとき, 一般には
Xgeom ⊊ X

であるため, x ∈ Xgeomに対してしか定義が適用できない zgeom(Vx)や εgeoml (Vx)たちを
X全体に拡張するためには, 対応する代数多様体などに依存しないGalois表現そのもの
の本質により適った別の定義を見つけないといけないのである.

ここで, 考えている体がQlで, かつ l ̸= pの場合は例外的にこのような現象は起きな
い. この場合, Grothendieckの局所モノドロミー定理と呼ばれる定理によって, GQl

の



全てのp進表現V からWeil-Deligne群の表現という表現論的対象Wl(V )を定義するこ
とができる.

V 7→ Wl(V )

Deligne, Langlandsの局所因子の理論 ([De73])により, Weil-Deligne群の表現からは局
所因子, さらにはその特殊値の局所定数 Ll(Wl(V )), εl(Wl(V ))を定義することができ,

これらを用いて V に対して基底 εgeoml (V ) ∈ ∆(V )を定義することができる. このよう
な理由もあり, l ̸= pの場合はGQl

の全てのp進表現が幾何的p進表現と定義される.

「GQl
(l ̸= p)の幾何的p進表現」=「全てのp進表現」

これから直ちに従うというわけでは全くないが, このような特殊事情のおかげで, 体が
Qlで, かつ l ̸= pの場合は局所イプシロン予想は一般の場合に既に解決されている (安
田 [Ya09]).

以上のことから, p進表現の族への拡張という問題において真の困難が生じるのは

• 一般化岩澤主予想 (大域体Qの場合)

• l = pの場合の (GQpのp進表現の族に関する)局所イプシロン予想

の2つの場合になる. 今回解説したい主結果の一つはGQpの2次元p進表現の族に関す
る局所イプシロン予想である. そこで, l = pの場合の局所イプシロン予想について次
で少し詳しく解説したい.

2.1.4. l = pの場合の局所イプシロン予想 (主結果1)

GQpの幾何的p進表現まずは, GQpの幾何的 p進表現がどのようなものであるか, ごく
簡単に説明することから始めたい. GQpの p進表現V に対して, Fontaineの p進周期環
([Fo82], [Fo94])という重要な環を用いて有限次元Qpベクトル空間

Dcrys(V ), DdR(V )

を対応することができる. これらは単なるベクトル空間ではなく, Dcrys(V )はFrobenius

作用φ : Dcrys(V )
∼→ Dcrys(V ), DdR(V )は減少フィルトレイション (Hodge フィルトレ

イション) {Di
dR(V )}i∈Zという付加構造が付いている. V がQp上の代数多様体Xのエ

タールコホモロジーH i
ét(X ⊗Qp Qp,Qp)の場合は, DdR(V )はXの de Rhamコホモロ

ジーH i
dR(X/Qp)と同型であり, さらにXが固有かつZp上の良いモデルXを持つ場合

は, Dcrys(V )はXFp := X⊗Zp FpのクリスタリンコホモロジーH i
crys(XFp/Zp)と同型にな

る (付加構造も込みで同型である. これらはp進Hodge理論の非常に深い定理である!!).

このような対応関係に関する (当時の)予想を背景として, Fontaineは∗ = {crys, dR}に
対して等式

dimQpD∗(V ) = dimQp(V )

を満たすV を, それぞれクリスタリン表現, de Rham表現と定義した. 上で述べたこと
から, 任意のXに対してH i

ét(X ⊗Qp Qp,Qp) はde Rham表現であり, さらにXが固有
かつZp上の良いモデルを持つ場合は, これはクリスタリン表現になる. このような対
応に基づき, GQpのp進Galois表現ではde Rham 表現のことを幾何的p進表現と呼ぶ.

「GQpの幾何的p進表現」=「deRham表現」



先ほど述べたように, l = pの場合は幾何的でないp進表現が (幾何的であるものよりも
はるかに多く!)存在するということが我々の問題において重要な点であった.

{deRham表現} ⊊ {全てのp進表現}

εgeomp (V ) ∈ ∆(V )の定義について次に, de Rham表現 V に対して εgeomp (V ) ∈ ∆(V )

がどのような対象を用いて定義されるか簡単に解説したい. まず重要なのは, l ̸= pの場
合のGrothendieckの局所モノドロミー定理の l = p版であるp進局所モノドロミー定理
([Be02])である (証明は l = pの場合の方がはるかに難しい!). 定理の詳細な内容は述べ
ないが, この定理によってde Rham表現V に対してもWeil-Deligne群の表現Wp(V )を
定義することができ, 従ってV の局所定数をWp(V )の局所定数Lp(Wp(V )), εp(Wp(V ))

として l ̸= pの場合と同様な仕方で定義することができる.

V 7→ Wp(V )

ここで重要なのは, l ̸= pの場合は対応V 7→ Wl(V )でV の情報のほとんどが保たれる
のに対して, l = pの場合は対応V 7→ Wp(V )によってV の重要な情報が抜け落ちてし
まうという点である. この事実と対応して, l = pの場合の εgeomp (V )の定義のためには
局所定数Lp(Wp(V )), εp(Wp(V ))だけでは不十分である. 局所定数以外に εgeomp (V )を定
義するのに必要なものは, まずは, DdR(V )のHodge フィルレイションの情報である.

D−i
dR(V )/D−i+1

dR (V ) ̸= {0}となる整数 iのことをV のHodge-Tate重みといい, εgeomp (V )

の定義においてはV のHodge-Tate重みの情報が必要になる. これでもまだ全然十分で
はない, εgeomp (V )の定義において最も重要な対象は, Bloch-加藤 exponential写像と呼ば
れる写像 ([BK90])

expV : DdR(V )/D0
dR(V )→ H1(Qp, V )

およびその双対である双対 exponential写像

exp∗
V : H1(Qp, V )→ D0

dR(V )

と呼ばれる写像である ([Ka93a]). 定義についてはここで述べることはできないが,

特に後者の写像は重要で, 例えば V がGQの幾何的 p進表現のとき, 自然な制限写像
H1(Q, V )

locp−−→ H1(Qp, V )との合成で写像

H1(Q, V )
locp−−→ H1(Qp, V )

exp∗V−−−→ D0
dR(V )

が得られるが, 多くの重要な例で, この写像によりH1(Q, V )に入っているゼータ元が対
応するL関数の特殊値と結び付くことが知られている. 定義は述べないが, εgeomp (V )は
これらの情報全てを用いて定義される.

εgeomp (V ) = {Lp(Wp(V )) + εp(Wp(V )) + HodgeTate重み+ expV + exp∗
V }

(ここで, 右辺の記号「+」は, 別に数を足しているわけではなく「これらの情報を合わ
せたもの」という雰囲気を表すために用いている)

知られている結果
局所イプシロン予想について従来知られていた代表的な結果を挙げる (下に行くほど

一般的になっている).



• 階数1のp進表現の族の場合 (加藤 [Ka93b])

• Dfm(V ) (V はクリスタリン表現)の場合(Benois-Berger[BB08], Loeffler-Venjakob-

Zerbes[LVZ15])

• 三角表現 (trianguline表現)の族の場合 ([Na17a])

三角表現の定義は述べないが, V が deRham表現の場合は V が三角表現であることと
Wp(V )が三角表現 (つまり,階数1の表現の拡大の繰り返しになっている)は同値になる.

この場合, イプシロン定数 εp(Wp(V ))はGauss和を用いて具体的に記述できる. Gauss

和はp進Galois表現を扱う中で自然に現れるので, 局所定数の族への拡張という局所イ
プシロン予想の本来の主題にとってはそこまで面白い結果ではないように思える. 局
所イプシロン予想が本当に面白くなるのはWp(V )が三角表現でない場合 (例えば既約
となる)場合である. 次に紹介する主結果 1([Na17b])は, この場合を包含する初めての
結果である.

主結果1「全ての2次元p進表現の族に対して局所イプシロン予想は(ほとんどの場合)正しい」

これをもう少しわかり易くするために, 例えばFをFpの有限次拡大体とし, GQpのF
係数の 2次元表現 T を考える. Runivを T の普遍変形環, T univを V の普遍変形とする
(簡単のためこれらが存在する場合を考える). このとき, ∆(T univ)のある基底

εp(T
univ) ∈ ∆(T univ)

を構成することができ, さらに, 任意の閉点x ∈ Spec(Runiv[1/p])でT univのxでの特殊
化Vxがde Rhamであるものに対して, εp(T

univ)のxでの特殊化 εp(Vx)は等式

εp(Vx) = εgeomp (Vx)

を満たすことが証明できた. さらにこの性質を満たすεp(T
univ)は一意であることも証明

できる. ここで最も重要な点は,等式εp(Vx) = εgeomp (Vx)をWp(V )が三角表現でない場合,

つまり既約表現の場合にも示せていることである.この場合の等式「εp(Vx) = εgeomp (Vx)」
において, GL2(Qp)の p進局所Langlands対応の最も深い部分の理論が用いられる. こ
れらに関することを第4章で解説する.

2.2. 大域イプシロン予想
2.2.1. どんな予想か?

簡単のため p ≧ 3とする. AQ := Ẑ ⊗Z QをQのアデールとし, πをGLn(AQ)のカスプ
保型表現とする. 保型表現のL関数の理論より, πのL関数L(π, s)および∞で完備化
した完備L関数Λ(π, s) := L∞(π, s)L(π, s)を定義することができ, Λ(π, s)は (解析接続
と)関数等式

Λ(π, s) = ε(π, s)Λ(π∨, 1− s)

を満たす (ここで, π∨はπの反傾表現)ことが知られている. ここで, ε(π, s)はイプシロ
ン因子と呼ばれ, Qの各素点 l ≦ ∞での πの局所成分から定まる局所イプシロン因子
ε(πl, s)の積

ε(π, s) =
∏
l≦∞

ε(πl, s)



として定義されるものである (ここでは簡単のため, 局所イプシロン因子を定義する
ときに必要な加法指標などの記号は省いた). これと類似の “関数等式”をゼータ同型
z(T ) ∈ ∆(T )が満たすというのが大域イプシロン予想の内容である.

Sを pを含む素数の有限集合とする. QS を任意の素数 l ̸∈ SがQ上不分岐となる
最大のGalois拡大とし, そのGalois群をGQ,S := Gal(QS/Q)と表す. T を (簡単のた
め)Zp[[T1, . . . , Td]]係数のGQ,Sの表現とし, T∨をその双対, T∨(1) := T∨⊗Zp Zp(1)(Tの
Tate双対)とおく. Tの基本直線を∆S(T )(GQ,Sの表現としてのGaloisコホモロジーで
定義される)おき, l ∈ Sに対してT |GQl

の基本直線を∆l(T )とおく.

このとき, 大域Galois表現のGaloisコホモロジーに対するPoitou-Tate双対性により,

基本直線の間に標準的な同型

∆S(T
∨(1))

∼→ ⊗l∈S∆l(T )⊗R ∆S(T )

を定義することができる. 以下, この同型で両者を同一視する.

T, T∨(1)に対して一般化岩澤主予想と局所イプシロン予想が成り立っていると仮定
し, ゼータ同型や局所イプシロン同型を

zS(T ) ∈ ∆S(T ), εl(T ) ∈ ∆l(T )

などと表す.

以上の設定で, 上の同型による同一視の下で等式

zS(T
∨(1)) = ⊗l∈S εl(T )⊗ zS(T )

が成り立つことを主張するのがTに対する大域イプシロン予想の内容である([Ka93b],[FK06]).

ここで, zS(T )と zS(T
∨(1))の現れる位置が保型表現の関数等式のときと逆になって

いるが, これは幾何的 p進表現V に対して zgeom(V )はL関数L(V ∨(1), s)の s = 0での
特殊値と関連するという事情による. また, 大域イプシロン予想においては保型表現の
ときに現れた無限素点での対象がない. この見た目には失われているように見える無
限素点での情報は, 実は z(T )や εp(T )の中に不思議な形で現れることが多い. 例えば,

無限素点でのL関数L∞(π, s)に含まれている保型表現の重さ (Hodge重み)に関する情
報は εp(V )の中にあるHodge-Tate重みの情報として現れる.

2.2.2. 階数1の場合
S = {p}とし, GQ,Sの表現Zp(1)の変分変形Dfm(Zp(1))を考える. 加藤氏は, 自身が構
成したゼータ同型と局所イプシロン同型

zIwS (Zp(1)) ∈ ∆Iw
S (Zp(1)), εIwp (Zp(1)) ∈ ∆Iw

p (Zp(1))

が上の形の関数等式を満たすことを証明した ([Ka93b]).

2.2.3. 加藤のオイラー系の関数等式 (主結果2)

主結果 2は, この定理の階数 2の場合への一般化である. 2.1.2の例にあるカスプ形
式 f を考え, S := {l|N} ∪ {p}とおく. このとき, 2.1.2で定めたゼータ同型の候補
z̃IwS (Vf ) ∈ ∆Iw

S (Vf )が, 主結果 1から定まるDfm(Vf )|GQp
に対する局所イプシロン同型

εIwp (Vf ) ∈ ∆Iw
p (Vf )をpでの局所因子とする関数等式を満たすことを証明した ([Na17b]).

主結果2「保型形式fに付随するゼータ同型 z̃IwS (Vf )の関数等式」



3. GL2(Qp)のp進局所Langlands対応
GL2(Qp)のp進局所Langlands対応とは, GQpの2次元p進表現とGL2(Qp)のp進Banach

表現との対応に関する理論である. これは, (Frobenius半単純な)Weil-Deligne群の2次
元表現とGL2(Qp)の既約許容表現との対応であるGL2(Qp)の“古典的”局所Langlands

対応のp進係数類似に関する理論である. これらの表現の定義は略するが, “古典的”な
場合には両者の表現の係数はCで離散位相を考えていたのに対し, p進局所Langlands

対応ではGQpやGL2(Qp)の位相と相性のよい p進的な位相の入った係数の表現を考え
る.そのため, p進局所Langlands対応で扱う表現の方がはるかに複雑な対象になる.

Breuil([Br03a],[Br03b], [Br04])により全貌は定まっていない予想の形で提唱されたこ
の理論は, Colmez([Co10])が (φ,Γ)加群 ([Fo91])を用いてGalois表現からGL2(Qp)の表
現を系統的に構成する方法を発見したことで飛躍的に発展し,その後Berger-Breuil([BBr10]),

Kisin([Ki10]), Pasukunas([Pa13])らによるいくつかの重要な研究の後,最終的にColmez-

Dospinescu-Paskunas([CDP14])によって完全な形で証明された. この対応の最終形は,

Colmezの構成法が

「GQpの絶対既約2次元p進表現」(の同型類)

から
「GL2(Qp)の絶対既約非通常許容p進Banach表現」(の同型類)

(後者の定義は略)への一対一対応を与えるという形で述べられる. 係数がp進的であるた
め,この対応のp進族版が自然に考えられる点がここでは重要である. Emerton([Em11])

とKisin([Ki09])は, それぞれ独立な方法でp進族版の対応を用いて, GQの2次元幾何的
p進Galois表現V の保型性に関するFontaine-Mazur予想をほとんどの場合に解決した
(Wilesが証明した志村-谷山予想は, この定理の非常に限られた場合に含まれる).

GL2(Qp)のp進局所Langlands対応をこれとは別方向に応用したのが主結果1である.

EmertonとKisinがFontaine-Mazur予想へ応用した際には, 両者の表現の族の間に対応
関係があるということが本質的に重要であったが, 局所イプシロン予想への応用のため
にはこれだけでは不十分で, (φ,Γ)加群を用いた対応の構成そのもの (Colmezの理論の
最も深い部分)を駆使する必要がある. もっというと, Colmezの理論を経由して局所イ
プシロン予想を考えると, GL2(Qp)のp進局所Langlands対応の様々な定理が局所イプ
シロン同型が満たすべき様々な性質の成立と同値であることまで示すことができる!

Colmezの理論の詳細については述べることはできないが, 対応の構成において最も
理論的に深い部分と思われる2点

• w :=

(
0 1

1 0

)
∈ GL2(Qp)作用の定義,

• 局所代数的ベクトルの記述 (古典的局所Langlands対応との整合性),

についてコメントして本章を終えたい. これらの性質はそのまま主結果1の証明におい
ても最も重要な2点になる!

w作用の定義について. (φ,Γ)加群の基礎的な理論を用いると, GQpの2次元p進表現
の族 T から, 上半三角行列全体のなす部分群B ⊆ GL2(Qp)の表現Π(T )までなら構成



することは比較的容易である (実際, ここまでは任意階数のTに対して定義することが
可能である). こうして定義された

「Π(T )に自然にw作用が定義できる」

ことを示すのがGL2(Qp)のp進局所Langlands対応の根幹に関わる重要な問題になる.

局所代数的ベクトルの記述について. V をGQpの既約2次元p進表現, Π(V )を対応す
るGL2(Qp)のBanach表現とする. Π(V )の連続線形双対をΠ(V )∨ := Homcont

F (Π(V ), F )

(F は表現Π(V )の係数となるQpの有限次拡大体とする)とし, x ∈ Π(V )∨, y ∈ Π(V )

に対して [x, y] := x(y) ∈ F と表す. Π(V )の元 yが局所代数的であることを, 任意の
x ∈ Π(V )∨に対してGL2(Qp)上の関数 g 7→ [g · x, y] ∈ F が局所代数的関数になること
と定める. Π(V )の局所代数的な元全体の集合をΠ(V )algと書く. Colmezは次の同値性

「Π(V )alg ̸= {0}」⇐⇒「V がdeRham表現かつ regular」

を証明した (ここで, V のHodge-Tate重み (この場合, 重複度込みの 2つの整数になる)

が相異なる場合k2 > k1のことを regularという).

ColmezとEmerton([Em11])は, これらが満たされるときに, さらにGL2(Qp)の (局所
代数的な)表現の同型

Π(V )alg
∼→ πLL(Wp(V ))⊗F Symk2−k1−1(F 2)⊗F detk1

(ここで, πLL(Wp(V ))は古典的局所Langlands対応でWp(V )に対応するGL2(Qp)の許
容表現 (のF上のモデル)とする) が存在することを証明した (古典的局所Langlands対
応との整合性). これは, GL2(Qp)のp進局所局所Langlands対応において (おそらく)最
も証明の難しい定理であり,特にEmertonが証明したWp(V )が既約 (⇐⇒ πLL(Wp(V ))

が supercuspidal表現)の場合の証明は, 現在までに大域体的な手法による (モジュラー
曲線の完備コホモロジーというものを用いる)証明しか知られていない.

4. 階数2の場合の局所イプシロン予想の証明の方針
主結果1の証明について解説する.

証明は次の２段階 (GQpの2次元p進表現の族Tに対する)

• 局所イプシロン同型 εp(T )の構成,

• εgeomp (V )との比較,

に分かれる.

4.1. 局所イプシロン同型 εp(T )の構成 (w作用を用いる)

古典的なKirillovモデルの理論 (GL2(Qp)の既約 smooth許容表現をQ×
p 上の局所定数関

数の空間の中に実現する理論)によれば, GL2(Qp)の既約 smooth許容表現πのイプシロ
ン定数 (これを εp(π)とおく)は, w ∈ GL2(Qp)のπへの作用を用いて記述することがで
きる. これの類似として, GQpの2次元p進表現の族Tに対して, Banach表現の族Π(T )

へのw作用を用いてTの局所イプシロン同型εp(T ) ∈ ∆(T )を構成しようというのが基
本的なアイデアである.



実際には,より一般にDfm(T )の局所イプシロン同型εIwp (T ) ∈ ∆Iw(T )を定義する (こ
れができたら底変換でεp(T ) ∈ ∆(T )も得られる). Dfm(T )の基本直線∆Iw(T )の本質的
な部分はH1

Iw(Qp, T )になるので, このアイデアを実現するためにはH1
Iw(Qp, T )とΠ(T )

を結び付けることが必要になる. 以下, 簡単のため, V = Tが既約2次元p進表現の場合

の構成を説明する (一般のT の場合の構成も本質的には同様にできる). gp :=

(
p 0

0 1

)

とおき, Π(V )の中心指標の
(
1/p 0

0 1/p

)
での値を δとおく. Π(V )の連続双対Π(V )∨の

gp作用で不変な元たちのなす部分空間を (Π(V )∨)gp=1とおき, 同様にgpが δ倍で作用す
る部分空間を (Π(V )∨)gp=δとおく. このときwは同型

w : (Π(V )∨)gp=1 ∼→ (Π(T )∨)gp=δ

を導くことに注意. γ ∈ Γの作用を
(
χ(γ) 0

0 1

)
∈ GL2(Qp)の作用 (χ : Γ

∼→ Z×
p はp進円

分指標)として定めることで, (Π(V )∨)gp=1や (Π(V )∨)gp=δはΛ[1/p]加群になる (正確に
は (Π(V )∨)gp=δへの作用はこの作用を少し捻ったものになる). ここで, Colmezの理論
を用いると, Λ[1/p]加群の同型

(Π(V )∨)gp=1 ∼→ H1
Iw(Qp, V ), (Π(V )∨)gp=δ ∼→ H1

Iw(Qp, V
∨(1))

を定義することができる (ここが深い!). これらの同型で両者を同一視するとことで, 岩
澤コホモロジーへのw 作用

w : H1
Iw(Qp, V )

∼→ H1
Iw(Qp, V

∨(1))

が定まる. このとき, εIwp (V ) ∈ ∆Iw(V )は, この同型とDfm(V )に関するTate双対

{ , }Tate : H1
Iw(Qp, V )×H1

Iw(Qp, V
∨(1))→ Λ[1/p]

との合成で得られる最高次外積∧2H1
Iw(Qp, V ) (H1

Iw(Qp, V )は階数 2の自由Λ[1/p]加群
であることに注意)の自明化

∧2H1
Iw(Qp, V )

∼→ Λ[1/p] : x1 ∧ x2 7→ {x1, w · x2}Tate

から自然に誘導されるものとして定義される.

4.2. εgeomp (V )との比較 (古典的局所Langlands対応との整合性を用いる)

V をregularな既約2次元de Rham表現とする. 2.1.4.で解説したεgeomp (V ) ∈ ∆(V )と4.1

で定めたεp(V ) ∈ ∆(V ) が同じものであることを示すのがここでの目標になる. V に対
応するWeil-Deligne群の表現Wp(V )が既約の場合 (⇐⇒ πLL(Wp(V ))が supercuspidal

表現)が最も重要なので, この場合のみについて解説する. この場合, εgeomp (V )の本質的
な部分は, 任意のx ∈ HIw(Qp, V )を写像

α : H1
iw(Qp, V )

sp−→ H1(Qp, V )
exp∗V−−−→ D0

dR(V )



写したものα(x)と εp(Wp(V ))の2つの部分で,

εgeomp (V ) ⇐⇒「εp(Wp(V )) + α(x)」

εp(V )の本質的な部分は任意のx ∈ HIw(Qp, V )を同型w : H1
Iw(Qp, V )

∼→ H1
Iw(Qp, V

∨(1))

と
β : H1

Iw(Qp, V
∨(1))

sp−→ H1(Qp, V
∨(1))

exp∗
V ∨(1)−−−−−→ D0

dR(V
∨(1))

との合成で写したもの β(w · x)になる (正確にはHodge-Tate重みに関してある仮定が
必要なのであるが, 簡単のためこれらの事情は無視することにする).

εp(V ) ⇐⇒ β(w · x)

よって, εp(V ) = εgeomp (V )を示すためには, 次の関係

「εp(Wp(V )) + α(x)」 ?⇐⇒ β(w · x)

を調べればよい. 4.1.1で紹介した同一視を用いて

x ∈ (Π(V )∨)gp=1, w · x ∈ (Π(V )∨)gp=δ

とみなしてΠ(V )側で比べるというのが基本的なアイデアである. Colmezの局所代数
的Kirillovモデルの定理 (Bの表現としてのΠ(V )algをQ×

p 上の局所代数的関数の空間に
実現する定理)というものを用いると, Q×

p 上の関数として具体的に記述できる元

yα, yβ ∈ Π(V )alg

で, 任意のx ∈ (Π(V )∨)gp=1, x′ ∈ (Π(V )∨)gp=δ に対してそれぞれ (ほぼ)等式

α(x) ≒ [x, yα], β(x′) ≒ [x′, yβ]

を満たすものを構成することができる. yα, yβの定義はしないが, ここで最も重要なの
は, 古典的局所Langlands対応との整合性によって得られた同型

Π(V )alg
∼→ πLL(Wp(V ))⊗F Symk2−k1−1(F 2)⊗ detk1

とπLL(Wp(V ))に対する古典的Kirillovモデルの理論を用いるとw·yβがyαとεp(π
LL(Wp(V )))

を用いて記述できることである.

w · yβ ⇐⇒「εp(π
LL(Wp(V ))) + yα」

これとGL2(Qp)の局所Langlands対応により得られる等式εp(π
LL(Wp(V ))) = εp(Wp(V ))

から, 結局
w · yβ ⇐⇒「εp(Wp(V )) + yα」

を得ることができる. 以上を総合することで

εp(V ) ⇐⇒ β(w · x) ⇐⇒ [w · x, yβ] ⇐⇒ [x,w · yβ]
⇐⇒ εp(Wp(V )) + [x, yα] ⇐⇒ εp(Wp(V )) + α(x) ⇐⇒ εgeomp (V )



とεp(V )とεgeomp (V )の比較ができるようになる. ここでは古典的局所Langlands対応と
の整合性を用いて等式を εp(V ) = εgeomp (V )を示したが, 実は等式 εp(V ) = εgeomp (V )(正
確にはV の様々な捻りに対するこの等式も必要)から出発して,上の議論を逆にたどるこ
とで, Π(V )algへのw作用の具体的な記述がわかり,結果としてΠ(V )algに現れる smooth

表現がπLL(Wp(V ))であることを示すことができる. この意味で,等式εp(V ) = εgeomp (V )

は古典的局所Langlands対応の整合性と同値である!

「εp(V ) = εgeomp (V )」⇐⇒「古典的局所Langlands対応との整合性」

5. 今後の展望
主結果1は

「GL2(Qp)のp進局所Langlands対応」=「GQpの2次元表現の族に関する局所イプシロン予想」

ともいえる結果であった. ここで右辺の予想の大域体版はGQの 2次元表現の族に関
する一般化岩澤主予想となるが, 左辺の大域体類似の一つの候補と考えられてるのが
Emertonにより研究され始めたモジュラー曲線の完備コホモロジーの理論 ([Em11])で
ある. 最近の研究 ([CEGGPS16a], [CEGGPS16b], [GN17]など)で, 完備コホモロジー
のp進局所Langlands対応と関連した数論的な性質の解明が進みつつあるが, これらの
研究とも関連させながら

「モジュラー曲線の完備コホモロジー」=「GQの2次元表現の族に関する一般化岩澤主予想」

という方向性の研究を行っていきたい.
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