
アフィンW代数をめぐって

表現論とヒッグス枝予想

荒川　知幸 (京大数理研)∗

1. アフィンW代数とは
W代数はアフィンカッツ・ムーディーリー環やヴィラソロ代数などの無限次元リー環のあ
る種の一般化である. 或いは, スロードリーの横断片の量子化である有限W代数 ([Pre])

のアフィン化とも見なすことができる 1. 有限W代数と区別するためにW代数のこと
をアフィンW代数と呼ぶこともある. W代数は80年代に物理学における二次元の共型
場理論の研究の中で登場したが, 可積分系やモジュラー表現論, 幾何学的ラングランズ
対応, 4次元のゲージ理論などとも密接に対応する ([DSKV, Fre, AFO, AGT, SV, BFN]

など).

歴史上, 最初に登場したW 代数はザモロジコフのW3代数である ([Zam])2. W3代数
は, 次の生成元と関係式によって定義される.

生成元: Ln (n ∈ Z), Wn (n ∈ Z), c.
関係式:

c は中心元

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
m3 −m

12
δm+n,0c,

[Lm,Wn] = (2m− n)Wm+n,

[Wm,Wn] = (m− n)

(
1

15
(m+ n+ 3)(m+ n+ 2)− 1

6
(m+ 2)(n+ 2)

)
Lm+n

+
16

22 + 5c
(m− n)Λm+n +

1

360
m(m2 − 1)(m2 − 4)δm+n,0c.

ここで,

Λn =
∑
k≥0

Ln−kLk +
∑
k<0

LkLn−k −
3

10
(n+ 2)(n+ 3)Ln.

この例から分かるようにW 代数は一般にはリー環ではなく, 頂点代数として定義さ
れる.

他の頂点代数と同様に, W3代数のベクトル空間M 上の表現は Lnm = Wnm = 0

(n ≫ 0, ∀m ∈ M) という条件を課すことで意味を成す. W3代数の最高ウエイト表現
とは, Lnv = Wnv = 0 (n > 0), L0v = a1v, W0v = a2v, cv = cv ((a1, a2, c) ∈ C3) を満
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1有限W 代数の歴史はコスタント [Kos]に遡る.
2W3代数については教科書 [BMP]がある.
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たすベクトル vで生成される表現を言う. このような表現Mに対しては, その (正規化
された)指標

ch(M) = trM(qL0− c
24 )

が意味を持つ.

基本問題.

(i). 既約な最高ウエイト表現を分類し, その指標を決定せよ.

(ii). 既約な最高ウエイト表現の中に, アフィンカッツ・ムーディ代数の可積分表現の
ような「良い」表現が存在するかどうか調べよ.

これらは, W3代数だけではなく, 一般のW代数を含む全ての頂点代数に対する基本
問題でもある.

2. 量子ドリンフェルド・ソコロフ還元法
一般に, W代数は単純リー環gとその冪零元fに対して定義され, これをW k(g, f)と書
く 3. W k(g, f)はレベルと呼ばれるパラメータ k ∈ Cを持つ頂点代数である. W k(g, f)

は量子ドリンフェルドソコロフ還元法と呼ばれるハミルトニアン還元法の一種 4によっ
て定義される ([FF, KRW]):

W k(g, f) := H0
DS,f (V

k(g)).

ここで, H0
DS,f (?)はペア (g, f)に付随する量子ドリンフェルドソコロフ還元法のBRST

コホモロジー関手であり, V k(g)はレベルkのアフィン頂点代数 (下記参照).

例 (f = 0)

W k(g, 0) = V k(g) := U(ĝ) ⊗U(g[t]+CK) Ck. ここで, Ckは g[t]が自明で作用しKが定数
kで作用するg[t] + CKの一次元表現. V k(g)は自然に頂点代数の構造を持ち, gに付随
するレベル kの普遍アフィン頂点代数と呼ばれる. V k(g)の表現とはアフィンカッツ・
ムーディ代数 ĝ = g[t, t−1] ⊕ CK のレベル kの滑らかな表現に他ならない 5. この意味
で, W代数はアフィンカッツ・ムーディ代数を含む.

例 (g = sl2)

g = sl2はただ一つの非自明な冪零軌道Oprinを持つ. f =

(
0 1

0 0

)
∈ Oprinかつk ̸= −2

のとき, W k(sl2, f) は中心電荷 c = 1− 6(k+ 1)2/(k+ 2) のヴィラゾロ頂点代数V ircに
一致する. V ircの表現は中心電荷 cのヴィラゾロ代数の滑らかな表現と等価であり, こ
の意味でW代数はヴィラゾロ代数を含む.

3 fと f ′が同じ共役類に属せばW k(g, f) とW k(g, f ′)は同型である.
4コスタント・ステインバーグ [KS]により, ハミルトニアン還元法はBRSTコホモロジーを用いて代数
的に行うことができる. 量子ドリンフェルドソコロフ還元法は, その自然なアフィン版 (カイラリゼー
ション)である. 詳しくは [FBZ, A8]を参照のこと.

5Kが定数倍 kで作用するとき, レベル kの表現と言う. また, ĝの滑らかな表現Mとは任意のm ∈ M ,
x ∈ g に対してNが存在し, (xtn)m = 0 (n ≥ N)を満たすことを言う.)



例 (g = sl3)

g = sl3には二つの非自明な冪零軌道OprinとOsubregが存在する.

f =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ∈ Oprinかつ k ̸= −3のとき, W k(sl3, f)は中心電荷 c = 2 − 24(k +

2)2/(k + 3) のW3代数に一致する.

f =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ∈ Osubregかつ k ̸= −3のとき, W k(sl3, f)は中心電荷 c = −(2k +

3)(3k + 1)/(k + 3) のバーシャドスキー・ポリャコフ代数 [Pol]に一致する ([KRW]).

例 (g = sln)

g = slnの主冪零軌道 6をOprinとする. f ∈ Oprinのとき, W k(sln, f)はn− 1の場 (field)

で生成され, ファティーフ・ルキャノフ [FL]の導入したWn代数に一致する.

例 (f = fmin)

W代数の定義はgがスーパーリー環のときに自然に拡張されるが, 全ての「重要な」ス
パーコンフォーマル代数数はあるスーパーリー環のg とその極小冪零元 7fminに付随し
たW代数W k(g, fmin)という形で実現される ([KRW]).

Gをgをリー環として持つ連結単純代数群とする. 一般にW代数W k(g, f)の構造は
軌道G.fの次元が高いほど複雑になる. W k(g, f)の生成元と関係式による記述は一般
には知られていない 8. 従ってその表現論を「直接」取り扱うことは困難である.

一方, W代数の定義から, 次の関手が存在することがわかる.

V k(g) -Mod → W k(g, f) -Mod

M 7→ H0
DS,f (M).

Okを ĝのレベルkの圏O (最高ウエイト表現の圏）とすると, Okは自然にV k(g) -Mod

の充満部分圏になる. L(λ)を最高ウエイト λの ĝの既約最高ウエイト表現とする. 柏
原・谷崎 [KT]により, L(λ)の指標はカズダン・ルスティック多項式によって表される
ことが知られている 9.

定理 1 (荒川 [A1]). fを極小冪零元とする.

(i). 任意のM ∈ OkについてH i ̸=0
DS,f (M) = 0. 従って,

Ok → W k(g, fθ) -Mod, M 7→ H0
DS,fθ

(M)

は完全関手.

(ii). 任意のλについて, H0
DS,fθ

(L(λ)) は零または既約W k(g, fθ)加群. さらに, 全ての
既約最高ウエイトW k(g, fθ)加群はこのようにして現れる.

6最も次元の高い冪零軌道を主冪零軌道, 主冪零軌道に属する元を主冪零元という.
7非自明かつその次元が最も小さい冪零軌道を極小冪零軌道, 極小冪零軌道に属する元を極小冪零元と
いう

8物理学者は遮蔽作用素による記述を用いることが多い. そのような記述は fが主冪零元のときは良く
知られていたが, 一般のW k(g, f)に対しては最近元良によって与えられた. ([Gen]).

9ただし, kが臨界レベルの時は除く ([AF1, AF2, FG]参照).



上の定理とオイラー・ポアンカレの原理より, chH0
DS,fθ

(L(λ)) は chL(λ)を用いて
現れされる. 従って, fが極小冪零元のときは臨界レベル以外全ての既約最高ウエイト
W k(g, f)加群の指標が上の定理によって決定される.

注意 2. 定理1において, gをスーパーリー環としても成立する 10.

定理 3.

(i). (荒川 [A2]) 定理 1 と同様の 11 結果が fが主冪零元 fprinの時にも成立する. 特に,

全ての W k(g, fprin) の最高ウエイト表現の指標がカズダン・ルスティック多項式
を用いて表される.

(ii). (荒川 [A3]) 定理1 と同様の 12 結果がgがA型の場合, 全ての冪零元fに対して成
立する.

以上の結果から, 基本問題の (1)については少なくともfが極小冪零元か主冪零元, あ
るいはgがA型の場合は解決されたと言うことができる 13.

3. 有理性と平滑性
頂点（作用素）代数について, 次の事実が知られている.

定理 4 ([Zhu]). 頂点（作用素）代数V が「良い」ものであれば, 任意の有限生成V加群
Mに対して chMが上半平面上の正則関数に収束し (q = e2π

√
−1τ ), {chM | M : 有限生

成V 加群} はSL2(Z)不変な有限次元ベクトル空間をなす.

ここで, 頂点（作用素）代数が「良い」とは, 次の二つの条件を満たすことを言う.

• V は平滑 (あるいはC2有限)である. すなわち 14, dimSpec(grV ) = 0.

• V は有理的である. すなわち, 任意の有限生成V 加群は完全可約である.

定義から, 平滑な頂点代数は有限次元代数の自然な一般化とみなすことができる.

例

普遍アフィン頂点代数 V k(g)は平滑ではない. 実際, PBWの定理により, V k(g) ∼=
U(g[t−1]t−1). V k(g)のフィルトレーションはU(g[t−1]t−1)のPBWフィルトレーション
に一致し,

grVk(g) = S(g[t−1]t−1) = C[J∞g∗].

従って　Spec(Vk(g)) = J∞g∗ であり, dimSpec(Vk(g)) = ∞. ここで, J∞X はXのアー
ク空間であり, 次で定義される.

Hom(SpecR, J∞X) = Hom(SpecR[[t]], X).

Lk(g) を V k(g)の ĝ加群としての唯一の既約商とすると, Lk(g)には商頂点代数の構
造が入る.

10但し,W 代数が定義できるために gを基本古典型とする必要がある.
11関手を少し修正する必要がある.
12やはり関手を少し修正する必要がある.
13最近, サム・ラスキン [Rask]により定理 3 (i) の別証明が与えられた.
14任意の頂点代数は自然なフィルター付けを持ち, 随伴次数空間 grV は可換な代数になる (正確にはポ
アソン頂点代数).



事実 1. Lk(g)が平滑であることと ĝの表現として可積分であることは同値 ( ⇐⇒
k ∈ Z≥0). さらにこの場合,

Lk(g) -Mod = {レベルkのĝの (Oに属する)可積分表現 }

が成立し, 従ってLk(g)は有理的.

我々にとって基本問題 (ii)は, 有理的かつ平滑なW代数の存在問題に他ならない.

注意 5.

(i). 定理 4よりもっと強く, 有理的かつ平滑な頂点作用素代数の指標はベクトル値モ
ジュラー関数を成し, 合同部分群のレベルは既約表現のウエイトで記述されるこ
とが知られている ([DLN]).

(ii). 有理的かつ平滑な頂点作用素代数の表現の圏はモジュラーテンソル圏をなす事が
知られている ([Hua]).

(iii). 宮本 ([Miy])により, 定理4のある種の一般化が有理性条件を満たさない平滑な頂
点作用素代数に対しても成立することが知られている.

4. 平滑性と随伴多様体
頂点代数V に対し,

RV = V/C2(V ), C2(V ) = {a(−2)b | a, b ∈ V }

とおく. RV には自然にポアソン代数の構造が入り, ズーのC2代数と呼ばれる. V の随
伴多様体とは

XV := Spec(RV )

で定義されるポアソン多様体である ([A4]). このとき, Specm(grV ) ⊂ J∞XV であるこ
とが分かり ([Li]), さらに次が成立する.

補題 6 (荒川 [A4]). V が平滑であることと dimXV = 0であることは同値 15.

例

(i). XV k(g) = g∗ である. 従って, V k(g)の商である単純アフィン頂点代数Lk(g)の随
伴多様体XLk(g) はXV k(g) = g∗のG変な錘になる.

(ii). {e, f, h}をgの sl2トリプルとし,

Sf := f + ge ⊂ g = g∗, ge = {x ∈ g | [e, x] = 0}

とおく. Sfはスロードリーの横断片と呼ばれ, ポアソン構造を持つことが知られ
ている ([松, GG])が, 次が成立する ([DSK]).

XW k(g,f)
∼= Sf .

さらに
Spec(grW k(g, f)) ∼= J∞Sf

も成立し ([A5]), 従ってW 代数W k(g, f)はスロードリーの横断片のアーク空間
J∞Sfの量子化と見なすこともできる.

15正確にはV が強有限生成であること, つまりRV が有限生成であることが必要である.



Wk(g, f)をW k(g, f)の唯一の単純商頂点代数とする. スロードリーの横断片 Sf に
は f に可縮な C∗ 作用が存在するが, 単純 W 代数 Wk(g, f)の随伴多様体 XWk(g,f) は
XW k(g,f) = SfのC∗不変な部分代数多様体である. 従って, Wk(g, f)が平滑であること
と, XWk(g,f) = {f} であることは同値である.

定理 7 (荒川 [A5]). 任意のf ,kに対して以下が成立する.

(i). 全射 V k(g) ↠ Lk(g)は全射W k(g, f) = H0
DS,f (V

k(g))) ↠ H0
DS,f (Lkk(g)) を誘導

する.

(ii). XH0
DS,f (Lk(g))

∼= XLk(g) ∩ Sf .

従って, 特に以下が成立する.

(i). H0
DS,f (Lk(g))が零でないことと XLk(g)が軌道G.fを含むことは同値,

(ii). XLk(g) = G.f であるならばXH0
DS,f (Lk(g)) = {f}. 従ってH0

DS,f (Lk(g))は平滑であ
り, その商であるWk(g, f)もまた平滑である.

Lk(g)が可積分であることとXLk(g) = 0は同値であったので, このときは上の定理か
らH0

DS,f (Lk(g)) = 0 となってしまうことに注意する.

一方, アフィンリー環には完全可約性や指標のモジュラー不変性といった可積分表現
と同様な性質を持つ, 可積分表現よりずっと広い許容表現と呼ばれる表現のクラスが存
在する ([KW1]).

定理 8. Lk(g)を許容表現とすると, 次が成立する.

(i). (荒川 [A7], アドモビッチ・ミラス予想 [AdMi]) 頂点代数Lk(g) は圏Oの中では有
理的である. すなわち, 圏Oに属する任意のLk(g)加群は既約な許容表現の直和
である.

(ii). (荒川 [A5])

(a) (フェイギン・フレンケル予想 16) Lk(g)の随伴多様体XLk(g)は gの冪零錘
N = {x ∈ g | (adx)r = 0 (r ≫ 0)}に含まれる.

(b) さらに, XLk(g)は既約である. つまり, gの冪零軌道Okが存在し 17, XLk(g) =

Ok.

注意 9. Lk(g)は可積分な時はWZW模型と呼ばれる共型場理論に対応していた([TUY])

が, 許容表現の場合はログ共型場理論 18と呼ばれるエグゾティックな共型場理論に対応
している ([CR1, CR2]).

系 10 (荒川 [A5], カッツ・脇本予想 19 [KW2]). Lk(g) を許容表現とし, f ∈ Okとする
と, Wk(g, f)は平滑である.

注意 11. 全ての平滑なW 代数は系 10のように現れると予想されていたが, 最近川節
[Kaw]によって反例が与えられた.
16条件XLk(g) ⊂ N の重要性は次の点にある. この条件から, Lk(g)に対応するコンフォーマルブロック
に関して, その台が大域冪零錘に含まれることがわかり, 従ってBunG(Σ)上 (Σは曲線)のD加群と
してホロノミックであることが従う.

17 [A5]には軌道Okの具体的記述も与えられている.
18平滑性条件を課さないログ共形場理論.
19本来のカッツ・脇本の原論文 [KW2]では条件は組合せ論的に記述されている.



5. 極小系列W代数
許容アフィン頂点代数Lk(g)は

XLk(g) = N = G.fprin

となるとき, 非退化であると呼ばれる 20(fprinは主冪零元). このとき, 系 10より, 単純
W代数Wk(g, fprin)は平滑である.

次はフレンケル・カッツ・脇本 [FKW]によって予想され, 以来物理学者には定理と
して扱われてきた結果である.

定理 12 (荒川 [A6]). Lk(g)を非退化な許容アフィン頂点代数とする. このとき, Wk(g, fprin)

は有理的である.

g = sl2 のとき, これらの有理的W代数は [BPZ]に登場した極小系列ヴィラゾロ頂点
代数に他ならない. このため, 定理1のW代数は極小系列 (主)W代数と呼ばれる.

次も数学的は未解決であったが物理学者には定理として扱われきた結果である (ヴィ
ラソロ代数のGKO構成法 ([GKO])の一般化).

定理 13 (荒川・クルーチッグ・リンショー [ACL2]). gをADE型, Lk(g)を許容表現と
した時, コセット頂点代数

(Lk(g)⊗ L1(g))
g[t]

は極小系列 (主)W 代数に同型である. 逆にADE型の極小系列 (主)W 代数は全てこの
ようにして現れる.

W代数とコセット頂点代数の関係については他にも様々な問題がある ([ACL1, ALY]

など).

6. シューア指数とヒッグス枝予想
最近のホットな話題として, 頂点代数と高次元の場の理論との関係が挙げられる.

四次元のN = 2対称性を持つスーパーコンフォーマルな場の理論T はいくつかの重
要な不変量（オブザーバブル）を持つが, その一つにシューア指数IT (q)と呼ばれるも
のがある. ラステリ等 [BLL+]は

chΦ(T ) = IT (q)

を満たす「関手」

Φ : {4d N = 2 SCFTs} → {頂点代数} (1)

を構成した.

この対応によって現れる頂点代数は非常に興味深いが, エキゾチックでもある. 例え
ばこれらの頂点代数は決してユニタリーにならず, 従ってアフィンリー環の可積分表現
などは現れない. また必ずしも有理的ではなく, 平滑とも限らない.

20「殆どの」許容アフィン頂点代数は非退化である.



さて、四次元のN = 2超対称性を持つスーパーコンフォーマルな場の理論T には別
のヒッグス枝と呼ばれる不変量Higgs(T )がある. ヒッグス枝はT のカイラル環のスペ
クトルとて定義されるハイパーケーラーな代数多様体である 21.

ヒッグス枝と頂点代数の関係について, 次の「物理的」予想が存在する.

予想 14 (ビーム・ラステリ [Rast, BR]).

Higgs(T ) = XΦ(T ).

上の予想により, (1)の対応によって得られる頂点代数の随伴多様体はハイパーケー
ラーであり, 特にシンプレクティックであることが期待される. 一方, 頂点代数の随伴
多様体は一般にはシンプレクティックではなく単にポアソン多様体である.

随伴多様体がハイパーケーラーである頂点代数の例

(i). 許容アフィン頂点代数Lk(g): XLk(g) = O,

許容アフィン頂点代数の全てではないが, 一部は四次元の超対称性SCFT から現
れる ([XYY]など).

(ii). (荒川・モロー [AMor]) gはデリーヌ例外系列

A1 ⊂ A2 ⊂ G2 ⊂ D4 ⊂ F4 ⊂ E6 ⊂ E7 ⊂ E8

([Del]) に属する単純リー環, k = −h∨/6− 1 (h∨はgの双対コクスター数):

XLk(g) = Omin.

A1, A2, G2, F4型の場合はLk(g)は許容表現であり、上の主張は (i)に含まれるが,

D4, E6, E7, E8型の場合は許容表現ではなく, 新しい例を与える. これらは, 小平
の分類によって対応する楕円ファイブレーションからF理論を介して作られる四
次元のSCFTから得られる頂点代数であり, [BLL+]で扱われた四次元の超対称性
SCFT から得られる頂点代数の主要例でもある.

(iii). Lk(g)を上に現れるアフィン頂点代数とし, f ∈ XLk(g) = O としたときのW代数
H0

DS,f (Lk(g)):

XH0
DS,f (Lk(g)) = O ∩ Sf (冪零スロードリー横断片).

これらの全てではないが, 一部は四次元の超対称性SCFT から現れる ([SXY, BR]

など).

さて, ポアソン代数多様体は滑らかな解析的ポアソン多様体によるストラティフィ
ケーションを持ち, 従って各点を通るシンプレックティク葉が意味を持つ. 頂点代数
は, その随伴多様体が有限個のシンプレックティク葉を持つとき, 擬平滑であるという
([AK]).

21 4d-3d双対性というものが存在し, 例えばA型のクラスS理論と呼ばれる四次元の超対称性 SCFTの
ヒッグス枝は, 最近ブレーバーマン・フィンケルバーグ・中島によって数学的な定義が与えられた (星
形の箙に付随する)3次元のゲージ理論のクーロン枝と一致する.



定理 15 (荒川・川節 [AK]). V を擬平滑な頂点（作用素）代数とすると, その指標 chV

はモジュラー線形微分方程式を満たす.

モジュラー線形微分方程式の解のなすベクトル空間は SL2(Z)の作用で不変であり,

従って定理15は擬平滑な頂点（作用素）代数の指標がある種のモジュラー不変性を持
つことを意味する.

例えば上で現れた, 楕円ファイブレーションから作られる頂点代数の指標は非自明な
カズダン・ルスティック多項式で表されるため, このようなモジュラー不変性の存在は
全く明らかではない 22.

一方, 予想 14 と物理的考察から, 四次元の SCFTから来る頂点代数は擬平滑である
と期待される. このことから, 四次元のSCFTのシューア指数がモジュラー不変性を持
つことが分かるが, この結果は物理的にも新しいものである ([BR]参照).

この他にも, 四次元の超対称性SCFTと頂点代数の対応にはまだまだ興味深い内容が
ある ([Tac]など)が, 時間の関係でこれらについては別の機会があればお話したい.
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