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モデル理論はShelahのclassification tehoryをその一つの原動力として発展してきた.

Classification theoryとは大雑把に言って,理論Tを固定したときにそのモデルの個数と

モデルの濃度（非可算部分）をグラフにしたとき, どのような形のグラフが存在しうる

か分類する理論である. その中で提唱された様々な理論の安定性の諸クラス (stablility,

simplicity, NIPなど)はその後, 代数などへの応用の発見と共に広く研究され, 近年では

さらに一般化されたTP1, TP2, NIPnといったクラスが提唱されているが, それらの研

究手法の一つとして特に有限組合せ論の道具（ラムゼイクラス, Vapnik-Chervonenkis

次元など）の有用性が注目されている [1][6][7]. 本講演では Shelahが 2005年に導入し

たクラスであるNIPnに関する講演者の研究成果を題材にしながら, モデル理論と有限

組合せ論がどのように関連しあっているのか解説する.

以下では言語LならびにL-理論Tを固定し, Tのmonster model Mの中で議論する.

Definition 1 (Shelah[8]). 1. (n ≥ 1.) L-論理式 φ(x, y1, ..., yn)が次の性質を持つ

とき, IPn (n-independent property)をもつという：Ij = {aji ∈ M : i < ω}
(1 ≤ j ≤ n)が存在し, 任意の A ⊂ Πj≤nIj に対しある bA ∈ Mが存在し, |=
φ(bA, a1, ..., an) ⇔ (a1, ..., an) ∈ Aを満たす.

2. すべてのL-論理式が IPnを持たないとき, 理論TはNIPn(no IPn)であるという.

IP1をもつがNIP2であるような構造の例としては, ランダムグラフや無限次元内積

空間 ([2],[3])などが挙げられる. しかしこの定義ではNIPnと組合せ論の関連性は見え

てこないだろう. まず stableとNIPについてよく知られていた特徴づけを述べる.

Fact 2. Tが stableであることと以下の各条件はそれぞれ同値.

1. (A;φ(x, y)) ∼= (Q;<)となるようなA ⊂ M, L-論理式φが存在しない.

2. 全ての一様列は一様集合である. （本質的に順序が存在しない）

Fact 3. m-点集合上のφ(x, y)-タイプの数をπφ(m)で表すことにする. このとき, Tが

NIPであることと, 任意のφに対し, πφ(m)は高々次数dの多項式で上から抑えられる

ことは同値である. ここでdはφのV C次元である.

Fact 2はNIPについては順序をランダムグラフに置き換えたもの（L. Scow[5]）, NIPn

についてはハイパーランダムグラフに置き換えたもの（A. Chernikov, D. Palacin and

T.[2]）が成立することが近年の研究で示された. 稠密全順序, （順序ハイパー)ランダ

ムグラフに共通するのが, それら有限部分構造を全て集めるとラムゼイクラスになるこ

とである. 一方, ある有限構造のクラスKがラムゼイクラスであるかどうかは一般には

判断が難しいが, クラスKがラムゼイクラスであることと, （任意の理論の）monster

modelのなかでK-一様集合の存在が保証されることが同値になることがL. Scow[6]に
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よって示されている. この対応関係はモデル理論とラムゼイクラスの関連を強く示唆

していると考えられる. 実際, 講演者は逆に, このラムゼイクラスとモデル理論の対応

関係に注目し, 新しく stable(NOP)の一般化としてNOP2というクラスを導入し, NIPn

と平行した議論がラムゼイクラスの持つ性質だけを用いた証明によって可能なことを

示した [9].

一方Fact 3のNIPnへの一般化はShelahによって問題提起されていたが, 講演者らは

以下の定理を示してShelahの問に答えた.

Theorem 4 (A. Chernikov, D. Palacin and T.[2]). m-点集合のn-直積上のφ(x, y1, ..., yn)-

タイプの数を πφ(m)で表す. このとき, T が NIPnであることと次は同値：πφ(m) ≤∑
i<z

(
mn

i

)
≤ 2cm

n−ϵ
. ただし z = zn(m, d+ 1)はn次のZarankiewicz数であり, dはφの

V Cn次数, ϵ = (d+ 1)1−n.

ここでは詳述できないが, VC次元とはVapnikとChervonenkisによって提唱された

もので, 集合族の組み合わせ論的な複雑さを表す指標のひとつである. 機械学習の一理

論であるPAC-学習において, VC次元の有限性がPAC学習可能であることと同値 [10]

であることが知られている. この PAC学習のVCn次元に対応する拡張も講演者らに

よって提案されている [4]. 一方Zarankiewicz数は extremal graph theoryにおける研究

対象であり, (n = 2のとき)以下のように定義される.

Definition 5. z = z(m, d)は, 頂点数 2mの 2部グラフが z本の辺を持ったとき必ず完

全二部グラフKd,dを部分グラフに持ってしまうような最小の自然数 zである.

Zarankiewicz数の tightな upper boundについては dが一般の場合についてはn = 2

のときさえ未解決である. 一方講演者らの研究によって, 任意のn, d, z = zn(m, d)につ

いてπφ(m) ≥ 2z−1が成立するようなNIPnな論理式φが存在することも示された.
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