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1. はじめに
限量子記号消去 (Quantifier Elimination、 以下ではQEと略記する )とは代数的な一階
述語論理式から限量子記号∃, ∀を取り 除き、 それと等価な自由変数のみの代数的な式
を求めることである。 数式処理で最もよく 扱われるのは実数領域と複素数領域におけ
る QEである。 本稿では、 これらのQEをおこなうアルゴリ ズムに関する平易な解説を
与える。 また、 現時点で利用できるソフト ウエアについても紹介する。

2. 実数領域のQE

実数領域における最初のQEアルゴリ ズムはTarskiによって与えられた。 (古い論文で
あるが、 [12]に原論文がそのまま掲載されている。 ) 一変数実多項式の実根に関する情
報を与える Sturm列 (例えば [11]に詳しい解説が与えられている )を巧妙に利用したア
ルゴリ ズムであるが、 計算量を考慮していないため実際にプログラムとして実装して
も使い物にならない。 その後 [5]によって部分終結式の計算による効率的な Sturm列の
計算を利用した CAD(Cylindrical Algebraic Decomposition)の計算に基づく QEアルゴ
リ ズムが提唱され、 今日利用できる QEプログラムの多く がこの方法に基づいている。
(CADに基づく QEの平易な日本語の解説本 [1]が出版されているので、 詳しく 知り た
い読者はそちらを参照されたい。 ) しかしながら 、 扱う論理式が多く の等式を含むよう
な場合、 CADによる QEは無駄な計算を多数おこなってしまう ため効率が悪い。 [4]で
は、 多変数代数方程式の実根の個数に関する Hermiteの理論を利用して、 包括的グレ
ブナー基底系 (Comprehensive Gröbner System)の計算に基づく QEアルゴリ ズムを導
入している。 このアルゴリ ズムは等式を多く 含む論理式にたいして有効である。 例え
ば、 初等幾何学の問題は実数領域のQEによってコンピューターによる自動解法が可能
であるが、 国際数学オリ ンピックで出題されるよう な複雑な幾何問題の解法や、 [2]で
採用されている大学入試問題の解法のためには、 一般に多数の等式を含む論理式に対
する QEが必要になる。 この種の論理式にたいしては、 [4]の方法が他の方法より も圧
倒的に有効であることが報告されている。

3. 複素数領域のQE

複素数領域は代数的閉体なので、 複素数領域のQEは実数領域のQEより も遥かに容易
である。 複素数領域のQEアルゴリ ズムはパラメーター付きの一変数多項式の最大公
約元の計算を繰り 返すことで容易に構成できるが、 パラメーター空間の分割が複雑に
なるため効率的ではない。 実際、 Mathematicaの複素数領域のQEアルゴリ ズムはこの
方法に基づいて実装されているが、 性能はよく ない。 これに対し 、 多変数多項式環に
おけるイデアルの包括的グレブナー基底系の計算を利用した方法の方が一般には効率
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がよいことが [3]で報告されている。

4. QEソフト ウエア
実数領域のQEをおこなう ソフト ウエアについて紹介する。 数式処理システムの組み込
み関数として実装されている QEプログラムで最も洗練されているのは、 商用の数式
処理システム Mathematica の組み込み関数 Resolve と Reduceである ([8])。 フリ ー
の数式処理システム Reduce にも、 デフォルト で利用できるパッケージ redlog([10]) の
組み込み関数　 rlqe と rlhqe が実装されているが、 式の簡易化プログラムが洗練さ
れておらず、 出力される式が異常に複雑になる傾向がある。 商用の数式処理システム
Mapleは組み込み関数として実装された QEプログラムを有しないが、 Maple上で利
用できる QEプログラムが２ つオープンソースとして公開されている。 富士通が公開
している SyNRAC([6])は、 一般に高速であり 、 出力の簡易化プログラムも性能がよ
い。 [7] で公開されている RegularChains の計算に基づいた CAD を利用したプログラ
ムは、 redlog のQEプログラムほどではないが、 出力される式が複雑になる傾向があ
る。 もっとも歴史の古いQEソフト ウエアは QEPCAD([9])である。 CADのみに基づ
く QEプログラムなので計算速度は一般に上記のプログラムより も劣るが、 出力され
る式は非常にシンプルである。
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