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1. 本講演の目的
bを2以上の整数とする. 任意の非負整数は0, 1, . . . , b− 1のdigitを有限回用いて b進展
開出来る. また, 任意の非負実数は 0, 1, . . . , b − 1の digitを無限回用いて b進展開出来
る. これらの展開に関して, digitの一様性について様々な研究がされてきた.

本講演では, まず整数の b進展開の研究対象として, smooth numberと呼ばれる整数
の b進展開におけるdigitの一様性を考察する. 次に, 実数の b進展開の研究対象として,

代数的無理数の b進展開におけるdigitの一様性に関する問題を扱う. この際, 代数的数
のベータ展開におけるdigitの一様性も考察する. ベータ展開は, b進展開の自然な一般
化であり, 力学系などに応用がある. b進展開やベータ展開のdigitという数値実験可能
な対象に関する予想について, 近年の進展を紹介することが本講演の目的である.

ここで本講演を通じて用いる記号を紹介する. 非負整数全体の集合, および正整数
全体の集合をそれぞれ N,Z+と表す. 実数 xに対して, その整数部分, 小数部分をそ
れぞれ ⌊x⌋, {x}と表す. 代数的数 ξに対して, P (ξ) = 0を満たす次数最小の多項式
P (X) = ADX

D + AD−1X
D−1 + · · · + A0 ∈ Z[X]で, 以下の 2条件を満たすものを ξの

最小多項式と呼ぶ: AD > 0かつAD, AD−1, . . . , A0の最大公約数は 1. さらに, ξの最小
多項式の次数を ξの次数と呼ぶ. 例えば, 1/

√
3の最小多項式は3X2 − 1であり, 次数は

2である. また, 体の拡大L/Kの拡大次数を [L : K]で表す.

2. Smooth numberのb進展開に関する一様性
2.1. Smooth numberの定義

正整数nの最大素因子をP [n]と書く. 便宜上P [1] = 1であるとする. P [n]が “小さい”

とき, nを smooth numberと呼ぶ. P [n]が “小さい”という箇所を具体的にした定義を
以下に述べる: xを 2以上の実数とする. このとき, 正整数 nが x-smoothであるとは,

P [n] ≤ x, すなわち, nの全ての素因子が x以下となることである. 例えば, 2-smooth

numberは 2i (i ∈ N)の形の整数であり, 3-smooth numberは 2i3j (i, j ∈ N)の形の整数
である. また, 2以上の整数aおよび非負整数mに対してamはP [a]-smoothである.

以下, 本章では固定された整数 b ≥ 2に対して, smooth numberの b進展開における
digitを考察する.

2.2. 整数のベキamのdigitに関する予想

1979年Erdősは, 2項係数
(
2n
n

)
が square-freeであるかという問題を考察するために, 2

のべき2mの3進展開に関する以下の予想を提案した.
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予想 1 (Erdős [12]) mを9以上の整数とする. このとき, 2mの3進展開において, digit

2が少なくとも1回現れる (m = 8の場合, 28 = (100111)3).

T を正整数とする. 2mの 3進展開において digit 2が現れないような非負整数mで, T

以下のものの個数をN(T )とする. Narkiewicz [19]は,

N(T ) ≤ 1.62T log3 2

であることを示した (ただし, log3 2 = (log 2)/(log 3) ≈ 0.63092). この評価式は, Erdős

の予想の部分的な結果である. 特に, Erdősの予想を満たさない非負整数m全体の集合
は, Nにおいて密度0である.

さらに, DupuyとWeirich [11]は数値計算などの結果, 素数のベキ乗のdigitに関する
予想を提案した. aは b − 1以下の非負整数とする. 正整数nに対して, nの b進展開に
aがdigitとして現れる回数を τb(a;n)と書くことにする. 正整数nの b進展開において,

用いられるdigitの個数は1 + ⌊logb n⌋ ≈ logb nであることに注意すると, 以下の予想は
digitの一様性に関するものである.

予想 2 (Dupuy and Weirich [11]) p, qを相異なる素数とする. このとき, 0 ≤ a ≤
q − 1となる任意の整数aに対して,

lim
m→∞

τq(a; p
m)

logq(p
m)

=
1

q

が成り立つ.

τq(a; p
m)の大きさに関する評価式を与えることは非常に難しい. 例えば, 十分大きな任

意の正整数mに対してτ3(2; 2
m)が正であることも証明されていない (Erdős予想). 代わ

りに, 本講演では正整数nの b進展開における0ではないdigitの個数λb(n), すなわち,

λb(n) = τb(1;n) + τb(2;n) + · · ·+ τb(b− 1;n)

の下からの評価式を与える. これはdigitの一様性の予想に対する部分的な結果である.

定理1および系1において, 正整数a, bが乗法的独立であるとは, 以下が成り立つことで
ある: 任意の整数の組 (i, j)に対して, aibj = 1ならば, i = j = 0である.

定理 1 (Stewart [22]) a, bを乗法的独立な2以上の整数とする. また, εを任意の正の
実数とする. このとき, a, b, εのみに依存する計算可能な正定数C1 = C1(a, b, ε)が存在
して, 以下が成り立つ: n ≥ C1なる任意の整数nに対して,

λa(n) + λb(n) ≥ (1− ε)
log log n

log log log n
.

特に, 任意の非負整数mに対して, λa(a
m) = 1より, 以下を得る.

系 1 a, bを乗法的独立な 2以上の整数とする. また, εを任意の正の実数とする. この
とき, a, b, εのみに依存する計算可能な正定数C2 = C2(a, b, ε)が存在して, 以下が成り
立つ: m ≥ C2なる任意の整数mに対して,

λb(a
m) ≥ (1− ε)

logm

log logm
.



2.3. Smooth numberにおける0ではないdigitの個数

Bugeaudは smooth numberの0ではないdigitの個数に関して次の問題を提案した.

問題 1 (Bugeaud [8]) bで割ることが出来ない十分に大きな整数 nで, 以下の 2条件
を同時に満たすものは存在するか.

条件1 nは“smooth number” (P [n]が“小さい”).

条件2 λb(n)が“小さい”.

この問題に対して, Bugeaudは上記の条件を満たす整数nは存在しないであろうと予
想した. なお, P [bm] = P [b], λb(b

m) = 1 (m ∈ N)などの例があるため, bはnを割り切
らないという条件は必要である. Bugeaudの予想において, 条件 1と条件 2を同時に満
たす nはないという箇所を, 以下の表現に言い換えることが出来る: P [n]が “小さい”

ならば, λb(n)は “小さくはない”. 例えば, nが n = am(m ∈ N)の形 (このとき, nは
P [a]-smooth number)ならば, 系 1は λb(n)の下からの評価式を与える. Bugeaudの予
想は, 一般の smooth numberに対して系1の類似が成立するかを問うものである.

本節では,適切な増加関数g(n) : Z+ → Z+を用いることにより, P [n] ≤ g(n)という条
件から, λb(n)の下からの評価式を導く. bで割り切ることが出来ない整数nがn ≥ b+1

を満たすならば, λb(n) ≥ 2であり, これは自明な評価式である. 先行結果として, 非自
明な評価式λb(n) ≥ 3, 4を導くための g(n) を以下に述べる:

定理 2 nは bで割ることが出来ない正整数とする.

(1) bのみに依存する計算可能な正定数C3 = C3(b)が存在して, 以下を満たす:

n ≥ C3かつP [n] ≤ (log n)1/2 exp

(
log log n

105 log log log n

)
なら, λb(n) ≥ 3 (Stewart, [21]).

(2) εを任意の正の実数とする. このとき, b, εのみに依存する計算可能な正定数C4 =

C4(b, ε)が存在して, 以下を満たす:

n ≥ C4かつP [n] ≤ (1− ε)(log log n)
log log log n

log log log log n
ならば, λb(n) ≥ 4 (Bugeaud, [8]).

Bugeaudとの共同研究により, λb(n)の下からの評価式という観点から先行結果を以下
のように改良できた.

定理 3 ([10]) nは bで割ることが出来ない正整数とする.

kを 3以上の整数とし, εを任意の正の実数とする. このとき, b, k, εのみに依存する計
算可能な正定数C5 = C5(b, k, ε)が存在して, 以下を満たす:

n ≥ C5かつP [n] ≤
(

1

k − 2
− ε

)
(log log n)

log log log n

log log log log n
ならば, λb(n) ≥ k + 1.

無限大に発散する関数h(n)を用いた評価式λb(n) ≥ h(n)を証明することにより, さら
に結果を精密化することが出来た. 精密化の一例を以下に述べる.

定理 4 ([10]) nは bで割ることが出来ない正整数とする.

bのみに依存する計算可能な正定数C6 = C6(b)が存在し, n ≥ C6なら以下が成り立つ:

P [n] ≤

√
(log log n)

log log log n

log log log log n
なら, λb(n) ≥

1

3

√
(log log n)

log log log n

log log log log n
.



3. 実数のベータ展開に関する一様性
3.1. 実数のベータ展開について

β > 1を実数とする. ベータ変換Tβ : [0, 1) → [0, 1)は, 実数の小数部分をとる関数 {·}
を用いて, Tβ(x) = {βx}と定義される. さらに, 0 ≤ x < 1を満たす実数xをとる. xの
ベータ展開は, digitの列 sβ(x;n) = ⌊βT n−1

β (x)⌋ (n = 1, 2, . . .)を用いて,

x =
∞∑
n=1

sβ(x;n)β
−n, (1)

によって定まる. ただし, T n−1
β はTβのn − 1回反復合成であり, n − 1 = 0の時は恒等

写像を表す. βが 2以上の整数 bの場合, (1)はxの通常の b進展開である. 以下, 本章で
はβは固定された実数とする. βが整数であることを強調する場合, βを bと書く.

ベータ展開において, Pisot数, Salem数と呼ばれる代数的整数が重要な役割を果たす.

任意の有理数 xのベータ展開が周期的ならば, βはPisot数または Salem数であるため
である. ここで, Pisot数およびSalem数の定義を述べる. β > 1を d次の代数的整数と
し, β1 = β, β2, . . . , βdをその共役とする. βがPisot数であるとは, i ≥ 2ならば, |βi| < 1

となることである. 例えば, 2以上の任意の整数 bおよび黄金比 (1 +
√
5)/2はPisot数

である. また, βがSalem数であるとは, i ≥ 2ならば, |βi| ≤ 1となり, さらにある j ≥ 2

が存在して, |βj| = 1を満たすことである. 例えば, 方程式X4 −X3 −X2 −X + 1 = 0

について, 1より大きい唯一の実根β(≈ 1.7220)は次数4のSalem数である.

3.2. 正規数の定義とBorel予想

実数xのdigitの列 sn(β;x) (n = 1, 2, . . .)が “一様”ならば, xはベータ展開に関して正
規数と呼ばれる. 簡単のためにβが整数 bである場合に, 正規数の厳密な定義を述べる.

Lは正整数であるとし, w1, w2, . . . , wLは各々0 ≤ wi ≤ b− 1を満たす整数とする (この
ような整数の組は bL通り). xの小数第 1位からN + L − 1位までに, 長さLのワード
w = w1w2 · · ·wLが現れる回数を τb(w, ξ;N)とおく. すなわち, τb(w, ξ;N)は

Card{1 ≤ n ≤ N | sb(x;n) = w1, sb(x;n+ 1) = w2, · · · , sb(x;n+ L− 1) = wL}

である (Cardは集合の濃度を表す). もしもdigitが“一様”ならば, 各正整数Lに対して,

長さLの任意のワードが等しく割合 b−Lでdigitの列に現れることが期待される. この
ため, 任意のワードw = w1w2 · · ·wLに対して

lim
N→∞

τb(w, ξ;N)

N
=

1

bL

が成立するとき, ξは b進展開において正規数であると定義される.

具体的に与えられた実数が正規数であるかどうかを判定する事は一般に難しい. 例
えば, Borel [4]は任意の代数的無理数は b進展開において正規数であると予想した. と
ころが, 正規性の証明された (または非正規性が証明された)代数的無理数および整数 b

は存在しない. Borelの予想は大変難しい未解決問題だが, 代数的無理数の b進展開は擬
似乱数の観点から重要である. 代数的数 ξが与えられたとき, Tb(ξ)の最小多項式に関し
て, 整数のみを用いた計算が可能なためである (例えば, Saito and Ito [20]). 本章では,

代数的無理数の正規性について, 有理近似の誤差限界 (ディオファントス不等式)より得



られる部分的結果をまず紹介する. 次に, Bailey, Borwein, Crandall, Pomeranceによっ
て 2004年に開発された新しい手法を紹介する. なお, 現在知られている正規性の判定
条件や正規数の構成方法などは, 例えばBugeaudによる文献 [5]に詳細が記されている.

3.3. 有理近似の誤差限界を用いた正規性の部分的な結果

ξを代数的無理数とする. 前節に述べたBorelの予想が正しいと仮定すれば, ξが b進展
開において正規数であり, 特に{0, 1, . . . , b− 1}の元を有限個並べた任意のwordは ξの
digitの列に現れる. ところが, 例えばword 00が任意の代数的無理数の2進展開に現れ
るかどうかすら未解決である. 正規性の部分的な結果を紹介するため, 正整数Lに対し
て, ξの b進展開に現れる長さLのワードの種類の個数をpb(ξ;L)と書く. すなわち,

pb(ξ;L) := Card{sb(ξ;n)sb(ξ;n+ 1) · · · sb(ξ;n+ L− 1) | n ∈ Z+}

である. ξが b進展開に関して正規数ならば,

pb(ξ;L) = bL (2)

である. pb(ξ;L)の下からの評価式に関して現在知られている結果を紹介する. この結
果により, 具体的にどのような長さLのwordが与えられるかを記述することは出来な
いが, 代数的無理数の b進展開におけるdigitの列の“複雑さ”を保証することは出来る.

定理 5 ξ ∈ [0, 1)を代数的無理数とする.

(1)

lim
L→∞

pb(ξ;L)

L
= ∞ (Adamczewski and Bugeaud, [1]).

(2) η < 1/11を満たす任意の実数に対して,

lim sup
L→∞

pb(ξ;L)

L(logL)η
= ∞ (Bugeaud and Evertse, [9]).

ワードの種類の個数pb(ξ;L)について, 定理5と予想される式 (2)の間にギャップが大き
いため, よりよい評価式を得ることが今後の研究課題である.

正規性に関して, ワードの種類以外の結果を得るために, Bugeaud [6]はdigit変化数
の研究を提案した. 正整数Nに対して, digitの有限列sβ(ξ; 1)sβ(ξ; 2) · · · sβ(ξ;N +1)に
おいて隣接するdigitが異なる箇所の数をγβ(ξ;N)と書くことにする. すなわち,

γβ(ξ;N) = Card{n ∈ Z+ | n ≤ N, sβ(ξ;n) ̸= sβ(ξ;n+ 1)}

である. βが整数 bであり, ξが b進展開に関する正規数ならば,

lim
N→∞

γb(ξ;N)

N
=

b2 − b

b2
=

b− 1

b
(3)

が成立する. Bugeaudはdigit変化数に関する以下の評価式を得た.

定理 6 ([7]) βはPisot数またはSalem数とする. また, ξは代数的数であるとする. こ
こで, 無限の多くのnに対して sβ(ξ;n) ̸= sβ(ξ;n + 1) が成り立つと仮定する. すると,

β, ξのみに依存する計算可能な正の定数C7 = C7(β, ξ), C8 = C8(β, ξ)が存在して, 以下
を満たす: N ≥ C8を満たす任意の整数Nに対して,

γβ(ξ;N) ≥ C7
(logN)3/2

(log logN)1/2
. (4)

下からの評価式 (4)と予想式 (3)の間のギャップもやはり大きいが, ξがある条件を満た
す場合に評価式を飛躍的に改良出来るので, 次節で紹介する.



3.4. Bailey, Borwein, Crandall, Pomeranceの手法による改良

Bailey, Borwein, Crandall, Pomerance [3]は代数的無理数の2進展開において, 0ではな
い digitの個数を研究するための画期的な手法を開発した. ξ ∈ [0, 1)を実数とし, Nを
正整数とする. ベータ展開のdigitの有限列 sβ(ξ; 1)sβ(ξ; 2) · · · sβ(ξ;N)において, 0では
ないdigitが現れる回数をλβ(ξ;N)とおく. すなわち,

λβ(ξ;N) = Card{n ∈ Z+ | n ≤ N, sβ(ξ;n) ̸= 0}

である. 例えば,
√
2の2進展開

√
2 =:

∑∞
n=0 sn2

−n (sn ∈ {0, 1})を考える. すると,(
∞∑
n=0

sn2
−n

)2

= 2 =
∞∑
n=0

2−n = (1.11111 . . .)2

となる. 実数の2進展開における和・積に関する繰り上がりの様子を観察することによ
り, 以下の評価式が示される: 任意の正の実数 εに対して, Nが十分に大きいならば,

λ2(
√
2;N) >

1− ε√
2

√
N.

同様の評価式が一般の代数的無理数の2進展開に対しても成立する.

定理 7 (Bailey, Borwein, Crandall, and Pomerance [3]) ξを次数Dの代数的無
理数とする. このとき, ξにのみ依存する計算可能な正定数C9 = C9(ξ)が存在して, N

が十分に大きいならば,

λ2(ξ;N) > C9N
1/D.

定理 7は, Nに関する条件を計算可能な正定数で表せない. Adamczewski, Faverjon [2]

とBugeaud [5]は独立に, 一般的な b進展開でNに関する計算可能な条件を求めた.

定理 8 (Adamczewski and Faverjon [2], Bugeaud [5]) ξを次数Dの代数的無理
数とする. このとき, b, ξ にのみ依存する計算可能な正定数 C10 = C10(b, ξ), C11 =

C11(b, ξ)が存在して, 以下が成り立つ: N ≥ C11ならば,

λb(ξ;N) > C10N
1/D.

βがPisot数またはSalem数の場合も類似の定理を証明することが出来る.

定理 9 ([17]) β は Pisot 数または Salem 数とする. また, ξ は代数的数とし, D =

[Q(β, ξ) : Q(β)]とおく. 無限に多くのnに対して, sβ(ξ;n) ̸= 0であると仮定する. する
と, β, ξのみに依存する正定数C12 = C12(β, ξ), C13 = C13(β, ξ)が存在して, N ≥ C13な
らば以下が成り立つ:

λβ(ξ;N) > C12

(
N

logN

)1/D

.

ξがある条件を満たせば,同様の手法がdigit変化数にも適用できる. まずは具体例を述べ,

後に ξの条件を述べる. 例えば, 1/
√
3の2進展開1/

√
3 =:

∑∞
n=1 s

′
n2

−n (s′n ∈ {0, 1})は(
∞∑
n=1

s′n
2n

)2

=
1

3
= (0.01010101 . . .)2



を満たす. 実数の2進展開における和・積に関する繰り上がりの様子を観察することで,

以下の評価式が示される: 任意の正の実数 εに対して, Nが十分に大きいならば,

γ2

(
1√
3
;N

)
>

1− ε√
2

√
N.

この式は, 先行結果 (4)と比較すると予想式 (3)により近い. さて, ξが満たすべき一般
の条件を述べよう.

定理 10 ([16]) ξを代数的無理数とし, ADX
D + · · · + A1X + A0をその最小多項式と

する. 正の整数uが存在し, 以下の3条件を満たすと仮定する.

1. uと bは互いに素.

2. uはA0(b− 1)Dを割り切らない.

3. 1 ≤ h ≤ Dを満たす各hに対して, uはAh(b− 1)D−hを割り切る.

このとき, b, ξにのみ依存する計算可能な正定数C14 = C14(b, ξ), C15 = C15(b, ξ)が存在
して, N ≥ C15ならば以下が成り立つ:

γb(ξ;N) > C14N
1/D.

定理 10の仮定は技術的であるが, b = 2の場合は, 「AD, . . . , A1を割り切るが, A0を割
り切らない奇素数 pが存在する」という比較的簡単な条件である ([15]). 例えば, 1/

√
3

の最小多項式3X2 − 1に対して, 奇素数3がこの条件を満たす.

4. まとめ及びdigitに関するその他の話題
2章では, smooth numberの0ではないdigitの個数を主に扱った. ところが, 特に整数の
ベキamに関する予想式と既知の評価式のギャップが大きく, 評価式の改良をすることが
今後の課題である. 今回, 多項式P (X)に対する整数P (m) (m = 1, 2, . . .)の b進展開は
扱わなかったが,簡単のために2進展開の一つの未解決問題を紹介する. λ2(m

2) = λ2(m)

という特殊な関係式が成り立つ正整数mの個数を考察する. すなわち, 正整数Nに対
し ρ(N) = Card{m ∈ Z+ | m ≤ N, λ2(m

2) = λ2(m)}とおく. Melfi [18]は ρ(N)に対し
て ρ(N) ≈ N δ/(logN) (δ ≈ 0.75488)であると予想した. 予想に対し, 現在の最良の結
果は, Hare, Laishram, Stoll [13]によるρ(N) ≥ cN1/19(cは正の定数)である.

3章では, 代数的数のベータ展開における digitの一様性について考察した. 3章 4節
の手法は, 先行結果を大幅に改良できるが, 適用できる問題は限られ, さらに扱える代
数的数に制限がある. 定理の仮定を弱め, 一般化をすることが今後の課題である. また,

今回は扱わなかったが, ベータ展開において1の展開が周期的になるかを判定する事も,

未解決の課題である. 1の展開は, 例えば10進展開において1 = 0.999 . . .の右辺を表し,

ベータ展開の力学系において重要な展開である. 特に, βがSalem数の場合, 1の展開の
周期性は未解決であり, 部分的な結果が例えば [14]で扱われている.

整数及び実数の digitに関して, 数値実験などにより予想されることを実際に証明す
ることは一般にとても難しい. 特に, digitが一様であることを示すことは難問である.

本講演では述べなかったが, b進展開やベータ展開以外にも連分数展開など実数の近似
と関連した種々の展開があり, これらの展開における digitの一様性も研究がされてい
る. 特に, 代数的数など特殊な定数に関してdigitの一様性を研究することが, 数論的な
関心のみならず応用数学の観点からも必要とされている.
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