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概 要

Jordan箙に付随する量子Coulomb枝と，cyclotomic rational Cherednik代
数の spherical部分代数とが同型であるという [KN]の結果について紹介する．

1. イントロダクション
中島 [N2]は，理論物理学で研究されていた3次元ゲージ理論のCoulomb枝の数学的な
定義を提唱した．その提唱に基づき，Braverman-Finkelberg-中島 [BFN1]は特別な場
合（cotangent type）にCoulomb枝のアフィン代数多様体としての定義を与えた．講
演者は中島啓氏との共同研究 [KN]で，Jordan箙に付随する場合にCoulomb枝の量子
化と cyclotomic rational Cherednik代数の spherical部分代数との間の代数の同型を構
成した．
[BFN1]によるCoulomb枝とその量子化の構成は，表現論でよく使われるconvolution

代数の手法を用いる．そこで本稿では，第2節でconvolution代数によるWeyl群の群環
の構成についてまず思い出し，第3節でCoulomb枝の構成を説明する．[KN]の主結果
については第 4節で述べる．最後の第 5節では，量子Coulomb枝とヤンギアンY (ĝl1)

との関係について述べる．

2. Springer表現
G = GLn(C)とし，B = {可逆な上三角行列 }をそのBorel部分群とする．gと bでそ
れらのLie代数を表す．すなわち

g = gln(C) = End(Cn) ⊃ b = {上三角行列}

とする．旗多様体G/Bの余接束T ∗(G/B)は，B加群 (g/b)∗から誘導されるG/B上の
ベクトル束

G×B (g/b)∗ = G× (g/b)∗/(g, x) ∼ (gb, b−1x) (b ∈ B)

と同一視される．trace形式によってG加群としての同型g∗ ∼= gを固定すると，この同
型によって (g/b)∗は

n = [b, b] = {冪零な上三角行列}

と同一視される．T ∗(G/B)へのG作用に関するモーメント写像とg∗
∼=→ gとの合成

T ∗(G/B) → g∗
∼=→ g

は
G×B n → g, [g, x] 7→ gxg−1

と同一視され，その像は冪零行列全体のなす代数多様体Nと一致する．写像T ∗(G/B) ∼=
G×B n → NはSpringer resolutionと呼ばれ，表現論において重要な役割を果たす．以
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下ではSpringer resolutionとWeyl群（この場合はn次対称群Sn）の表現論との関係に
ついて述べる．
ファイバー積

Z = T ∗(G/B)×N T ∗(G/B)

をSteinberg多様体と呼ぶ．

定理 2.1 (Ginzburg). (1) C係数Borel-Mooreホモロジー群H∗(Z)には積が定義され，
結合的C代数になる．

(2) 最高次の部分Htop(Z) = H2 dimC Z(Z)はH∗(Z)の部分代数．

(3) C代数として
Htop(Z) ∼= CSn

である．

定理内の用語についていくつか説明をする．まず，Borel-Mooreホモロジー群とは，
通常の特異ホモロジー群を定義する際のチェイン（特異単体の有限和）を局所有限な
チェインに置き換えて定義されるもので，コンパクトでもスムーズでもない空間を扱
う場合にしばしば使われる．次に，H∗(Z)の積について述べる．M = T ∗(G/B)とし，

pij : M ×M ×M → M ×M

を (i, j)成分への射影とする．α, β ∈ H∗(Z)に対して

α ∗ β = p13∗(p
∗
12α ∩ p∗23β)

と定義し，convolution積と呼ぶ．この構成はもっと一般の状況にも適用できる．
こうして定義されたconvolution積は，関数に対して定義されるいわゆるconvolution

積の類似になっている．古典的には，群とその部分群のペアから定まる convolution代
数をHecke代数と呼ぶが，H∗(Z)はその類似物である．古典的な意味での convolution

代数の例を二つ挙げる．例 2.2はこの節での構成と類似点があり，例 2.3は次の節での
構成と類似点がある．

例 2.2 (岩堀-Hecke代数). G = GLn(Fq) ⊃ B = {可逆な上三角行列 }とすると，G上
の両側B不変関数のなすCベクトル空間C(B\G/B)は

(f ∗ g)(x) =
∑
y∈G

f(y)g(y−1x)

によって代数になり，岩堀-Hecke代数と同型．

例 2.3 (佐武同型). G = GLn(Qp) ⊃ K = GLn(Zp)とすると，G上のコンパクト台を
持つ両側K不変関数のなすCベクトル空間Ccpt(K\G/K)は

(f ∗ g)(x) =
∫
G

f(y)g(y−1x)dy

によって代数になり，C[X±1
1 , . . . , X±1

n ]Snと同型．



定理 2.1によればHtop(Z)は対称群Snの群環と同型である．では「H∗(Z)全体は何
か？」という疑問が自然に生じるが，これに答えるには同変ホモロジー群を考えると
見通しがよい．
GがC上の代数多様体Xに作用するとき，G同変Borel-Mooreホモロジー群HG

∗ (X)

が定義される（定義や詳しい性質は [N1]を参照せよ）．

定理 2.4. C代数として

HG
∗ (Z)

∼= CSn ⋉C[x1, . . . , xn]

である．

左辺HG
∗ (Z)は1点の同変コホモロジー環H∗

G(pt)上の代数である．一方，右辺CSn⋉
C[x1, . . . , xn]は対称多項式環C[x1, . . . , xn]

Snを部分代数として自然に含んでおり，定
理 2.4の同型はH∗

G(pt)
∼= C[x1, . . . , xn]

Snという同一視と整合的になっている．特に，
定理 2.4の同型を特殊化することで

H∗(Z) ∼= CSn ⋉
(
C[x1, . . . , xn]/⟨C[x1, . . . , xn]

Sn
+ ⟩
)

というC代数の同型を得る．
次に，T ∗(G/B)のファイバー方向へのC×作用を加えて convolution代数HG×C×

∗ (Z)

を考える．これはH∗
C×(pt)上の代数である．新しいC×作用に関する同変パラメータを

ℏで表す．つまり，1点の同変コホモロジー環をH∗
C×(pt) ∼= C[ℏ]と同一視する．

定理 2.5 (Lusztig). C[ℏ]代数として

HG×C×

∗ (Z) ∼=退化アフィンHecke代数

である．

ここで，右辺の退化アフィンHecke代数はCSn ⋉ C[x1, . . . , xn]をパラメータℏを加
えて変形した代数である．より詳しく述べると，変形する前の関係式

sixi = xi+1si

を
sixi = xi+1si − ℏ

と変形したものになっている（siは iと i+ 1の置換）．
ここまでで述べたことをまとめると次のようになる．

� �
• Springer resolutionから定まる convolution代数によって，興味深い代数を構成す
ることができる．
• C×作用に関する同変ホモロジー群を考えると，代数の変形が得られる．� �
この節の最後に，表現論への応用について述べる．Springer resolution µ : T ∗(G/B) →

Nの各点でのファイバーµ−1(x)をSpringerファイバーと呼ぶ．convolution積と同様の

構成により，H
StabG×C× (x)
∗ (µ−1(x))はHG×C×

∗ (Z)加群となり，Htop(µ
−1(x))はHtop(Z)

加群となる．



応用 2.6 (Springer対応). Htop(µ
−1(x))はSn表現として既約で，

x 7→ Htop(µ
−1(x))

は全単射
G\N

∼=→ {Snの既約表現の同型類}

を与える．この集合はnの分割と1対1に対応する．

応用 2.7. 退化アフィンHecke代数の既約表現の分類と次元公式が得られる．

3. Coulomb枝
GをC上の簡約代数群とし，NをGのC上の有限次元表現とする．Braverman-Finkelberg-

中島 [BFN1]に従い，(G,N)のペアから可換C代数を構成する．なお，本講演の主結
果はG = GLn(C), N = End(Cn)⊕ (Cn)⊕lの場合に関するものである．
K = C((z)) ⊃ O = C[[z]]とし，

GK = G(K) ⊃ GO = G(O),

NK = N⊗C K ⊃ NO = N⊗C O

とする．Gr = GK/GOは，アフィングラスマンと呼ばれる無限次元の旗多様体（の一
種）である．GO加群NOから誘導されるGr上の（無限階数の）ベクトル束を

T = GK ×GO NO

とし，Springer resolutionの類似として

T = GK ×GO NO → NK, [g, x] 7→ gx

を考える．さらに
R = {[g, x] ∈ T | gx ∈ NO}

とする．
Braverman-Finkelberg-中島 [BFN1]はGO同変 Borel-Mooreホモロジー群HGO

∗ (R)

を構成し，convolution積を定義した．これによりHGO
∗ (R)は結合的C代数になる．以

下A = HGO
∗ (R)とする．[BFN1]はさらに次を示した．

定理 3.1 ([BFN1]). A = HGO
∗ (R)は可換．

アフィンスキーム
MC = SpecA

を (G,N)に付随するCoulomb枝と呼ぶ．[BFN1]では，MCは既約なアフィン代数多
様体であることが示されている．
Coulomb枝は，理論物理学（ゲージ理論）で20年以上前から研究されていたものだ

が，[N2], [BFN1]で扱われるまで数学的な定義が存在しなかった．物理的な背景は [N2],

[N3]（日本語の解説）, [N4]を参照せよ．



例 3.2. G = C× ↷ C⊕l（自然表現の直和）の場合．

A = C[x, y, w]/(xy = wl)

となる．これは l = 0のときC× ×Cの座標環を与え，l ≥ 1のときC2/(Z/lZ)（Al−1型
単純特異点）の座標環を与える．

注意 3.3. この節の構成と前節の構成の関係について述べる．前節のSteinberg多様体
の直接的な類似はT ×NK T であり，上で導入したRとは

T ×NK T ∼= GK ×GO R

という関係がある．[BFN1]は無限次元の空間のホモロジー群を扱う困難を避けるため
Rを使って convolution代数を構成した（Rも無限次元だが，有限次元の空間の極限と
して扱うことができる）．もしHGK

∗ (T ×NK T )が然るべく定義されて同変ホモロジー
群の誘導定理が成り立てば

HGK
∗ (T ×NK T ) ∼= HGO

∗ (R)

となるため，A = HGO
∗ (R)は前節の convolution代数のループ群での類似と見なせる．

Varagnolo-Vasserot [VV]は，アフィングラスマンではなくアフィン旗多様体を用い
て，NがGの随伴表現の場合に convolution代数を構成した（正確には同変ホモロジー
群ではなく同変K群を使う）．結果として得られる代数はダブルアフィンHecke代数
とその退化版である．Varagnolo-Vasserotの結果は，前節で述べた退化アフィンHecke

代数の幾何学的実現の直接的な類似になっている．

一般に (G,N)が与えられたとき，付随するCoulomb枝MCを決定せよという問題
はほとんどの場合が未解決である．しかし，物理の研究によってMCの候補がわかっ
ているような重要な例については，多くの場合にそれが正しいことがチェックされて
いる．
特に，Jordan箙に付随する場合，すなわち

G = GLn(C), N = End(Cn)⊕ (Cn)⊕l（n ≥ 1, l ≥ 0）

の場合は次のようにMCが同定されている．W = Sn ⋉ (Z/lZ)nを対称群Snと巡回
群Z/lZのwreath積とする．Z/lZはSL2(C)の部分群と思うことでC2に作用し，Snは
(C2)nに成分の置換として作用する．これらの作用はWのC2nへの作用を定める．

定理 3.4 ([BFN2]). G = GLn(C), N = End(Cn)⊕ (Cn)⊕lのとき

MC
∼=

{
(C× × C)n/Sn （l = 0のとき）

C2n/W （l ≥ 1のとき）

である．

定理 3.4の設定でn = 1とすると，End(C)の部分は自明表現となり寄与しない．従っ
てそれは例 3.2の状況となる．
ここで，Poisson多様体の量子化について考える．MをC上のPoissonアフィン代数

多様体とする．つまり，Mの座標環A = C[M ]がPoissonブラケット { , }Aを持つと
する．このときMの量子化とはC[ℏ]上の非可換代数Aℏで次を満たすものである．



• Aℏ/ℏAℏ ∼= A

• { , }A =
1

ℏ
[ , ]Aℏ

∣∣∣
ℏ=0

例 3.5. Weyl代数 ⟨x, ℏ d

dx
⟩はT ∗C ∼= C2の量子化．

Coulomb枝の話にもどる．K = C((z))へのC×作用 z → tz (t ∈ C×)を考えること
で，GO同変で行った構成をGO ⋊C×同変に拡張することができる．

Aℏ = HGO⋊C×

∗ (R)

はconvolution積によって非可換なC[ℏ]代数となる．A ∼= Aℏ/ℏAℏより，AにはPoisson

ブラケットが誘導され，従ってAℏはCoulomb枝MC = SpecAの量子化を与える．Aℏ

を量子Coulomb枝と呼ぶ．

例 3.6. G = C× ↷ C⊕l（自然表現の直和）の場合．

Aℏ = ⟨x, y, w⟩

で関係式は

[x,w] = ℏx, [y, w] = −ℏy,
xy = wl, yx = (w − ℏ)l

で与えられる．

4. rational Cherednik代数
Etingof-Ginzburg [EG]に従い，C2n/Wの量子化を導入する．l ≥ 1とし，ζを1の原始
l乗根とする．sij ∈ Snを (i, j)の置換とし，ζi ∈ (Z/lZ)nを第 i成分の生成元とする．
W = Sn ⋉ (Z/lZ)nの生成系として次に挙げるものがとれる．

sijζ
k
i ζ

−k
j i, j = 1, 2, . . . , n (i ̸= j), k = 0, 1, . . . , l − 1,

ζmi i = 1, 2, . . . , n, m = 1, 2, . . . , l − 1

W のCnへの作用を考えると，これらの元は複素鏡映，すなわち固定部分空間が余次
元1の超平面を定めるような作用素である．

Cn
reg = {(x1, . . . , xn) ∈ Cn | xi ̸= 0 (1 ≤ i ≤ n), xi ̸= ζkxj (i ̸= j, 0 ≤ k ≤ l − 1)}

を各複素鏡映によって固定される超平面を除いた部分集合とし，D(Cn
reg)をCn

reg上の代
数的な微分作用素のなす環とする．パラメータ ℏ, c, c1, . . . , cl−1を導入し，Dunkl作用
素 y1, . . . , yn ∈ D(Cn

reg)⊗ C[ℏ, c, c1, . . . , cl−1]を次で定義する．

yi = −ℏ
∂

∂xi

+ c
∑
j ̸=i

l−1∑
k=0

1

xi − ζkxj

(1− sijζ
k
i ζ

−k
j ) +

l−1∑
m=1

cm
1− ζm

1

xi

(1− ζmi )

y1, . . . , ynは互いに可換であることが知られている．



定義 4.1 (cyclotomic rational Cherednik代数). l ≥ 1とする．

W,x1, . . . , xn, y1, . . . , yn

で生成されるCW ⋉D(Cn
reg)⊗C[ℏ, c, c1, . . . , cl−1]の部分代数Hcyc

n,l をcyclotomic rational

Cherednik代数と呼ぶ．

e =
1

#W

∑
g∈W g ∈ CWをWの自明表現に対応する冪等元とし，SHcyc

n,l = eHcyc
n,l eを

Hcyc
n,l の spherical部分代数と呼ぶ．

注意 4.2. l = 1のとき，Hcyc
n,1 は Cherednikの導入したダブルアフィン Hecke代数の

rationalな退化になっている．これが名前の由来である．

l = 0の場合に対応するものとして，trigonometric Cherednik代数Htrig
n を導入する．

定義 4.3 (trigonometric Cherednik代数). 次の生成元と関係式で定義されるC[ℏ, c]代
数Htrig

n を trigonometric Cherednik代数と呼ぶ．
生成元： s1, . . . , sn−1, X

±1
1 , . . . , X±1

n , w1, . . . , wn

関係式：

XiX
−1
i = X−1

i Xi = 1, [Xi, Xj] = 0, [wi, wj] = 0,

s2i = 1, sisi+1si = si+1sisi+1, sisj = sjsi (|i− j| > 1),

siXi = Xi+1si, siXj = Xjsi (j ̸= i, i+ 1),

siwi − wi+1si = −c, siwj = wjsi (j ̸= i, i+ 1),

[wi, Xi] = −ℏXi + c

(∑
j<i

Xjsji +
∑
i<j

Xisij

)
, [wi, Xj] =

{
−cXisij (i < j)

−cXjsji (j < i)

e =
1

#Sn

∑
g∈Sn

gとし，SHtrig
n = eHtrig

n eをHtrig
n の spherical部分代数と呼ぶ．

Hcyc
n,l の場合と同様に，Htrig

n もDunkl-Cherednik作用素による定義が可能だが，ここ
では割愛する．また，C[ℏ, c]代数としての同型

Htrig
n

∼= Hcyc
n,1 ⊗C[x1,...,xn] C[x±1

1 , . . . , x±1
n ]

が知られており，これをHtrig
n の定義と思ってもよい．Htrig

n はダブルアフィンHecke代
数の trigonometricな退化になっている．
SHtrig

n およびSHcyc
n,l は，定理 3.4の右辺の量子化を与えることが知られている．すな

わち
SHtrig

n /(ℏ, c = 0) ∼= C[(C× × C)n]Sn

SHcyc
n,l /(ℏ, c, c1, . . . , cl−1 = 0) ∼= C[C2n]W

が成り立つ．そこで，次の問いを考えるのは自然である．

Jordan箙に付随する量子Coulomb枝はSHtrig
n , SHcyc

n,l と同型か？



Jordan箙に付随する場合には，以下のようにして量子クーロン枝にさらにパラメー
タを入れることができる．N = End(Cn)⊕ (Cn)⊕lの各直和成分ごとにC×のスカラー
作用を考えることで，Rには (C×)l+1が作用する．この作用に関する同変パラメータ
を c, z1, . . . , zlとする．この場合の量子Coulomb枝を，上で考えたトーラス作用まで加
えて

Aℏ = HGO⋊C××(C×)l+1

∗ (R)

と改めて定義する．これはC[ℏ, c, z1, . . . , zl]上の非可換代数である．次が本講演の主結
果である．

定理 4.4 (小寺-中島 [KN]). G = GLn(C), N = End(Cn)⊕ (Cn)⊕lのとき

Aℏ ∼=

{
SHtrig

n （l = 0のとき）

SHcyc
n,l （l ≥ 1のとき）

であり，パラメータの対応は

zk = −1

l

(
(l − k)ℏ+

l−1∑
m=1

1− ζmk

1− ζm
cm

)

で与えられる．

証明について述べる．[BFN1]では，同変ホモロジー群の局所化定理によって，Aℏを
ℏ差分作用素のなす代数の部分代数として実現していた．さらに [BFN2]のAppendix

において，この埋め込みでの Aℏ の像の生成元が計算されていた．そこで，[KN]で
は Cherednik代数に対して同様の埋め込みを構成し，具体的な Poisson生成元の像が
[BFN2]で計算されていたものと一致することを示した．我々が構成した，差分作用素
によるSHcyc

n,l の多項式表現は，これまでの文献にはなかったようである．また，代数
のサイズを比較するのに定理 3.4の可換な場合の同型を用いることを注意しておく．

5. 量子群との関係
[KN]では，Jordan箙に付随する量子Coulomb枝（∼= spherical Cherednik代数）と量
子群との関係についても考察した．ここで現れる量子群は ĝl1に付随するヤンギアン
Y (ĝl1)である．
ヤンギアン Y (ĝl1)は，Schiffmann-Vasserot [SV]によって SHtrig

n の n → ∞での極
限として導入された．その後，Arbesfeld-Schiffmann [AS]によって生成元と関係式に
よる表示が得られた．[KN]における定義では，Y (ĝl1)は生成元 er, fr (r ∈ Z≥0), D0,m

(m ∈ Z≥1)を持つC[ℏ, c, ω]上の代数である（定義関係式は省略する．[SV], [AS]のヤン
ギアンとの関係については注意 5.2を見よ）．[KN]では，各 lごとに er, fr+l (r ∈ Z≥0),

D0,m (m ∈ Z≥1)で生成されるY (ĝl1)の部分代数Ylを考え，さらにパラメータz1, . . . , zl
を加えて変形した代数Yl(z1, . . . , zl)を導入した．量子Coulomb枝との関係は次の通り
である．

定理 5.1 ([KN]). パラメータωをω = nとすると，代数の全射

Yl(z1, . . . , zl) → Aℏ

が存在する．



ヤンギアンとは，元々は有限次元単純Lie代数に付随して定義される量子群である．
可積分系のYang-Baxter方程式のYangが名前の由来である（定義したのはDrinfeld）．
近年になって，ĝl1のようなアフィンLie代数に付随するヤンギアンが注目されており，
有限型のヤンギアンと区別するためアフィンヤンギアンとも呼ばれる．

注意 5.2. 正確には，我々のY (ĝl1)においてℏ = −1とし，c = κ, er = D1,r, fr = D−1,rと
記号を変えることで，[SV], [AS]のヤンギアンSHcにおいてパラメータc = (c0, c1, . . .)

を c0 = 0, ci = −κiωi (i > 0)に特殊化したもの（[SV]ではSH, [AS]ではSHωと書か
れているもの）が得られる．

なお，Jordan箙ではなく，ADE型箙に付随する量子Coulomb枝を考えることもで
きる．この場合，[BFN2]のAppendixにおいて，量子Coulomb枝がADE型の shifted

ヤンギアンの商となることが，ある条件の下で示されている．
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