
Weyl のゲージ理論，Schwarz 微分，
そしてある球面定理

小　林　　　治

2017年9月12日 山形大学にて

Summary

“Weyl’s gauge theory, the Schwarzian derivative and a sphere theorem.” For
many years I have been interested in conformal differential geometry and
projective differential geometry. In this talk I would like to explain what
these geometries mean at the present day and what can be expected in the
future. I am now, as of June 2017, planning the talk and it will be con-
cerned chiefly with a new conformal invariant which is similar to Yamabe’s
conformal invariant in many respects. In addition a conjecture, a sphere
theorem, will be presented. If time permits I touch upon projective differen-
tial geometry and discuss some complements to Weyl’s setting. This talk as
a whole is a derivation from H. Weyl’s “Reine Infinitesimalgeometrie” and
subsequent developments by K. Yano, H. Yamabe and M. Obata. (June 11,

2017)

1. はじめに
ほぼ一世紀前 H. Weyl はEuclid幾何学からRiemann幾何学への転換を遠隔幾何学か
ら近接幾何学への移り行きと捉えた．この立場からRiemann幾何学に改良の余地を見
出し修正Riemann幾何学としていわゆるWeylのゲージ理論を提示した．現在では共
形微分幾何学と名前を変えて継がれている．100年前の共形幾何学の意味が現在と異な
ることは第3版までの岩波数学辞典に見ることができる．用語「近接」は「局所」に代
わり「局所」の対義語は「遠隔」ではなく「大域」となった．Chern の Gauss–Bonnet

定理に代表される積分公式型定理およびこれと双対的な性格を持つ Hopf–Rinow 定理
すなわちEuclid の第 1公準（線分公準）第 2公準（直線公準）の再検討が大域幾何学
への道を開いたと見ることができる．
Weyl理論の土台は第5公準（平行線公準）の無限小化すなわちアフィン接続にある．
自然な流れで射影微分幾何学に導かれ共形微分幾何学と対置させてRiemann幾何学が
この二者を取持つと見る構想に至る．Weyl論文では明示的でないが射影微分幾何学も
ゲージ理論になっている．しかし古典射影幾何学が incidence構造として公理化され結
局体の代数学に吸収されてしまった事情によると思われるがWeyl の定式化はスケッチ
といえなくもなくこれが射影微分幾何学の現代幾何学としての存在感が薄れてしまっ
た一因のように私には思える．その後数学の記述様式が変わり数学論文の標準言語が
英語となり，その結果一世紀前の幾何学の幾分かが冬眠状態にあるように見える．
管見ではあるが以上のような問題意識から興味を惹かれる話題を紹介したい．

2. Weyl のゲージ理論
正の実数のなす乗法群R+ ⊂ GL(1,R)を構造群とするゲージ理論をWeylのゲージ理
論と呼ぶ．多様体M上のR+ゲージ場のモデュライ空間はH1(M,R)である．R+主束
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はいつでも自明だがそのゲージ理論は自明でない．Weyl理論の特色はMの計量が主束
と関係を持つ点にある．CをMの計量の共形類とする．PC = {g(x)| g ∈ C, x ∈M}は
自然にM上のR+主束となり随伴直線束PC ×R+ R = {rg(x)| r ∈ R, g ∈ C, x ∈ M}
の接続Dは g ∈ Cと1形式ϕによりDg = ϕgで定まる．曲率形式はdϕ．ゲージ変換は
正値関数λで与えられ D̃ = λ−1Dλとすると D̃g = ϕ̃g, ϕ̃ = d log λ+ ϕ. したがって同値
関係 (g, ϕ) ∼ (λg, d log λ+ ϕ)による同値類 [(g, ϕ)]が接続Dに対応する．

命題 2.1 ([28]). ∇g = Dgを満たすねじれ無しアフィン接続∇がDに対して一意的に
存在する．これを Weyl 接続と呼ぶ．

Weyl はRic∇の歪対称部を電磁場と考え統一場理論を試みたが批判を受けた ([28],

[23]). 1970年代（と思われる）以降リバイバルがあり Gauduchonゲージなどの整備が
進み一つの流れを作っている．

3. Schwarz 微分

1変数関数uのSchwarz微分Su =
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を複素変数で考えるとSu = 0は複素

数平面の共円変換 (Möbius変換)の方程式であり同時に複素直線の射影変換の方程式で
もある．1990年代に和田昌昭氏はClifford代数に共形性を取り込ませるSchwarz微分を
考案した．和田氏との共同研究で射影幾何的側面を補う改良を加えた [15]．共形性につ
いてはその頃平面曲線の頂点について梅原雅顕氏と研究を進めていた ([13], [14])こと
もあり Schwarz微分も共円性に囚われていた．共同研究の過程での和田氏のふとした
一言から純共形的なSchwarz微分も得ることができた [15]．以下にその要点を述べる．

注意 3.1. 共円微分幾何（矢野健太郎の concircular geometry [31]をVogelの定理 [27]

で補ったもの）はEuclidの第3公準（円公準）の抽象化，共形微分幾何（Weyl のゲー
ジ理論 [28]）は第4公準（直角公準）の抽象化である．両者の接点はEinstein方程式で
ここに一つの起源をもつHessian方程式 ([31], [25]) とその一般形は小畠型方程式の呼
称で1980年代には国外でも通用していた．古典幾何（遠隔幾何）として公理化したと
き二つの幾何の関係はまだ不明な点がある (Dembowski [4])．

以後簡単のため n = dimM ≥ 3を仮定し, C を MのRiemann計量の共形類，∇を
Cの一つのWeyl接続とする．g ∈ CはClifford 束Cl(TM)を定める．

定義 3.2. Iを区間またはS1とする．正則曲線 x : I →Mに対して

sx := (∇ẋ∇ẋẋ)ẋ
−1−3
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n− 2
ẋ(L∇·ẋ), ここで L∇ = Ric∇−tr (g−1 ◦ Ric∇)

2(n− 1)
g

とする．∇がEinstein計量gのLevi–Civita接続のとき，右辺第3項は
Rg

2n(n− 1)
g(ẋ, ẋ)

である．Cl(TM)値 sx のスカラー部分 swx : I → R を Weyl–Schwarzian と呼ぶ．

命題 3.3. sw はゲージ不変．したがって共形不変．

これは直交超曲面族の Dupin の定理を用いて示され（たと思われ）る Liouvilleの
定理（1850）に相当する．あまり知られることのなくなったこのLiouvilleの定理の奥
行きの深さを手短に説明することは難しい．モダンな証明は Lie代数の orderを使う．
Weyl–Schwarzianの古典的なSchwarz微分との関係は



補題 3.4 ([17]). x(t) = x̃(u(t))のとき swx− u̇2swx̃ = Su.

方程式Su = sの解は2階常微分方程式 f̈ + s
2
f = 0の1次独立な解の比で与えられる．

これは Schwarz微分が何らかの曲率を表していることを暗示する．また和田氏との共
同研究 [15]で1次元空間の曲率テンソルは0としか言いようがないものの，不定形の曲
率 1

n−1
Ricは1次元の制約の中に生埋めになっているような感触を得た．この方向の考

察は [22] のproperly-closedness 問題を導いた．これは常微分方程式の周期性問題だが
方程式を見ているだけでは暗闇だった．その後Kuiper [24]を知り properly-closedness

問題は肯定的に解けることがわかった．

定理 3.5. n = dimM ≥ 3, S1 = R/2πZとする．正則閉曲線x : S1 → (M,C)に対して
swx =定数となる助変数変換が存在し，この定数の値Kは一意的.

4. 共形不変量 κ(M,C)

以下の定式化は正規化定数その他吟味不十分のため細部に暫定的なところがある．

定義 4.1. 正則閉曲線x : S1 → (M,C)に対してκ(x) := 2π2K. ここでKは定理 3.5の
定数．

定理 4.2 ([22]). κ(x)は共形不変．x : S1 → (Sn, C0)に対してκ(x) ≥ π2. κ(x) = π2な
らばxは正円．

証明は de Sitter 型 Laguerre 幾何を用いる [22]．和田昌昭氏が見出した [15]の関係
式 (1.8)は長い間気に掛かっていた．Blaschke [2]を読み直しそれがLaguerre幾何と気
づいたときには2010年を過ぎていた．

定義 4.3. κ(M,C) = inf{κ(x)| x : S1 →Mははめ込み}.

この定義に従うとκ(M,C) < 0のときはいつでもκ(M,C) = −∞となる．おさまり
のよい有限値になるようこの定義は修正する予定である．このままでも以下の議論に
影響はない．

定理 4.4. κ(M,C) ≤ κ(Sn, C0) = π2. ここでC0は標準定曲率計量の共形類．

次はKlingenberg [7]および小畠 [26]を用いる．山辺の共形不変量µ(M,C) [30]は次
節で簡単に解説する．

定理 4.5. Mはコンパクト連結でn = dimM ≥ 3，CはEinstein計量を含むとする．

(1) µ(M,C) < 0ならばκ(M,C) < 0.

(2) µ(M,C) = 0ならばκ(M,C) = 0.

(3) µ(M,C) > 0ならばκ(M,C) > 0.

µと κの符号が同じといえばそれで済むことだが符号に応じて議論の質に違いがあ
る．(1)でEinstein条件は不要と思われる．(2)の条件はCがRic = 0となる計量を持つ
ことと同じ．(3)はκ(S1(r)× Sn−1(1)) = −∞の例があるのでEinstein条件は必要．
次を基本問題としたい．

予想 4.6. Mはコンパクト連結でκ(M,C) = κ(Sn, C0) ならば (M,C) ≃（Sn, C0)．



dimM = 2での定式化は省いたが対応する命題は正しい．これから Nehari の単葉性
定理が得られる. (M, g)が階数 1のコンパクト対称空間のとき，(M, [g])に対してこの
予想は正しい [19]. 一般の場合の証明方針の私案を講演時に述べたい．

5. 山辺の定理
Weylのゲージ理論で今や最も大きな位置を占めるのは山辺の定理とこれに派生する数
学であると見ることができる．この解釈は説明を要するかも知れない．山辺英彦の1960

年論文 [30]では不等式 (6.2) に誤りがあり全17ページの論文の約一割が無効となった．
しかし主定理（山辺計量の存在）が正しいことは1980年代に R. Schoen により証明さ
れた ([20]など)．山辺論文 [30]で示されたことは以下のように要約される．

• Mはコンパクト連結, n = dimMとする．共形不変量

µ(M,C) = inf
g∈C

∫
M
Rgdµg

(
∫
M
dµg)(n−2)/n

が導入された．n ≥ 3のとき下限を実現する計量（山辺計量）のスカラー曲率Rg

は定数である．

• Rgが定符号 (定数にはまだ至らない）となるg ∈ Cが存在し，その符号はµ(M,C)

の符号と一致する．

その後Lichnerowicz (1963)は µ(M,C) > 0となるCの存在には n > 2でもMに位相
的制約があることを示した．また Avez (1963), Aubin (1966), Eliasson (1971) により
n ≥ 3のとき infC µ(M,C) = −∞が示された．与えられた多様体が正のスカラー曲率
計量を許容するかどうかが真剣に取り組むべき問題となったのはこのように山辺論文
[30]に原点がある．一方，山辺の定理がPoincaré 予想を目指していたという伝承があ
り書かれたものでは [3]がある．その根拠は山辺の定理がEinstein計量の存在を示すの
に十分豊富な定スカラー曲率計量を与えることにあると私には思われた．しかし1980

年代にはまだ山辺の定理の正否が確立されてなく，あえてその一歩先に踏み込めばやる
べきことは山辺数µ(M) = supC µ(M,C)の研究にあると思われた [10]．実際その後の
研究を追うと的外れではなかったようである．にもかかわらず着想時の主要問題の大半
は未解決のままでいまだ悪夢から逃れられずまた5次元以上での議論が捗捗しくないこ
との歯がゆさがある．余談だが山辺数 the Yamabe number の名称は1986年Liverpool

での講演後に会食の席で受けたサジェスチョンによる．スカラー曲率を単に符号だけ
でなくオプティマルな定数にまでコントロールすることは困難であるが重要でもある．
山辺の定理の証明が完成するまでのみちのりはおおよそ次の3段階に分けられる．

定理 5.1 (山辺, Aubin). µ(M,C) < µ(Sn, C0)ならば (M,C)は山辺計量を持つ．

これは山辺の議論で修復可能な部分にあたる．その後の方針は Aubin によるもので
次のように続く．

定理 5.2 (Aubin). Snの定曲率計量は山辺計量．一般にµ(M,C) ≤ µ(Sn, C0) = n(n−
1)Vol(Sn(1))2/n.

定理 5.3 (Aubin, Schoen). µ(M,C) = n(n− 1)Vol(Sn(1))2/nならば (M,C)はSn(1)に
共形的．



山辺論文の不備が指摘された後この問題の解決に小畠守生の研究 [26]が関係してい
ることは（国外では）注意されていた．それは定理5.2, 5.3によく表れている．本講演
との関係は，定理 4.2, 4.4と定理 5.2, 予想 4.6と定理 5.3の類似から明白に見えるかも
知れない．しかし違いもありそれは講演時に説明したい．

6. Weyl のゲージ理論再考
A(M)でMのねじれの無いアフィン接続全体，V(M)でMの体積要素全体からなる空
間を表す．S∗L(n,R) = {A ∈ GL(n,R)| detA = ±1}と書く．GL(n,R)/S∗L(n,R) ≃
R+は可縮なのでn次元多様体はS∗L(n,R)構造をもつ．S∗L(n,R)構造は体積要素(体積
形式 volume formではない)に他ならない．Mの接枠束をLMと書くときLM/S∗L(n,R)

はR+主束でその切断全体がV(M)となる．このR+主束にWeylのゲージ理論を適用
する．随伴直線束の接続Dはdµ ∈ V(M)と1形式ϕによりDdµ = ϕdµで定まる．ゲー
ジ変換は正値関数λで与えられ D̃ = λ−1Dλとすると D̃dµ = ϕ̃dµ, ϕ̃ = d log λ + ϕ. つ
まり第2節と同様である．
∇ ∈ A(M)と1形式ψに対して∇̃XY = ∇XY +ψ(X)Y +ψ(Y )Xで定まる∇̃ ∈ A(M)

は∇に射影同値であるという．射影同値類を単に射影類と呼ぶ．Weylの射影微分幾何
学の枠組みは命題2.1に対応する次の命題で与えられる．

命題 6.1 ([16]). 射影類P ⊂ A(M)が与えられたときDdµ = ∇dµを満たす∇ ∈ P が
一意的に存在する．これもWeyl接続と呼ぶ．

A0(M) = {∇ ∈ A(M)| ∃dµ ∈ V(M), ∇dµ = 0}と書く．この命題から P0 :=

P ∩ A0(M) ̸= ∅で，これはP を決める．P0をWeylの意味での射影類と呼ぶ（末尾の
文献表にないWeylの論文による）．こうして射影微分幾何学はR+ゲージ理論となる．
共形類Cに対してC → V(M); g 7→ dµgの全単射がある．Gauduchonゲージとまった
く同様に

定理 6.2. Mはコンパクト連結とする．任意のWeyl接続に対してdivgϕ = 0, dµ = dµg

を満たすゲージ g ∈ Cが定数倍を除いて一意的に存在する．

計量が突然現れるので人為的な印象を与えるかも知れないが自然に見える解釈も可
能で3節で述べたSchwarz微分の射影微分幾何版と合わせて講演時に述べたい．射影微
分幾何の準備状況について私の認識は次のとおり．積分公式型の結果として [1]などが
ある．Hopf–Rinow型定理は folklore があるものの体系的に書かれたものがあるかは不
明．幾何解析への道は緒に就いた．
射影微分幾何学はアフィン接続を対象としその全体は計量の空間より大きい．その
研究は故郷を離れて放浪する旅のような趣きがある．感覚的にはn次元射影微分幾何
の難易度はn + 0.5次元共形微分幾何と比較できる．第 3節，第 4節の話は 1次元射影
微分幾何を掘り下げたものと考えられる．次は2次元，その次に3次元そして4次元以
上．この次元の区分で幾何学の性格が異なる．どのような問題に取り組むべきかの系
統的な検討はまだ不十分に思われる．誰もが思いつきそうな

• 3次元では常に平坦射影構造が入るか?

• S3にねじれ無しRic∇ = 0はあるか?



は未解決と思われる．前者の動機は [9]にあった．後者はねじれを許せば答えは肯定的．
3次元多様体で平坦共形構造を持たないものがあると分かったのは1980年代，Ricci 平
坦しかし平坦でない4次元閉Riemann 多様体の存在が確認されたのは1970年代だった
と思う．Weyl はアフィン接続をねじれ無しに限定したが，その後概複素構造の積分可
能性などアフィン接続のねじれが重要な役を担う数学がいくつか現れた．アフィン接
続のねじれの考察は別の機会に論じたい．なお5節で触れた山辺数，本節のアフィン接
続のねじれの問題，いずれも30年以上前に鈴木一郎氏との議論から触発されたことを
記しておきたい．

7. おわりに
幾何学はそこに私たちが置かれている世界や空間の数学ではなく私たちが見る対象と
しての形の数学だったのではないだろうか．内在的で大域的であること．このドグマか
ら私はなかなか抜け出せなかった．上に述べた話の数歩先に再び部分多様体—無限次
元無限余次元も含めてまた特異点もありの微分幾何学がうまく接続されればとの思い
がある．本論で述べた数学の薄らとした悲哀の色合いもこの思いがかなえばハッピー
エンドの明るさに交替しダンテの神曲がそうであったように喜劇となる．アリストテ
レスの詩学によれば劣った人間の数学となり…．小畠守生先生の何気無い一言《世の
中は辻褄が合うよううまくできている》が思い出される．
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