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1 はじめに

0 < α ≤ 1 に対し, Rn+1 = Rn ×R 上の放物型作用素

L = L(α) := ∂t + (−∆x)
α

を考える. ここで, Rn × R 上の点を X = (x, t) = (x1, · · · , t) で表し, ∆x :=
∂2
1 + · · ·+ ∂2

n は x-空間 Rn の Laplacian である. α = 1 のとき L(1) は熱作用素であ
る. また, α = 1/2 の場合は Poisson 作用素とよばれ, 全空間 Rn+1 上の Laplacian
∆ と深い関係がある. それは, 形式的に L∗L = −∆ となることからもわかる.

0 < α < 1 に対しては, L(α) は非局所作用素である. そのため, Rn+1 の開集合で
調和な関数は全空間で定義されている必要がある. ここでは, そのような作用素に関
するポテンシャル論について復習した後, 領域を上半空間に限定し, そこでの L-調
和関数からなる関数空間, 放物型ベルグマン空間や関連した空間を導入し, その性質
について述べる. そして最後に, 多重放物型作用素 Lm に関する最近の結果について
多重調和関数の空間を意識しながら紹介する.

2 放物型ポテンシャル論

熱方程式に関するポテンシャル論については, Watson [52, 53], Doob [10], Kaufman-
Wu [25] に詳しく述べられている. 抽象的な取り扱いは Constantinescu-Cornea [9]
にまとめられている. ここでは L-調和性を弱微分の形で定義し, L の基本解による
核ポテンシャル論によるポテンシャル論的な特徴づけに注意する.

0 < α < 1 のとき, (−∆x)
α は−cn,αp.f.|x|−n−2α による合成積作用素, すなわち,

(−∆x)
αφ(x) = −cn,α lim

δ↓0

∫
|y|>δ

(
φ(x− y)− φ(x)

)
|y|−n−2α dy (1)

である. ここで, cn,α = −4απ−n/2Γ
(
(n + 2α)/2

)/
Γ(−α) > 0 は定数である. 局所可

積分関数 f, g に対し, 任意の φ ∈ C∞
c (Rn) に対し∫

Rn

g(x)(−∆x)
αφ(x)dx =

∫
Rn

f(x)φ(x)dx

が成り立つとき (−∆x)
αf = g (弱) と表す. f ∈ C∞(Rn) がたとえばその微分もす

べて有界などのしかるべき条件があれば (−∆x)
αf (弱) は直接 (1) で与えられるこ
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とに注意する. 開集合 D ⊂ Rn+1 に対し,

s(D) := {(x, t)Rn+1 | ∃y ∈ Rn, (y, t) ∈ D}

とおく.

定義 1. D を Rn+1 の開集合とする. s(D) 上の可則関数 u が D 上L-調和であ
るとは, D 上連続であって, Lu = 0 (弱) となること, すなわち, 任意の φ ∈ C∞

c (D)
に対し, ∫

s(D)

u(X)L∗φ(X)dX = 0

が成り立つことをいう.

ここで,

W (x, t) = W (α)(x, t) :=

{
(2π)−n

∫
Rn exp(−t|ξ|2α +

√
−1 x · ξ) dξ (t > 0)

0 (t ≤ 0)

を考えると, これは L(α) の基本解である, すなわち,

補題 1. φ ∈ C∞
c (Rn+1) に対し

W (α) ∗ (L(α)φ) = L(α)(W (α) ∗ φ) = φ

が成り立つ. ここで, φ ∈ C∞
c (Rn+1) はコンパクト台の C∞-級関数全体を表す.

α = 1, 1/2 の場合には t > 0 に対し

W (1)(x, t) = (4πt)−
n
2 exp(−|x|2

4t
) : Gauß-Weierstraß 核

W (1/2)(x, t) =
Γ
(
n+1
2

)
π

n+1
2

t(
t2 + |x|2

)n+1
2

: Poisson 核

と明示的に表される. 一般の 0 < α < 1 に対しては簡単な関数で表することはで
きないが, Poisson 核 W (1/2) と同様の挙動であることがわかっている ([22, 38, 39],
[24]). すなわち,

補題 2. 0 < α < 1 とする. そのとき, t > 0 に対し, 評価

C−1t(t+ |x|2α)−( n
2α

+1) ≤ W (α)(x, t) ≤ Ct(t+ |x|2α)−( n
2α

+1)

|∂β
x∂

k
t W

(α)(x, t)| ≤ C
(
t+ |x|2α

)−n+|β|
2α

−k

および, 斉次性

∂β
x∂

k
t W

(α)(s
1
2αx, st) = s−(

n+|β|
2α

+k)(∂β
x∂

k
t W

(α))(x, t)

が成り立つ. ここで, s > 0, k は非負整数, β は多重指数である.



また, 開集合 D ⊂ Rn+1 と点 X ∈ D に対し, X における Dirac測度の Rn+1 \D
への双対核W ∗に関する掃散測度を νX

D で表す. ここで, W ∗(X) := W (−X) である.
すると νX

D は L-調和測度である, すなわち,

定理 1. D ⊂ Rn+1 を開集合とし, u を s(D) 上の可測関数でD 上連続とする.
そのとき, D 上 L-調和であるための必要十分条件はD の任意の相対コンパクト開
集合 U と任意の X ∈ U に対し,

u(X) =

∫
u(Y )dνX

U (Y )

が成立することである.

3 放物型 Bergman 空間

元来の Bergman 空間は複素平面の単位円板上の 2 乗可積分な正則関数全体からな
るHilbert 空間である. その後, 円板を滑らかな有界領域や上半平面などに一般化し
たり, 正則関数のかわりに調和関数を対象とした調和 Bergman 空間の研究などが行
われている ([7], [23], [51], [55], [56]). 放物型 Bergman 空間は上半空間

H := {(x, t) ∈ Rn ×R |x ∈ Rn, t > 0}

上の p 乗可積分な L(α)-調和関数全体のつくる Banach 空間である. すなわち, 1 ≤
p ≤ ∞ に対して,

bpα := {u ∈ C(H) | L(α)u = 0 (弱), u ∈ Lp(H)}

である. p = ∞ の場合は b∞α よりも, 次の放物型 Bloch 空間が重要となる.

Bα := {u ∈ C1(H) | L(α)u = 0 (弱), ∥u∥Bα < ∞}

ここで Bloch ノルムは

∥u∥Bα := sup
(x,t)∈H

{t|∂tu(x, t)|+ t1/(2α)|∇xu(x, t)|}

である. すると Bα/R は ∥ · ∥Bα で Banach 空間である. また, b∞α ⊊ Bα (連続埋め
込み) である.
通常の Bergman 空間の場合と同様に放物型 Bergman 関数 u に対する平均値の

定理のひとつである Huygens 原理

u(x, t) =

∫
Rn

u(y, s)W (α)(x− y, t− s)dy (0 < s < t, x ∈ Rn)

から b2α は再生核 Hilbert 空間になる. その再生核 Rα は, 基本解を用いて

Rα(x, t; y, s) := −2∂tW
(α)(x− y, t+ s)



であたえられ, 放物型 Bergman 核とよぶ. また, それによる積分作用素 (同じ記号
Rα で表す)

Rαf(X) :=

∫
Rα(X, Y ) f(Y ) dV (Y )

は 2 以外の p に対しても次のように射影である.

命題 1. (1) Rαu = u for ∀u ∈ bpα (1 ≤ p < ∞)

(2) Rα : Lp(H) → bpα は 1 < p < ∞ のとき有界作用素

(3) Rα : L2(H) → b2α : 直交射影

これより双対空間に関する次は直ちに従う.

定理 2. (bpα)
∗ ≃ bp

′

α (1 < p < ∞). ここで, 同型はノルム同値で 1/p + 1/p′ = 1
とする.

p = 1 の双対空間には, 放物型 Bloch 空間があらわれる. ここで, H の 1 点コンパ
クト化を H ∪ {A} で表し,

Bα,0 := {u ∈ Bα | lim
(x,t)→A

t|∂tu(x, t)|+ t
1
2α |∇xu(x, t)| = 0}

とおく.

定理 3. 次のノルム同値の意味での同型が成り立つ.

(1) (b1α)
∗ ≃ Bα/R

(2) (Bα,0/R)∗ ≃ b1α

ここで R は定数関数全体を表す.

最後に, 調和関数との関連を注意する. 上半空間上の調和 Bergman 空間

bp := {u ∈ C2(H) | ∆u = 0, u ∈ Lp(H)}

についてはRamey-Yi [51] をはじめ多くの研究がある. u ∈ bp が α = 1/2 に対する
Huygens 原理をみたすことから bp = bp1/2 である.

4 Toeplitz 作用素

放物型 Bergman 空間上の Toeplitz 作用素をとりあげる. Toeplitz 作用素は補間問
題 (cf. [43]) などにも応用がある基本的な作用素である. p ̸= 2 の場合も興味深い
結果があるが, ここでは p = 2, すなわち, Hilbert 空間の場合に限って, その有界性
([41]), コンパクト性 ([42, 44, 46, 47]) などについて述べる.



表象 φ の Toeplitz 作用素 Tφ は φ による掛け算作用素と射影作用素の合成に
よって定義される

(Tφu)(X) :=

∫
Rα(X,Y )u(Y )φ(Y ) dY

の形の作用素である. 表象を上半空間上のRadon 測度 µ ≥ 0 に拡張すると

(Tµu)(X) :=

∫
Rα(X, Y )u(Y ) dµ(Y )

となる. すなわち, Hilbert 空間上の正値自己共役作用素を考えることになる. そこ
で, ここではそのことがより明確にわかるように定義を修正する.

定義 2. µ ≥ 0 を H 上の Radon 測度で b2α ∩ L2(H , µ) が b2α の稠密部分空間で
あるものとする. そのとき, 関係式

⟨
√

T µ u,
√
T µ v⟩ =

∫
uv dµ (u, v ∈ b2α ∩ L2(H , µ))

で一意的に定まる b2α 上の正値自己共役作用素 T µ を表象 µ の Toeplitz 作用素と
よぶ.

注意 1. 正測度 µ がある τ ∈ R に対し∫
(1 + t+ |x|2α)τ dµ(x, t) < ∞ (2)

をみたせば b2α ∩ L2(H , µ) は b2α で稠密である.

Toeplitz 作用素は Carleson 埋め込みとよばれる次の閉作用素

ιµ : b2α → L2(H , µ) : u 7→ u

と関連がある. ここで, 定義域は b2α ∩ L2(H , µ) である. ιµ が b2α 上有界であるとき,
測度 µ を Carleson 測度とよぶ.

注意 2. Radon 測度 µ ≥ 0 が条件 (2) をみたせば, T µ = ι∗µ ιµ である. さらに,
T µ と ιµ のいずれかが有界ならば他方も有界であって次が成り立つ.

∥T µ∥ = ∥ιµ∥2, T µu(X) =

∫
Rα(X,Y )u(Y ) dµ(Y ).

Toeplitz 作用をを調べるのに次の平均関数 µ̂(α) と Berezin 変換 µ̃(α) が有用で,
有界性やコンパクト性を特徴づけることができる ([41, 42]).

µ̂(α)(Y ) := µ(Q(α)(Y ))
/
V (Q(α)(Y )),

µ̃(α)(Y ) :=

∫
Rα(X,Y )2dµ(X)

/∫
Rα(X,Y )2dV (X).

ここで, Q(α)(Y ) は次で定義される α-放物型 Carleson box である.

Q(α)(y1, · · · , yn, s) := {(x1, · · · , xn, t)|s ≤ t ≤ 2s, |xj − yj| ≤ 2−1s1/2α}.



定理 4. Radon 測度 µ ≥ 0 は条件 (2) をみたすとする. そのとき次は同値:

(i) T µ は b2α 上有界;

(ii) µ̂(α) は H 上有界;

(iii) µ̃(α) は H 上有界.

定理 5. Radon 測度 µ ≥ 0 は条件 (2) をみたすとする. そのとき次は同値:

(i) Tµ は b2α 上コンパクト;

(ii) limY→A µ̂(α)(Y ) = 0;

(iii) limY→A µ̃(α)(Y ) = 0.

Toeplitz作用素のコンパクト性をさらに追求して,トレース族や Hilbert-Schmidt
作用素などの Schatten 族に属するための条件やランク有限作用素を調べることが
できる. そのためにはスケーリングとそれを用いた平均作用素が有効である.

5 多重放物型 Bergman 空間

最後に, 最近の結果として, 多重放物型 Bergman 空間とその再生核について多重調
和 Bergman 空間との関連で述べる. なお, 実 2 次元の場合の多重調和 Bergman 空
間については Pessoa-Santos [49] による複素平面上の関数空間としての研究がある.
多重放物型および多重調和 Bergman 空間を自然数 m と 1 ≤ p ≤ ∞ に対し,

bm,p
α :={u ∈ C∞(H)|Lmu = 0, tkLku ∈ Lp(H) for 0 ≤ k ≤ m},

bm,p :={u ∈ C∞(H)|∆mu = 0, u ∈ Lp(H)}
で定義する. ノルムはいずれも Lp-ノルムを考える. はじめに bm,p = bm,p

1/2 であるこ
とを注意する.

定理 6. bm,p
α はLp(H) の閉部分空間である. さらに, u ∈ bm,p

α に対し, 各点評価

|u(x, t)| ≤ Ct−( n
2α

+1) 1
p∥u∥Lp(H)

が得られる. ここで, C は u によらない定数である.

これにより, p = 2 のときは再生核 Hilbert 空間になることがわかる. そしてそ
の再生核は次で与えられる.

定理 7. 上半空間上の点 X1 = (x1, t1), Y1 = (y1, s1) ∈ H に対し,

Km
α (X1, Y1) :=

m−1∑
k=0

(
pk(−2t1∂t)pk(−2s1∂s)Rα

)
(X1.Y1)

とおく. そのとき, 核 Km,λ
α による積分作用素は L2(H) から bm,2

α への直交射影
を与える. ここで, (pk)

∞
k=0 は (0,∞) 上 e−tdt で正規化された Laguerre 多項式で

pk(−2s1∂s) は定数係数の微分作用素を表し, Rα(X, Y ) は放物型 Bergman 核である.



6 おわりに

以上のようにこれまで調和関数への応用を意識しながら放物型方程式に関する研究
をすすめてきた. 振り返ってみるといずれも詰めが甘く十分に目的をはたしたとは
言えない状況である. たとえば, 多重放物型作用素におけるポテンシャル論の活用は
非常に不十分であるし, 領域も上半空間に限られている点は不満で, せめて帯状領域
を取り扱いたいと考えている. また, 興味ある話題のなかで今回全く触れられなかっ
たものに調和双対と重み付き Bergman 空間がある. 放物型 Bergman 関数の調和双
対は Yamada [54] で初めて取り上げられた. そこでは自然に重みが現れ, 同時に重
み付き空間の研究がなされている. 重み付き Bergman 核については分数ベキ微分を
用いて Hishikawa [12] によって得られている. この方面の研究では Hardy 空間との
関連が興味深い方向性に思われるが未だ十分に解明されたとは言いがたい状況であ
る. 今後はそういう問題を丁寧に取り上げ, 粘り強く取り組んでいきたい.
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