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半線形楕円型方程式の正値解の一意性・非退化性と

その応用

足達 慎二 (静岡大学)∗

1. 序

次の半線形楕円型方程式の正値解の一意性と非退化性について考える.−∆u = g(u) in RN ,

u > 0 in RN , u ∈ H1(RN).
(1)

ここで, N ≥ 2 とし, 非線形項 g は C1 級関数で g(0) = 0 とする. 典型的な非線形項

は g(s) = −s+ sp（スカラー場方程式）である. (1) の可解性（正値解の存在）につい

てはさまざまな先行研究があり, 特に [8, 9, 17] により, 非常に広いクラスの非線形項

に対して正値解の存在が知られている. また, 例えば [15] により（g に対する至ってマ

イルドな仮定のもとで）正値解は全て（原点を中心とした）球対称解であることもわ

かる. さらに (1) は変分構造を持ち, その解はエネルギー汎関数

E(u) :=
1

2

∫
RN

|∇u|2 dx−
∫
RN

G(u) dx : H1(RN) → R

の臨界点として与えられる（G(s) :=

∫ s

0

g(t) dt）. 特に [8, 9, 17] で与えられた正値球

対称解はエネルギー最小解である. つまり,

inf{E(u) ; u は (1) の非自明解}

を達成する. (1) は（非線形シュレディンガー方程式など）様々な数理物理モデル等に

現れ, 元となる物理モデルからの要請でエネルギー最小解（基底状態）を詳しく調べる

ことは重要である. そこで本講演ではエネルギー最小解の一意性と非退化性, あるいは

より強く, 正値解の一意性と非退化性に焦点を当てて考察する.

(1) の正値解の一意性と非退化性に対する研究も長い歴史と非常に多くの先行研究が

ある（典型的な非線形項 g(s) = −s + sp に対しては [12, 19], それを含むより一般の

g(s) に対しては [7, 14, 21, 22, 23, 25] など）. これらの先行研究の多くは g(s) の無限

遠方での増大度が優線形の仮定のもとで一意性や非退化性を扱っていて, g(s) の増大度

が劣線形の場合は一般には正値解の一意性や非退化性は知られていない. 本講演では

g(s) の無限遠方での増大度が劣線形の場合においても正値解の一意性や非退化性に関

する結果が得られたので報告させて頂きたい.

非線形項 g(s) について次を仮定する.
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(g1) g ∈ C1([0,∞)), g(0) = 0, g′(0) < 0.

(g2) ある b > 0 が存在し, g(s) < 0 on (0, b), g(s) > 0 on (b,∞), g′(b) > 0.

(g3) Kg(s) :=
sg′(s)

g(s)
は (b,∞) 上 Kg(s) > 1 となる範囲では K ′

g(s) < 0.

(g4) Kg(s) ≤ 1 on (0, b).

主結果は以下の通りである.

定理 1 ([4]). N ≥ 2 とし, (g1)–(g4) を仮定する. このとき (1) の正値解は平行移動を

除いて高々一つで非退化である.

定義 2. (1) の解 u が非退化であるとは, u から定まる線形化作用素

L := ∆ + g′(u) : H2(RN) → L2(RN)

に対して, φ ∈ H2
rad(RN), Lφ = 0 ならば φ ≡ 0.

注意 3. 仮定 (g2) をもう少し一般化し, 次の仮定のもとで定理 1 を示すことができる.

(g2’) ある b > 0, b̃ ∈ (b,∞] が存在し, g(s) < 0 on (0, b), g(s) > 0 on (b, b̃), g(s) < 0

on (b̃,∞), g′(b) > 0, g′(b̃) < 0.

仮定 (g2’) により, Allen-Cahn 型の非線形項 g(s) = −s(s − b)(s − b̃) に対しても定理

1 を適用できる. 一方, 例えば双べき型の非線形項 g(s) = −s+ sp + sq (1 < p ̸= q) は

(g2) は満たすが (g3) を満たさないので, 定理 1 を適用できない.

Kg(s) =
sg′(s)

g(s)
は growth function と呼ばれ, g(s) の無限遠方での増大度を “測る”

関数である. 実際, 典型的な非線形項 g(s) = −s+ sp (p > 1) に対しては

Kg(s) =
psp−1 − 1

sp−1 − 1
> 1 (s > 1)

であり, Kg(∞) = p であることがわかる. また,

K ′
g(s) = −(p− 1)2sp−2

(sp−1 − 1)2
< 0 (s > 1)

であるので, g(s) = −s + sp (p > 1) は (g1)–(g4) を満たすことがわかる. g(s) =

−s + sp (p > 1) に対する (1) の正値解の一意性は [19] により得られたが, [21] は [19]

の結果を一般化し, (g1), (g2), (g4) に加えて次の仮定を満たす非線形項 g(s) に対して

(1) の正値解の一意性を示した.

(g5) Kg(s) > 1 on (b,∞).

(g6) K ′
g(s) < 0 on (b,∞).

さらに (g5), (g6) のもとで正値解の非退化性も示すことができ, [7] を用いれば線形化

作用素のより詳しい性質を得ることもできる. 一方, 仮定 (g5) は g(s) の無限遠方での

増大度が優線形または漸近線形（Kg(∞) ≥ 1）であることを必要とするので, [19] の結

果は g(s) の増大度が劣線形（Kg(∞) < 1）である場合には適用できない. 我々の仮定

(g3) は (g5), (g6) を改良したものであり, g(s) の増大度が劣線形である場合も含まれ

ている点に注意されたい. なお, [25] は N ≥ 3 において, (g1), (g2), (g6) の仮定のみで

(1) の正値解の一意性を示しているが, (g6) だけでは非退化性を得ることはできない.



2. 定理 1 の証明の概略

2.1. 一意性

次の常微分方程式の初期値問題を考える.
u′′ +

N − 1

r
u′ + g(u) = 0,

u(0) = d > 0,

u′(0) = 0.

(2)

初期値 d > 0を変えるときの (2)の解 u(r; d)の挙動を詳しく調べるため, 初期値 d > 0

を以下の 3 つの集合に分類する.

N = {d > 0 ; Rd > 0 が存在して u′(r; d) < 0 on (0, Rd], u(Rd; d) = 0},

G = {d > 0 ; u′(r; d) < 0 on (0,∞), lim
r→∞

u(r; d) = 0},

P = {d > 0 ; u(r; d) > 0 on (0,∞), lim
r→∞

u(r; d) ̸= 0}.

d ∈ G のときは Rd = ∞ とみなす. 集合 N, G, P について以下のことがわかる.

補題 4. 次が成立する.

(i) N, G, P は互いに素であり, N ∪G ∪ P = (0,∞). また, P と N は (0,∞) 内の

開集合. さらにある d0 > 0 が存在して, (0, d0) ⊂ P .

(ii) d0 ∈ G.

(iii) ある ϵ > 0 が存在して (d0, d0 + ϵ) ⊂ N .

したがって, 正値解の一意性を示すためには G = {d0} であることを示せばよいので,

d > d0 > 0 を大きくしていった時の u(r; d) の最初の零点 Rd > 0 の挙動を調べること

が重要である. 例えば, lim
d↗d1

Rd = ∞ となるような d1 > 0 が存在すると, d1 ∈ G であ

り一意性が成立しないので, このようなことが起こらないことを示す.

(2) の解 u = u(r; d) から定まる線形化方程式を考える：
δ′′ +

N − 1

r
δ′ + g′(u)δ = 0,

δ(0) = 1,

δ′(0) = 0.

(3)

δ(r; d) :=
∂

∂d
u(r; d) とおくと δ(r; d) は (3) の解であり, δ(Rd; d) の符号と Rd > 0 の挙

動の関係について以下のことがわかる.

補題 5. 次が成立する.

(i) δ(Rd; d) > 0 ならば, 0 = u(Rd; d) < u(Rd; d+ ϵ) となり, Rd < Rd+ϵ.

(ii) δ(Rd; d) < 0 ならば, 0 = u(Rd; d) > u(Rd; d+ ϵ) となり, Rd > Rd+ϵ.



(iii) d ∈ [d0, d0 + ϵ) では δ(r; d) は (0, Rd) で丁度 1 回符号変化し, δd(Rd; d) < 0.

したがって, Rd > 0 の挙動を調べるには, δ(r; d) の挙動を調べればよい. 次の 2 つ

の補題が正値解の一意性（と非退化性）を得るための鍵となる補題である.

補題 6. d ∈ G ならば, δ(r; d) は少なくとも 1 回符号変化する.

補題 7 (strictly admissible). d ∈ N ∪G とする. さらに δ(r; d) は (0, Rd) で丁度 1 回

符号変化すると仮定する. このとき,

(i) d ∈ N ならば, δ(Rd; d) < 0.

(ii) d ∈ G ならば, lim
r→∞

δ(r; d) = −∞.

注意 8. 補題 6, 7 は vλ(r; d) := ru′(r; d) + λu(r; d) (λ > 0) と δ(r; d) に対して Sturm

の比較定理を用いて示される. この証明方針は [21] と同じだが, [21] は補題 6, 7 の証

明において仮定 (g5), (g6) を用いている. 我々の仮定 (g3) のもとでは比較関数 vλ(r; d)

の運用も含めて, いろいろと改良が必要になる.

以下, 補題 5–7 を用いて, 正値解の一意性の証明の概略を述べる. d ∈ (d0,∞) を d0
から連続的に増やしていき, もし δ(Rd; d) = 0 となったとしたら, 補題 5 の (iii) から

次のいずれかが成立する.

Case A: δ(r; d) は (0, Rd) で丁度 1 回符号変化し, δ(Rd; d) = 0.

Case B: δ(r; d) > 0 on (0, Rd) で, δ(Rd; d) = 0.

まず, Case A は補題 7 と矛盾するので, Case A は起こり得ないことがわかる. 一方,

Case B は起こりうる. この場合, Rd は増加するかもしれない. しかし, この状況であ

る d1 > 0 が存在して, lim
d↗d1

Rd = ∞ となると

d1 ∈ G, δ(r; d1) > 0 on (0,∞)

であることがわかる. ところが, これは補題 6 に矛盾する. 結局, (d0,∞) において

d1 ∈ G となる d1 > d0 は存在せず, G = {d0} がわかる.

2.2. 非退化性

非退化性も補題 7 から示すことができる. (1) の一意正値球対称解 u ∈ H1(RN) に対

して

φ′′ +
N − 1

r
φ′ + g′(u)φ = 0, φ′(0) = 0,

をみたす非自明な φ ∈ H2
rad(RN) があったとする. このとき, 常微分方程式の初期値問

題の解の一意性からある a ∈ R が存在して, φ(r) = aδ(r; d0) である. 補題 7 の (ii) よ

り lim
r→∞

δ(r; d0) = −∞ なので, φ ̸∈ H2
rad(RN) となり矛盾.

注意 9. 正値球対称解 u の一意存在がわかれば, [7] と同様にして,

Ker (L) = span

{
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

}
など, 線形化作用素 L のより詳しい性質がわかる.



3. 定理 1 の応用

定理 1 の応用として次の準線形楕円型方程式の正値解の一意性と非退化性について考

える. −∆u− κuα−1∆(uα) = −u+ up in RN ,

u > 0 in RN , u ∈ H1(RN).
(4)

ここで, N ≥ 2, κ > 0, α > 1, 1 < p < α2∗ − 1 とする. 2∗ は Sobolev 臨界指数で

2∗ :=


2N

N − 2
(N ≥ 3),

∞ (N = 2).

方程式 (4) の物理的背景については [10, 11, 18] などを参照されたい. (4) は N ≥
2, κ > 0, α > 1, 1 < p < α2∗ − 1 において正値（球対称）解が存在する（[13, 20]) が,

その一意性, 非退化性については準線形項の係数 κ や非線形項の指数 p, あるいは次元

N を制限した部分的な解決のみである（[1, 2, 3, 5, 6, 16, 24]）. ここでは, 定理 1 を適

用することで, N ≥ 2, κ > 0, α > 1, 1 < p < α2∗ − 1 において正値解の一意性, 非退

化性を得ることができたので報告させて頂きたい.

定理 10. N ≥ 2, κ > 0, α > 1, 1 < p < α2∗ − 1 とする. このとき (4) の正値解は平

行移動を除いて一意で非退化である.

以下, 定理 1 の適用の仕方を中心に定理 10 の証明の概略を述べる.

3.1. 定理 10 の証明の概略

方程式 (4) に対応する汎関数は

I(u) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 dx+
κ

2α

∫
RN

|∇(uα)|2 dx+
1

2

∫
RN

u2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

up+1 dx

=
1

2

∫
RN

(1 + ακu2α−2)|∇u|2 dx+
1

2

∫
RN

u2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

up+1 dx

: X :=

{
u ∈ H1(RN) ;

∫
RN

|∇(uα)|2 dx < ∞
}

→ R

であり, I(u) の臨界点は準線形楕円型方程式 (4) の解である. ここで, u = f(v) とお

くと,

I(f(v)) =
1

2

∫
RN

(1 + ακf(v)2α−2)|∇f(v)|2 dx+
1

2

∫
RN

f(v)2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

f(v)p+1 dx

=
1

2

∫
RN

(1 + ακf(v)2α−2)f ′(v)2|∇v|2 dx+
1

2

∫
RN

f(v)2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

f(v)p+1 dx

となるので,

(1 + ακf(v)2α−2)f ′(v)2 ≡ 1

となるように関数 f を選び, この f に対して汎関数

J(v) := I(f(v)) =
1

2

∫
RN

|∇v|2 dx+
1

2

∫
RN

f(v)2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

f(v)p+1 dx



を考える. J(v) の臨界点は次の半線形楕円型方程式の解である.−∆v = −f(v)f ′(v) + f(v)pf ′(v) in RN ,

v > 0 in RN , v ∈ H1(RN).
(5)

結局, 変換関数 f を通して, 方程式 (4) の解と (5) の解が 1 対 1 に対応するので, 定理

10 を証明するためには半線形楕円型方程式 (5) の正値解が平行移動を除いて一意かつ

非退化であることを示せばよい. このように変換関数 f を用いて方程式 (4) を方程式

(5) に変換して解析する手法を双対アプローチと呼び, この手法は [13, 20] によって導

入された.

変換関数 f は次の常微分方程式の初期値問題の一意大域解である.
f ′(s) = 1√

1 + ακf(s)2α−2
on s ∈ [0,∞),

f(0) = 0.

(6)

方程式 (6) の一意大域解 f(s) に対して, g(s) := −f(s)f ′(s) + f(s)pf ′(s), b := f−1(1)

が仮定 (g1)–(g4) を満たすことを示せば, 定理 1 から方程式 (5) の正値解 v は平行移

動を除いて一意かつ非退化であり, 結局, 方程式 (4) の解 u = f(v) も平行移動を除い

て一意かつ非退化である. 変換関数 f(s) について次が成立する.

補題 11. 次が成立する.

(i) f(s) ≤ s, 0 < f ′(s) ≤ 1, f ′′(s) ≤ 0 on [0,∞).

(ii) f(s) ≤ αsf ′(s)− (α− 1)f(s)f ′(s)2 on [0,∞).

(iii) sf ′(s) ≤ f(s) on [0,∞).

(iv) lim
s→∞

f(s)

s
1
α

=
(α
κ

) 1
2α

, lim
s→∞

sf ′(s)

f(s)
=

1

α
.

(v) lim
s→0

f(s)

s
= 1.

特に補題 11 の (ii) が仮定 (g3) を満たすことを示す際に鍵となる不等式である.

注意 12. g(s) = −f(s)f ′(s) + f(s)pf ′(s) に対して Kg(s) =
sg′(s)

g(s)
とおくと, 補題 11

から

lim
s→∞

Kg(s) =
p− α+ 1

α

であることがわかる. したがって,

p− α + 1

α
≥ 1 ⇐⇒ p ≥ 2α− 1

となり, g(s) の無限遠方での増大度が優線形（または漸近線形）であるためには p ≥
2α− 1 でなければならない.



3.2. 方程式 (4) の一般化

実際は次の準線形楕円型方程式の正値解の存在, 一意性, 非退化性を示すことができる.− div (a(u)∇u) +
1

2
a′(u)|∇u|2 = h(u) in RN ,

u > 0 in RN , u ∈ H1(RN).
(7)

ここで, h(s), a(s) について次を仮定する.

(h1) h ∈ C1([0,∞)), h(0) = 0, h′(0) < 0.

(h2) ある b > 0, b̃ ∈ (b,∞] が存在し, h(s) < 0 on (0, b), h(s) > 0 on (b, b̃), h(s) < 0

on (b̃,∞), h′(b) > 0, h′(b̃) < 0.

(h3) Kh(s) は (b, b̃) 上 Kh(s) > 1 となる範囲では K ′
h(s) < 0.

(h4) Kh(s) ≤ 1 on (0, b).

(h5) ある s0 > 0 が存在し, H(s0) =

∫ s0

0

h(t) dt > 0.

(h6) ある ℓ > 0 が存在し,


lim sup
s→∞

h(s)

s
(ℓ+1)N+2

N−2

≤ 0 if N ≥ 3,

lim sup
s→∞

h(s)

eβsℓ+2 ≤ 0 for any β > 0 if N = 2.

(a1) a ∈ C2([0,∞)), inf
s≥0

a(s) > 0.

(a2) a′(s) ≥ 0 on (0,∞).

(a3) Ka(s) ≤ Ka(b) on (0, b), K ′
a(s) ≥ 0 on [b, b̃).

(a4) ある a∞ > 0 が存在し, lim
s→∞

a(s)

sℓ
= a∞.

定理 13 ([4]). (h1)–(h6), (a1)–(a4) を仮定する. このとき (7) は正値解が存在し, 平行

移動を除いて一意で非退化である.

注意 14. h(s) = −s + sp (1 < p < α2∗ − 1), a(s) = 1 + κs2α−2 とおくと, これらは

(h1)–(h6), (a1)–(a4) を満たし (b = 1, b̃ = ∞, ℓ = 2α− 2), 方程式 (7) は方程式 (4) と

一致する.
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