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1. 序論
現在まで偏微分方程式論は滑らかな領域で理論が確立してきたが，実際の物理現象に
は滑らかでない領域，例えばき裂や角を含む領域での解析が必要なものも少なくない．
破壊現象はその典型であり，地震や構造物の安全性など生活に直結する身近で重要な
現象である．その解析にはき裂を含む領域において偏微分方程式を考える必要があり，
その際の本質的な困難は一般に解がき裂先端に特異性を有し，解の正則性が期待でき
ないことである．まず，ある領域ΩにおけるPoisson方程式のDirichlet問題を考える．⎧⎨

⎩
Δu = f in Ω,

u = 0 on ∂Ω,
(1)

ここでf ∈ H−1(Ω)とする．このとき(1)はH1
0 (Ω)上で強楕円性をもつ変分形式で表わ

され，Lax-Milgramの補題により一意解u ∈ H1(Ω)の存在がいえる．さらにもし∂Ωが
滑らかであれば，楕円型正則性定理（elliptic regularity shiftとも呼ばれる）により，任
意のn ∈ Nに対して，f ∈ Hn(Ω)ならばu ∈ Hn+2(Ω)がいえる（[1, 10]など参照）．し
かし，∂Ωが滑らかでない場合（凹多角形など）を考えると，状況が一変し，f ∈ L2(Ω)

であっても，一般にu /∈ H2(Ω)となる [7, 16, 17]．この場合は，解の正則性を統一的に
記述するため，V. Kondrat’evが導入した重み付きSobolev空間がよく用いられる [4]．
錐的特異点のまわりでの楕円型境界値問題の一般論（例えば [4, 16]参照）によると，き
裂先端での解の特異性は，き裂先端を原点とする極座標(r, θ)を用いて，rλ

∑
j logj rϕj(θ)

となる．ここで，λ ∈ Cは特異性指数と呼ばれる．M. Costabel，M. Dauge[8]により，一
般の楕円型システム（[1]の意味）において，き裂の両面で同条件を課した場合，特異性
指数が 1

2
+k（k ≥ 0）となることが示された．よって，一般に解はH3/2（Hs(Ω)はオー

ダー s > 0のSobolev-Slobodetskii空間）には属さず，Besov空間B
3/2
2,∞もよく用いられ

る [29]．実際，任意の ε > 0と整数でないs > 0に対して，Bs+ε
2,∞(Ω) ⊂ Hs(Ω) ⊂ Bs

2,∞(Ω)

が知られている [44]．さらに，き裂の両面で異なる条件（Dirichlet-Neumann）を課し
た場合，特異性指数は 1

4
+ iη + k（η ∈ R，k ∈ Z）となる [31, 8, 23]．

き裂先端での解の特異性は，破壊現象では，物体にかかる負荷に対してき裂先端で
応力集中が起きていることを意味し，これが破壊を進行させる要因となっており，重
要である [5, 43]．数学的には，このことが弱解を議論する上で大きな問題となること
はないが，き裂進展問題などを扱う際には，き裂が進展することによって解放される
エネルギーの割合（物体の形状微分，エネルギー解放率と呼ぶ）を計算しなくてはな
らなくなり大きな障壁となる [39]．それを克服するためには，解の深い性質，特にき裂
先端における挙動を精密に調べることが肝要である．また，これらの研究は破壊現象
だけではなく，非破壊検査に関わる逆問題へも応用可能である（[18, 19, 20]など）．
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2. 線形弾性体方程式の解のき裂先端における漸近挙動
本節では，簡単のため，２次元の均質等方的な線形弾性体領域において，き裂先端で
の変位場の振る舞いを考察する．Ω ⊂ R2をLipschitz境界をもつ有界領域とし，２つの
Lipschitz領域Ω(1) := Ω∩{x2 > 0}とΩ(2) = Ω∩{x2 < 0}
からなり，Ω(1)とΩ(2)のx1軸上の境界面をΓ′とする．Γ

をΓ′上の線分OPとし，Oは座標系x = (x1, x2)の原点，
P /∈ ∂Ωを満たすとする．ΓN ⊂ (∂Ω(1)\Γ′)をΓN ∩Γ′ = ∅
を満たす開集合とし，ΓD := ∂Ω \ ΓNと定義する．
いわゆる定常の線形弾性体方程式（Navierの方程式とも呼ばれる）は変位ベクトル

u = (u1, u2)に対する以下の２階楕円型方程式系で表される（[33]，[35]）；

μΔu + (λ + μ)∇(∇ · u) = 0 (2)

ここで，λ，μはLamé定数と呼ばれ，μ > 0，λ + μ > 0を満たすものとし，κ̃ := λ+3μ
λ+μ

とおく．次に，∂ΩやΓ（Γ+，Γ−をそれぞれき裂の上面，下面とする）における応力
ベクトルをσnとかく，ここで，σ = (σij)i,j=1,2は応力テンソルであり，n = (n1, n2)

は外向き単位法線とする．ただし，き裂Γ±上ではn = (0, 1)とする．また，領域Ω(k)

（k = 1, 2）に対する変位ベクトルやLamé定数などをそれぞれu(k)，μ(k)，λ(k)のよう
に書くことにする．ここで，Coulomb摩擦を考慮した以下の境界値問題を考える；
与えられた表面力g ∈ L2(ΓN)と十分小さな摩擦係数 f̃ ∈ (0, 1)に対して，

(∗)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μ(k)Δu(k) + (λ(k) + μ(k))∇(∇ · u(k)) = 0 in Ω(k),

σ(1)n = g on ΓN ,

u(k) = 0 on ΓD,

[[u1]] = [[u2]] = [[σ12]] = [[σ22]] = 0 on Γ′ \ Γ,

[[σ22]] = 0, σ
(k)
22 ≤ 0, [[u2]] ≥ 0, σ

(k)
22 [[u2]] = 0 on Γ±,

[[σ12]] = 0, |σ(k)
12 | ≤ −fσ

(k)
22 , σ

(k)
12 [[u1]] + f̃σ

(k)
22 |[[u1]]| = 0 on Γ±.

を満たすu(k) ∈ H1(Ω(k))（k = 1, 2）を求めよ．ここで，角括弧 [[·]]は“とび”を表す，例
えば，[[u]] := u(1) − u(2)．(∗)内のき裂Γ上の条件は摩擦効果を含んだ非貫通条件であ
り（[28, 34]参照），以下の３つの場合を含んでいることに注意する；

• 開口き裂の場合：[[u2]] > 0, σ
(k)
12 = σ

(k)
22 = 0.

• 固着状態の場合：[[u1]] = [[u2]] = 0, [[σ22]] = [[σ12]] = 0, σ
(k)
22 ≤ 0, |σ(k)

12 | ≤ −fσ
(k)
22 .

• スリップ状態の場合：[[u2]] = 0, [[u1]] 
= 0, [[σ22]] = [[σ12]] = 0, σ
(k)
22 ≤ 0, σ

(k)
12 ±

f̃σ
(k)
22 = 0．ここで，±については，[[u1]] > 0のとき“+”， [[u1]] < 0のとき “−”の

符号をとるものとする．

(∗)の弱解の存在は [27]で示された（一意性は未解決）．ここでは，き裂先端近傍
で上記３つの場合のいずれかであるとして解の漸近挙動を導出する．それには様々な
手法があるが（[31, 36]など），２次元均質等方線形弾性体の場合はGoursat-Kolosov-

Muskhelishviliの応力関数 [37]を通じて，解析接続や特異型積分方程式を用いる方法が有



効である（[38, 12, 42]）．以下，その概略を紹介する．原点（き裂先端）を中心とする極
座標x = (r cos θ, r sin θ)を考え，R > 0に対して，BR := {|x| < R}，B

(k)
R := BR∩Ω(k)

(k = 1, 2)とする．

Step 1: 応力関数の構成
解の内部と境界での正則性 [13]と Poincaréの補題より，各B

(k)
R （k = 1, 2）における

２つの正則関数 φ(k)(z)，ω(k)(z)（z = x1 + ix2），の存在がいえ [18]，さらに φ(k)(z),

ω(k)(z) ∈ H1(B
(k)
R )がわかる．変位や応力との関係式は以下で与えられる

2μ(k)(u
(k)
1 + iu

(k)
2 ) = κ̃(k)φ(k)(z) − ω(k)(z) + (z − z)φ(k)′(z), (3)

σ
(k)
22 − iσ

(k)
12 = φ(k)′(z) + ω(k)′(z) + (z − z)φ(k)′′(z), (4)

ここでは，φ(k)′(z) = dφ(k)/dzであり，上線は複素共役を表す．

Step 2: Riemann-Hilbert問題の導出
今，開口き裂の場合のみを考える．応力に関する条件：BR ∩ (Γ′ \Γ)で [[σi2]] = 0やトラ
クションフリーの条件：BR ∩Γでσ

(k)
12 = σ

(k)
22 = 0，変位に関する条件：BR ∩ (Γ′ \Γ)で

[[u]] = 0，を考えると，応力関数，例えばφ(1)′(z)，はBR \Γにおいて，以下の３条件を
満たす区分的に正則な関数（sectionally holomorphic function）であることがわかる；

1. φ(1)′(z)はBR \ Γのすべての点 zにおいて正則である．

2. φ(1)′(z) は Γ の近傍で区分的に連続（すなわち，端点を除く任意の点において
lim

x2→±0
φ(1)′(z)がそれぞれ存在）である．

3. BRにおけるΓの端点z0において， lim
z→z0

(z − z0)φ
(1)′(z) = 0が成り立つ．

ここで，区分的に正則な関数が端点で特異性を持つとすれば，それは高々分岐点でしか
ない（弱い特異性をもつともいう）ことに注意する．さらに，φ(1)′(z)に対する，BR∩Γ

におけるRiemann-Hilbert問題：

m2φ
(1)′(z) + m1φ

(1)′(z) = 2
κ̃(2) + 1

μ(2)
Φ(z)

(
m1 :=

κ̃(1)

μ(1)
+

1

μ(2)
, m2 :=

κ̃(2)

μ(2)
+

1

μ(1)

)
(5)

が導出できる．ここで，Φ(z)はBR全体で正則なある関数である。

Step 3: Riemann-Hilbert問題(5)の解
まず，(5)の同次方程式

φ(1)′(z) +
m1

m2
φ(1)′(z) = 0 on BR ∩ Γ (6)

について考える．(6)の一般解はχ(z)X(z)とかけることが知られている（[38]）．ここ
で，χ(z)はBR全体での正則関数で，X(z)はPlemelj関数と呼ばれ，今の場合

X(z) := z−γ(z + R)γ−1



と書ける．ここで，z = 0，−Rが分岐点となることに注意する．また，−π < arg z < π，
−π < arg (z + R) < πと定めると，X(z)は一意的に決まり，全領域からBR ∩ Γを除
いたところで正則となる．今，X+(z) := lim

x2→0+
X(z)，X−(z) := lim

x2→0−
X(z)とすると，

X+(z) − e−2πiγX−(z) = 0 on BR ∩ Γ

がわかる．よって，γをm1/m2 = −e−2πiγとなるように選べばよい．ゆえに，

γ :=
i

2π
ln

(
m1

m2

)
+

1

2
.

とすれば，X(z)が(6)のL2(BR)における解で，BR \ Γで区分的に正則となっているこ
とがわかる．よって，χ(z) := φ(1)′(z)/X(z)とおけば，χ(z)はBRで正則な関数であり，
χ(z)X(z)が(6)の一般解であることがわかる．
次に，目的の非同次方程式(5)の一般解を考える．Plemeljの公式（[12, 38]）より，同
次方程式のPlemelj関数X(z)を用いて

φ(1)′(z) =
X(z)

2πi

∫
BR∩Γ

2
κ̃(2) + 1

m2μ(2)

Φ(t)

X+(t)(t − z)
dt + X(z)χ(z)

と表せる．積分を計算すると

φ(1)′(z) = 2
κ̃(2) + 1

(m1 + m2)μ(2)
Φ(z) + X(z)χ(z).

となる．実際，明らかに2 κ̃(2)+1
(m1+m2)μ(2) Φ(z)は非同次方程式(5)の特殊解になっている．

Step 4: 漸近展開公式の導出
次に，R′ < Rととり，χ(z)をBR′で定義された正則関数と取り直すと，

φ(1)′(z) = e−πεz−
1
2
−iεχ(z) + 2

κ̃(2) + 1

(m1 + m2)μ(2)
Φ(z), (7)

ε :=
1

2π
ln

(
m1

m2

)
= − 1

2π
ln

(
1 − β

1 + β

)
, β :=

m1 − m2

m1 + m2
∈

(
−1

2
,
1

2

)

とかける．βはDundursパラメータ [11]と呼ばれ，媒質の不均質性を表す．これより，
β = 0とm1 = m2は同値であることがわかり，均質媒質の場合はβ = 0となる．(7)と
同様に，ω(1)′(z)，φ(2)′(z)，ω(2)′(z)もχ(z)とΦ(z)を用いて表せる．それらを応力関数
と変位との関係式(3)に代入すると，求める開口き裂の場合の解の漸近展開が得られる．

命題 1 ([27]). （開口き裂の場合）∃ân ∈ C with

∞∑
n=0

(−1)nr
1
2
+nRe

[
ânr−iε

]
> 0, (8)

b̂n ∈ C，c = (c1, c2, c0) ∈ R3 s.t. k = 1, 2に対して，

u(k)(r, θ) =

∞∑
n=0

e(−1)kεπr
1
2
+n

2μ(k)

{
Re

[
ânr−iε

]
P

(k)
1,n(θ) − Im

[
ânr−iε

]
Q

(k)
1,n(θ)

}

+
∞∑

n=0

rn+1d̃k

{
Re

[
b̂n

]
R

(k)
1,n(θ) − Im

[
b̂n

]
S

(k)
1,n(θ)

}
+ F (x)c,



ここで d̃1 = κ̃(2) + 1，d̃2 = κ̃(1) + 1，F (x)c := (c1 + c0x2, c2 − c0x1)であり，

P
(k)
1,n(θ) = eεθ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
κ̃(k) + n + 1

2
− e−2ε(θ+(−1)kπ)

)
cos

(
n + 1

2

)
θ

+ε
(
sin

(
n + 1

2

)
θ − sin

(
n − 3

2

)
θ
) − (

n + 1
2

)
cos

(
n − 3

2

)
θ(

κ̃(k) − n − 1
2

+ e−2ε(θ+(−1)kπ)
)

sin
(
n + 1

2

)
θ

+ε
(
cos

(
n + 1

2

)
θ − cos

(
n − 3

2

)
θ
)

+
(
n + 1

2

)
sin

(
n − 3

2

)
θ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Q
(k)
1,n(θ) = eεθ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
κ̃(k) + n + 1

2
+ e−2ε(θ+(−1)kπ)

)
sin

(
n + 1

2

)
θ

−ε
(
cos

(
n + 1

2

)
θ − cos

(
n − 3

2

)
θ
) − (

n + 1
2

)
sin

(
n − 3

2

)
θ(

−κ̃(k) + n + 1
2

+ e−2ε(θ+(−1)kπ)
)

cos
(
n + 1

2

)
θ

+ε
(
sin

(
n + 1

2

)
θ − sin

(
n − 3

2

)
θ
) − (

n + 1
2

)
cos

(
n − 3

2

)
θ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

R
(k)
1,n(θ) =

⎛
⎝ κ̃(k) cos (n + 1)θ − (n + 1) cos (n − 1)θ + (n + 2) cos (n + 1)θ

κ̃(k) sin (n + 1)θ + (n + 1) sin (n − 1)θ − (n + 2) sin (n + 1)θ

⎞
⎠ ,

S
(k)
1,n(θ) =

⎛
⎝ κ̃(k) sin (n + 1)θ − (n + 1) sin (n − 1)θ + n sin (n + 1)θ

−κ̃(k) cos (n + 1)θ − (n + 1) cos (n − 1)θ + n cos (n + 1)θ

⎞
⎠ .

この級数は H1(B
(k)
R′ )で絶対収束し，B

(k)
R′ （k = 1, 2）で広義一様収束する．また，

n ≥ 0に対して以下の評価式が成り立つ

|ân| ≤ c
1√

2n + 1
(R′)−(n+ 1

2)‖∇u‖L2(BR′ ), |b̂n| ≤ c
1√

n + 1
(R′)−(n+1)‖∇u‖L2(BR′ ).

級数の特異項の係数 â0は破壊力学では応力拡大係数と呼ばれ，き裂先端付近の応力
分布の強さを表す量で材料の強度評価に用いられる重要なパラメータである．命題1の
公式からわかるように，異相媒質の界面き裂の場合，媒質の不均質性から特異性指数は
1
2
+ nだけでなく振動する特異性 r−iεが現れることがわかる．媒質が均質の場合（この
とき，ε = 0となる）は振動する特異性はなくなり，均質媒質の場合の公式（[18]参照）
と一致する．さらに非貫通条件 [[u2]] > 0から導かれる係数の条件式(8)からRe[â0] ≥ 0

がわかり， [3]において別手法で導出された結果と一致する．
他の２つの場合：固着状態の場合，スリップ状態の場合についても同様に導出でき
る，詳しくは [27, 21, 22]参照のこと．例えば，固着状態の場合は特異性指数は自然数
となり，解はき裂先端近傍で解析的になることがわかる．また，スリップ状態の場合
には方程式 cot (πγ̌) = ∓f̃βを満たす γ̌に対して (1 − γ̌)が特異性指数となる．ここで
符号 “−”はき裂先端近傍で [[u1]] > 0のときであり，“+”は [[u1]] < 0のときに対応する．
他の境界条件からβ 
= 0のときは，γ̌ ∈ (0, 1/2)がわかり，開口き裂の場合と比べ，弱
い特異性を有することがわかる．しかし，β = 0の場合は γ̌ = 1/2となり，開口き裂の
場合と同様の振舞いを示すことがわかる．
以上より，開口き裂の場合はu 
∈ H3/2(BR′ \Γ)であり，固着状態の場合は実解析的，
スリップ状態の場合でβ 
= 0のときは，u ∈ H3/2(BR′ \ Γ)が成り立つことがわかる．



3. 非線形弾性体におけるき裂問題
これまで扱ってきた線形弾性体を仮定した脆性破壊は現在まで線形破壊力学として体
系化されてきた．しかし，破壊現象のようなき裂を含む物体の変形を理論的に解析する
際，線形弾性体は適当であるのかという疑念が生じる．そもそも線形弾性体とはHooke

の法則（弾性体内に発生する応力の各成分が歪み成分の線形結合で表現できるという
法則）が成り立っている物体であり，一般にHooke の法則が成り立つには “歪みが微
小”という前提条件がある．しかしき裂を含む線形弾性体を考えると，き裂先端で応力
集中が起き，歪みも発散することがわかるため（例えば命題1）矛盾が生じ，破壊問題
適用への限界を示唆している．そこでき裂を含む弾性体が満たす構成方程式を再度吟
味し直し，より広汎な破壊現象に則したモデルの数理解析が必要である．

3.1. 線形弾性体方程式の導出とき裂問題における不条理

初めに前出の線形弾性体方程式の導出について考えたい．まず，xを現時刻における空
間座標とし，Xを基準時刻における物質座標とする．変位ベクトルuはu := x−Xで
定義される．連続体力学の基礎方程式として，質量保存則から導かれる連続の方程式

dρ

dt
+ ρdivv = 0 (9)

と運動量保存則から導かれる平衡方程式

ρ
dv

dt
= divσ + ρf (10)

がある．ρは物体の密度，v = ∂x
∂t

∣∣
X = ∂u

∂t

∣∣
Xは速度ベクトル，σはCauchy応力，f

は外力を表す．線形弾性体では，以下の前提条件があることに注意が必要である．

• 歪みが微小（‖∇u‖ � 1）．これにより，様々な応力や歪みの定義が統一的に考
えられ，線形化された歪みテンソルe(u) := 1/2(∇u + (∇u)T)が定義される．

• 応力－歪みの構成則が線形である．すなわち，σ = Ceであり，C = {Cijkl}は４
階のテンソルで弾性テンソルと呼ばれる．これは１次元のいわゆるHookeの法則
の高次元への拡張とも考えられる．

• 歪みが微小のため，密度変化も微小である．すなわちρ = ρ0 + ρ′，ρ′ � ρ0（ρ0：
定数）と考えられる．よって，平衡方程式(10)のρは定数ρ0に置き換えられ，連
続の方程式(9)を同時に解く必要はなくなる．(9)はρ′を求めるために用いる．

• u，v，∂v/∂tも微小．これにより，(9)と(10)に現れる物質微分（d/dt）を∂/∂t

とみなすことができる．

以上より，良く知られた次の線形弾性体方程式が導かれる；

ρ0
∂2ui

∂t2
=

3∑
j,k,l=1

∂

∂xj

(
Cijkl

∂uk

∂xl

)
+ ρ0fi i = 1, 2, 3.

２次元均質等方的の場合で，慣性項と外力項を無視すると，(2)と一致する．
例えば第２節で考えたように，き裂を含むような２次元の線形弾性体での定常問題
を考えると，一般にき裂先端で応力集中という現象が起きる（命題1）．これは，線形



弾性体の場合，前提条件から応力－歪み構成式は線形であるので，歪みもき裂先端で
集中していることを意味し，もう１つの前提条件である微小歪みとの不条理が生じる．
K. R. Rajagopal [40, 41]はこの不条理を指摘し，解消するためにより広範な弾性体モ
デル（Implicit constitutive TheoryやStrain-Limiting model）を提案した．

3.2. 非線形弾性体モデル

基礎方程式(9)，(10)は連続体仮説と力学の原理から導かれるが [45]，応力－歪み構成則
には現象論的な考察が必要である．従来，扱われてきた一般的な枠組みとしてCauchy

弾性体が知られており，これはσ = f(F )で定義される．ここで，F は変形勾配テンソ
ルと呼ばれ，F := ∂x/∂Xで定義されdetF 
= 0を満たす．しかしこの枠組みでは許容
できない簡単な例も存在し（[40]参照），より広範な枠組みが必要となる．そこで，K. R.

Rajagopalは陰関数で与えるような構成則（Implicit constitutive Theory）を提案した．
これは，等方物質である弾性体とすると，f(σ, B) = 0と表され，ここでB := FF T

は左Cauchy-Green変形テンソルである．構成式が従うべき原理の１つに物質客観性の
原理（frame indiffernce）があり，そのためfは等方テンソル値関数でなければならな
い．つまり，任意の直交テンソルQに対して，f(QσQT, QBQT) = Qf(σ, B)QTが
成立しなくてはならない．これにより，fは以下の表現式をもつことがわかる

f(σ, B) := α0I + α1σ + α2B + α3σ
2 + α4B

2 + α5(σB + Bσ)

+α6(σ
2B + Bσ2) + α7(B

2σ + σB2) + α8(B
2σ2 + σ2B2) = 0.(11)

ここで，係数αi（i = 0, 1, · · · , 8)はρ，trσ，trB，trσ2，trB2，trσ3，trB3，tr(σB)，
tr(σ2B)，tr(B2σ)，tr(σ2B2)に依存する量である．(11)はCauchy弾性体も含むより
一般的なモデルであることがわかる．ここで，微小歪みを仮定すると，Bを 2e(u)で
近似することができ，(11)の特別な場合として線形化された歪みを応力の関数として
表したe(u) = Φ1(trσ, trσ2)I +Φ2(trσ

2)σが導き出せる．ただし，Φ1(0, ·) = 0とする．
本稿では，Strain-Limiting modelの１つの例として以下のモデルを考える（[41]）

e(u) = Ψ(σ) :=
σ

2μ(1 + κ|σ|s)1/s
,

(|σ| =
√

σ : σ =
√

σijσij

)
. (12)

ここでμ，κ，s > 0は材料定数である．このモデルの特徴は，微小歪みを仮定するが，
応力に関しては拘束条件を課さないことである．実際、例えば１次元の場合を考える
と，|σ| → +∞であっても |e(u)|は有界である．またσ = 0のときe(u) = 0である．

3.3. 非線形弾性体モデルの境界値問題

前節で紹介した非線形弾性体モデル(12)のき裂を含む領域での境界値問題を考える [24]．
Ω ⊂ Rd（d ∈ {2, 3}）を有界領域とし，∂ΩはLipschitzであるとする．また，∂Ω =

ΓN ∪ΓDであって，ΓN ∩ΓD = ∅とΓD 
= ∅を満たすものとする．Γc ⊂ Ωをd−1次元向き
付け可能なLipschitz多様体とする，これをき裂とみなす．Ωc := Ω \Γcと定義し，n =

(n1, ..., nd)は∂Ω, Γcでの法線ベクトルを表す．そこで，以下の境界値問題を考える；与え
られたf ∈ Lmax {2,p}(Ωc; R

d)，g ∈ L2(ΓN ; Rd)，Ψ : Sym(Rd×d) → Sym(Rd×d)に対して，
次の問題 (∗∗)を満たすu ∈ H1(Ωc; R

d)，e(u) = {eij(u)}d
i,j=1 ∈ Lp′(Ωc; Sym(Rd×d))，



σ = {σij}d
i,j=1 ∈ Lp(Ωc; Sym(Rd×d))，（p ∈ [1,∞), p′ ∈ (1,∞], 1

p
+ 1

p′ = 1）を求めよ．

(∗∗)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−divσ = f in Ωc,

Ψ(σ) = e(u) := 1
2
(∇u + (∇u)T) in Ωc,

u = 0 on ΓD,

σn = g on ΓN ,

[[u · n]] ≥ 0, [[σn]] = 0, σn[[u · n]] = 0, σn ≤ 0, στ = 0 on Γ±
c .

ここで，[[·]] := ·|Γ+
c
− ·|Γ−

c
，σn := (σn) ·n， στ := σn− σnnとする．問題 (∗∗)にお

いて第１式は外力fがかけられた場合の定常の平衡方程式(10)，第２式は応力－歪みの
構成則，第３式はΓD上のDirichlet条件，第４式はΓN上に表面力gを課したNeumann

条件をそれぞれ表している．き裂Γc上では問題 (∗)での非貫通条件を考えるが，問題
(∗∗)では摩擦力ゼロとして考えている．この問題 (∗∗)の弱形式を以下で定義する．

[[u · n]] ≥ 0 on Γc, u = 0 on ΓD, Ψ(σ) = e(u) in Ωc, (13a)

∫
Ωc

σ : e(u − u) dx ≥
∫

Ωc

f · (u − u) dx +

∫
ΓN

g · (u − u) dSx (13b)

∀u ∈ H1(Ωc; R
d) s.t. u|ΓD

= 0，[[u · n]] ≥ 0 on Γc，e(u) ∈ Lp′(Ωc; Sym(Rd×d)).

3.4. (13)の解の存在について

まず，(12)で定めたΨは以下の性質をもっていることに注意する．

補題 1. (i) Ψは狭義単調で連続であり，つまり次の不等式を満たす

2−(1+1/s)μ−1|σ1 − σ2|2
1 + κ1+1/s(|σ1| + |σ2|)1+s

≤ (
Ψ(σ1) − Ψ(σ2)

)
: (σ1 − σ2) ≤ |σ1 − σ2|2

μ
.

(ii) Ψは一様に有界である．すなわち，|Ψ(σ)| ≤ 1

2μ
min

{
1

κ1/s
, |σ|

}
を満たす．

(iii)
∫

Ωc
Ψ(σ) : σ dxは強圧的であり，次の不等式を満たす．

1

2μcsκ1/s

(∫
Ωc

|σ| dx − |Ω|
κ1/s

)
≤

∫
Ωc

Ψ(σ) : σ dx, cs :=

{
21/s−1 (s ∈ (0, 1)),

1 (s ≥ 1).

証明は [24]および [6]を参照のこと．補題 1(i)の狭義単調性から(13)における応力テ
ンソルσの一意性は導かれるものの，L1におけるアプリオリ評価

‖σ‖L1(Ωc) ≤
|Ω|
κ1/s

+
cs|Ω|√

c
KP

(‖f‖L2(Ωc) + ‖g‖L2(ΓN )

)
(14)

しか得られない．ここで，c
KP
はKorn-Poincaréの不等式に現れる正定数である．この

問題の最も困難な点は(14)のように反射的でないL1空間でしか評価できず，一般的な
解の存在証明手法（例えば [32]参照）が使えないことである．また，き裂の存在や方



程式がシステムのため，既存の解の正則性を改善させる手法（[6, 15]など参照）も使
えない状況である．そこで問題の正則化を考える．
今，正則化パラメータε > 0に対して，uε ∈ H1(Ωc; R

d)，e(uε) ∈ L2(Ωc; Sym(Rd×d))，
σε ∈ L2(Ωc; Sym(Rd×d))を求める以下の問題を考える．

uε = 0 on ΓD, εσε + Ψ(σε) = e(uε) in Ωc, (15a)∫
Ωc

(εe(uε) + σε) : e(u) dx +
1

ε

∫
Γc

min {0, [[uε · n]]} [[u · n]] dSx (15b)

=

∫
Ωc

f · u dx +

∫
ΓN

g · udSx, ∀u ∈ H1(Ωc; R
d) s.t. u|ΓD

= 0.

各 ε > 0に対して，(15)の解の一意存在性はBrowder-Minty定理から直ちに導かれ，ε

に一様なアプリオリ評価が得られる（[24]または [28]）．すると以下の定理を得る．

定理 1 ([24]). (i) 正則化された問題(15)の解のε ↘ 0+としたときの弱集積点として決
定される，これを一般化された解と呼ぶ，u ∈ H1(Ωc; R

d)，e(u) ∈ L2(Ωc; Sym(Rd×d))，
σ ∈ M1(Ω; Sym(Rd×d))は以下を満たす．

[[u · n]] ≥ 0 on Γc, u = 0 on ΓD, (16a)∫
Ω

σ : e(u) dx ≥
∫

Ωc

f · udx +

∫
ΓN

g · udSx ∀u ∈ H1(Ωc; R
d) (16b)

s.t. u|ΓD
= 0, [[u · n]] ≥ 0 on Γc，e(u) ∈ Cc(Ω; Sym(Rd×d))；∀σ ∈ Cc(Ω; Sym(Rd×d))∫

Ω

(σ − σ) : Ψ(σ) dx +

∫
Ωc

e(u) : σ dx ≤
∫

Ωc

f · u dx +

∫
ΓN

g · u dSx. (16c)

(ii)もし，σ ∈ Lp(Ωc; Sym(Rd×d))，e(u) ∈ Lp′(Ωc; Sym(Rd×d))，p, p′ ∈ (1,∞) (1
p
+ 1

p′ =

1)ならば，一般化された解 (u, e(u), σ)は (∗∗)の弱形式(13)の解となる．

注意 1. M. Buĺıčekらは [6]で面外変形の場合にこれに関連するモデル方程式のVノッ
チ領域における境界値問題において弱解の存在性を証明している．しかし，ここでの
手法はき裂がある場合や支配方程式がシステムの場合（面内変形）には適用できない．
他の非線形楕円型方程式に対してもき裂を含む領域においては困難がある（例えば [15]

参照）．よって本問題の解の正則性については未解決である．

注意 2. 定理 1の (ii)において，境界における応力ベクトル σnは定義され，σn ∈
W−1/p′,p(ΓN ; Rd) × W−1/p′,p(Γc; R

d), p, p′ ∈ (1,∞) (1
p

+ 1
p′ = 1)である．

4. 今後の展望
4.1. Strain-Limiting modelにおける応力場のき裂先端における漸近挙動

２次元線形弾性体の場合で扱ったGoursat-Kolosov-Muskhelishviliの応力関数による手
法は非線形弾性体の場合は使えず，新たなアイデアが必要である．しかし，[5]や [9]で
用いられているホドグラフ変換やLegendre変換により，線形偏微分方程式に帰着させ，
解析解を求める方法が知られているので，検討中である．しかし，その場合，単純な
境界条件や領域に対してのみ有効である．



4.2. 粘弾性体への応用

定理 1の結果を非線形粘弾性体に拡張する．ここでは，Kelvin-Voigtモデルを採用し，
以下の擬定常の境界値問題を考える [26]．
与えられた f ∈ C([0, T ]; L2(Ωc; R

d)), g ∈ C([0, T ]; L2(ΓN ; Rd))，u0 ∈ H1(Ωc; R
d)

に対して，u ∈ C([0, T ]; H1(Ωc; R
d)), e(u) ∈ C1([0, T ]; L∞(Ωc; Sym(Rd×d)))，σ ∈

C([0, T ]; L2(Ωc; Sym(Rd×d))) s.t. u(0, ·) = u0 in Ωc,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−divσ = f in (0, T ) × Ωc,

e(u) + αe(u̇) = Ψ(σ) in (0, T ) × Ωc,

u = 0 on (0, T ) × ΓD,

σn = g on (0, T ) × ΓN ,

σn = 0 on (0, T ) × Γ±
c .

を求める．ここで，Ψとして前節で用いた(12)を想定して良いが，補題1，つまり，単
調性，連続性，有界性，強圧性を満たしていれば十分であるので，一般に下記の条件
を満たすものであればよい．∃M1, M2, M4 > 0, M3 ≥ 0 s.t. ∀σ, σ1, σ2 ∈ Sym(Rd×d),

|Ψ(σ)| ≤ M1,

0 ≤ (
Ψ(σ1) − Ψ(σ2)

)
: (σ1 − σ2) ≤ M2|σ1 − σ2|2,

−M3 + M4

d∑
i,j=1

|σij| ≤ Ψ(σ) : σ.

このような条件を満たすΨの(12)以外の例については [25]を参照されたい．また，生
体科学に現れる他の粘弾性体モデルへの応用も今後の課題である．

4.3. 地震における断層破壊への応用

地震における断層破壊もき裂の問題と考えることはできるが，工学における破壊との
決定的な違いは断層面での摩擦による影響と，そのため動的な問題を扱う必要がある
ということである．また，地震の時空間的スケールや破壊伝播速度の多様性は工学諸
分野で確立されたモデルで容易に説明できるものではなく，大きく異なる．地震学に
おいては，空間スケールについて，規模の異なる個々の地震が互いに相似であること，
すなわちスケール不変な物理量が存在することなどが提唱されており，このことは地
震の数理モデルを無次元化によって統一的に解釈できる可能性を示唆している．また，
個々の地震においては破壊が伝播する速度が岩石のS波（横波）速度の 40-100％相当
と様々であることが知られており，いかにしてその値が決定されるのかは重大な関心
事である．それに対して1960年代から，B. V. Kostrovらによって様々なモデルの解析
解が導出され（[2, 14, 30, 46]），現在も地震学においては用いられているが，数学的
理論が整っているとは言い難い状況である．そこで，断層破壊について，妥当な物理
的条件下で数理モデル化し，それに対する数学理論を構築することが，破壊伝播速度
や滑り速度といった重要な震源パラメータの決定機構の解明につながると考えている．
これによって，破壊現象の物理に基づいた現実的な想定地震シナリオが提唱でき，災
害予測のための入力である強震動シミュレーションの基盤確立への貢献が期待できる．
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