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1. 導入
3 次元全空間において，非圧縮性粘性流体の運動を記述する次のNavier-Stokes 方程式
(1.1) および Boussinesq 方程式 (1.2) を考察する．{

∂tv + (v · ∇)v = ∆v −∇q t > 0, x ∈ R3,

∇ · v = 0 t > 0, x ∈ R3,
(1.1)


∂tv + (v · ∇)v = ∆v −∇q + ηe3 t > 0, x ∈ R3,

∂tη + (v · ∇)η = ∆η t > 0, x ∈ R3,

∇ · v = 0 t > 0, x ∈ R3.

(1.2)

ここで，v = (v1(t, x), v2(t, x), v3(t, x))
T , q = q(t, x), η = η(t, x) はそれぞれ流体の速度

ベクトル，圧力および温度を表す未知関数であり，e3 = (0, 0, 1)T は鉛直方向の単位ベ
クトルを表す．
本講演では，方程式系 (1.1), (1.2) の解をそれぞれ回転流および静水圧平衡の周りに

おいて考察し，回転と安定成層が有する分散性の解析とその初期値問題への応用を目標
とする．まずは回転流について考察する．方程式 (1.1) は次の定常解 (回転流) (vΩ, qΩ)

を持つことが知られている：

vΩ(x) = Ωe3 × x, qΩ(x) =
Ω2

2
(x21 + x22).

ここで，Ω ∈ R \ {0} は回転の角周波数であり，qΩ は遠心力に対応した圧力項である．
回転行列 O(t) を

O(t) =

 cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1


とする．方程式 (1.1) の解 (v, q) に対して，

u(t, x) = O(Ωt)Tv(t, O(Ωt)x)− vΩ(x), p(t, x) = q(t, O(Ωt)x)− qΩ(x)

と変換し，回転流 (vΩ, qΩ) からの摂動 (u, p) を回転座標系において考察する．このと
き，(u, p) は以下の Coriolis 力付き Navier-Stokes 方程式を満たすことが分かる．{

∂tu+ (u · ∇)u = ∆u− 2Ωe3 × u−∇p t > 0, x ∈ R3,

∇ · u = 0 t > 0, x ∈ R3.
(1.3)
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次に，方程式 (1.2) について考察する．方程式 (1.2) は，静水圧平衡 q′s = ηsを満たす
次の定常解 (vs, ηs, qs) を持つことが知られている：

vs ≡ 0, ηs(x3) = a+ bx3, qs(x3) = c+ ax3 +
b

2
x23 (a, b, c ∈ R).

本講演では安定成層，すなわち b = η′s > 0 の場合を考察する．以下，浮力周波数を
N =

√
b とする．方程式 (1.2) の解 (η, q) に対して，定常解 (ηs, qs) からの摂動を，

θ(t, x) = η(t, x)− ηs(x3), p(t, x) = q(t, x)− qs(x3)

とおく．このとき，(v, θ, p) は以下の方程式を満たすことが分かる．
∂tv + (v · ∇)v = ∆v −∇p+ θe3 t > 0, x ∈ R3,

∂tθ + (v · ∇)θ = ∆θ −N2v3 t > 0, x ∈ R3,

∇ · v = 0 t > 0, x ∈ R3.

(1.4)

本講演では，方程式系 (1.3), (1.4) に対して，歪対称な線形項であるCoriolis力 Ωe3×u

および安定成層 (θe3,−N2v3)
T が有する分散性の解析を目標とする．以下，先行研究お

よび主結果を述べるために記号を導入する．全空間における Helmholtz 射影作用素を

P = (δjk +RjRk)16j,k63 または P =

(
(δjk +RjRk)16j,k63 0

0 1

)

によって定義する．ここで，Rj = −∂xj(−∆)−1/2 は Riesz 変換を表す．次に，Coriolis

力および安定成層に対応した歪対称定数行列 Jr, Js をそれぞれ

Jr =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , Js =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


とする．また，方程式 (1.4) において未知関数をu = (v, θ/N)T とし，∇̃ = (∇, 0)T と
おく．Helmholtz 射影作用素を作用させることで，方程式 (1.3), (1.4) をそれぞれ次の
形に書き換え，その初期値問題を考察する（以下，角周波数 Ω の係数は 1 とする）:{

∂tu−∆u+ ΩPJrPu+ P(u · ∇u) = 0, ∇ · u = 0,

u(0, x) = u0(x),
(1.5)

{
∂tu−∆u+NPJsPu+ P(u · ∇̃u) = 0, ∇̃ · u = 0,

u(0, x) = u0(x) = (v0(x), θ0(x)/N).
(1.6)

このとき直接計算により，歪対称な線形項 PJrP およびPJsP の固有周波数はそれぞれ

σ
[
−P̂JrP

]
= {±ipr(ξ), 0} , pr(ξ) =

ξ3
|ξ|
,

σ
[
−P̂JsP

]
= {±ips(ξ), 0, 0} , ps(ξ) =

|ξh|
|ξ|

, ξh = (ξ1, ξ2)



で与えられる．対応する固有ベクトルを計算することで，線形作用素 −∆+ΩPJrP お
よび −∆+NPJsP から生成される半群に対して次の表示が得られる．

et(∆−ΩPJrP)u0 =
1

2
et∆eiΩtpr(D)(I +R)u0 +

1

2
et∆e−iΩtpr(D)(I −R)u0

et(∆−NPJsP)u0 = et∆eiNtps(D)P+u0 + et∆e−iNtps(D)P−u0 + et∆P0u0.

ここで，I は 3× 3 単位行列であり，

R =

 0 R3 −R2

−R3 0 R1

R2 −R1 0

 , P̂ju0(ξ) = ⟨û0(ξ), aj(ξ)⟩C4 aj(ξ) (j = ±, 0),

a+(ξ) =
1√

2|ξh||ξ|


iξ1ξ3
iξ2ξ3
−i|ξh|2

|ξh||ξ|

 , a−(ξ) = a+(ξ), a0(ξ) =
1

|ξh|


−ξ2
ξ1
0

0


(1.7)

と定義する．{a±(ξ), a0(ξ)} はそれぞれ −P̂JsP の固有値 {±ips(ξ), 0} に対する固有
ベクトルである．また，時間発展作用素 e±iΩtpr(D) および e±iNtps(D) は次で定義される
Fourier 乗法作用素である：

e±iΩtpr(D)f(x) =

∫
R3

eix·ξ±iΩtpr(ξ)f̂(ξ) dξ, pr(ξ) =
ξ3
|ξ|
, (1.8)

e±iNtps(D)f(x) =

∫
R3

eix·ξ±iNtps(ξ)f̂(ξ) dξ, ps(ξ) =
|ξh|
|ξ|

. (1.9)

2. 先行研究および主結果
まずは Coriolis 力付き Navier-Stokes 方程式 (1.5) に関する先行研究を述べる．Babin-

Mahalov-Nicolaenko [1] は周期境界条件 T3 において (1.5) を考察し，任意の初期速
度場 u0 ∈ Hs(T3) (s > 1/2) に対してある Ω0 = Ω0(u0) が存在し，|Ω| > Ω0 な
らば (1.5) は時間大域的な一意解 u ∈ C([0,∞);Hs(T3)) ∩ L2(0,∞;Hs+1(T3)) をも
つことを証明した．周期境界条件下においては，Resonant 方程式のより詳細な解析
がKishimoto-Yoneda [15] によって与えられている．全空間 R3 においては，Chemin-

Desjardins-Gallagher-Grenier [5]により，u0 ∈ Ḣ
1
2 (R3)に対して上記と同様の時間大域

的適切性が証明されており，そこでは Coriolis 力の分散性が証明の鍵となる．また初
期速度場 u0 ∈ Ḣs(R3) (1/2 < s < 3/4) に対する時間大域的適切性，およびそれを保証
する最小の回転速度 Ω0 に対する初期値のノルム ∥u0∥Ḣs での特徴付けが [11] で与えら
えている．また，角周波数 Ω ∈ R に関する一様な可解性についても数多くの研究があ
り，Giga-Inui-Mahalov-Saal [8], Hieber-Shibata [9], Konieczny-Yoneda [18], Ito-Kato

[14] および [12] などが知られている．これらの結果は，通常の Navier-Stokes 方程式
でのスケール不変な空間において，小さな初期値に対する時間大域的適切性を与えて
いる．時間局所適切性に関しては，遠方で減衰しない初期値に対しては Sawada [21],

Giga-Inui-Mahalov-Matsui [7]，初期値 u0 ∈ Ḣs(R3) (1/2 < s < 5/4) に対しては [13]

で考察されており，特に [13] では最大存在時刻 T が回転速度 |Ω| に応じて大きく取れ
ることを証明している．



次に，Boussinesq方程式 (1.6)に関する先行研究を述べる．Charve [3,4]は方程式 (1.6)

を Coriolis力 −Ωe3×v付きで考察し，その時間大域的適切性を証明した．[3,4]において
は，固有射影 (1.7)を用いて ∇̃·u0 = 0を満たす初期速度場を u0 = P+u0+P−u0+P0u0
と分解し，P±u0 ∈ Ḣ

1
2 (R3), P0u0 ∈ H

1
2
+ε(R3) (ε > 0) を満たす任意の初期速度場 u0

に対してあるN0 = N0(u0) とΩ0 = Ω0(u0) が存在し，N > N0 かつ |Ω| > Ω0 ならば
(1.6) は時間大域的な一意解 u ∈ L∞(0,∞; Ḣ

1
2 (R3)) ∩ L2(0,∞; Ḣ

3
2 (R3)) をもつことが

証明された．Koba-Mahalov-Yoneda [16] においては，N および Ω に関する一様な時
間大域的適切性が，小さな初期値 u0 ∈ Ḣ

1
2 (R3) に対して証明されている．また概周期

的な初期値に対する長時間可解性が Ibrahim-Yoneda [10] によって与えられている．周
期境界条件下においては，Babin-Mahalov-Nicolaenko [2] によって時間大域的適切性が
示されている．
以下，本講演の主結果を述べる．まずは時間発展作用素 (1.8), (1.9) に対する分散型

評価について考察する．相関数 pr(ξ) および ps(ξ) は共に斉次 0 次関数であることか
ら，Littlewood-Paley 分解とスケーリングにより，問題は以下の周波数を局在化した
作用素の減衰評価に帰着される：

U±
r (t)f(x) =

∫
R3

eix·ξ±itpr(ξ)ψ(ξ)f̂(ξ) dξ, pr(ξ) =
ξ3
|ξ|
, (2.1)

U±
s (t)f(x) =

∫
R3

eix·ξ±itps(ξ)ψ(ξ)f̂(ξ) dξ, ps(ξ) =
|ξh|
|ξ|

, (t, x) ∈ R1+3. (2.2)

ここで，ψ ∈ S (R3) は suppψ ⊂ {2−2 6 |ξ| 6 22} および ψ(ξ) = 1 (2−1 6 |ξ| 6 2) を
満たすカットオフ関数とする．先行研究の Dutrifoy [6] および [13] においては，U±

r (t)

に対する時間減衰評価として，

∥∥U±
r (t)f

∥∥
L∞ 6 C

{
log(e+ |t|)
1 + |t|

} 1
2

∥f∥L1

が知られていた．本講演では，上記の減衰評価を改良した以下の定理を示す．

定理 2.1. ある正定数 C = C(ψ) が存在して，

∥U±
r (t)f∥L∞ 6 C(1 + |t|)−1∥f∥L1

が全ての t ∈ R と f ∈ L1(R3) に対して成立する．また減衰率 −1 は最適である．

また，時間発展作用素 U±
s (t) に対しては以下の時間減衰評価が成立する．

定理 2.2. ある正定数 C = C(ψ) が存在して，

∥U±
s (t)f∥L∞ 6 C(1 + |t|)−

1
2∥f∥L1

が全ての t ∈ R と f ∈ L1(R3) に対して成立する．また減衰率 −1/2 は最適である．

次に，上記の評価の初期値問題への応用を考察する．まずは Coriolis 力付き Navier-

Stokes 方程式 (1.5) に関する結果を述べる．最適な時間減衰評価（定理 2.1）を用いる
ことで，先行研究 [11]（u0 ∈ Ḣs(R3), 1/2 < s < 3/4）を改良した以下の定理を得る．



定理 2.3. 指数 (s, p, q) は以下の条件を満たすものとする：

1

2
< s <

9

10
,

1

3
+
s

9
6 1

p
<

7

12
− s

6
,

max

{
0,

1

2p
+
s

2
− 1

2

}
<

1

q
<

5

8
− 3

2p
+
s

4
,

3

4
− 3

2p
6 1

q
<

5

4
− 5

2p
.

このとき，ある正定数 δ = δ(s, p, q) が存在して，

∥u0∥Ḣs 6 δ|Ω|
1
2
(s− 1

2
) (2.3)

を満たす任意の Ω ∈ R \ {0} と任意の初期速度場 u0 ∈ Ḣs(R3) (∇ · u0 = 0) に対して，
(1.5) は時間大域的一意解u ∈ C([0,∞); Ḣs(R3)) ∩ Lq(0,∞; Ẇ s,p(R3)) をもつ．

注意 2.4. 定理 2.3における条件 (2.3)より，任意の初期速度場 u0 ∈ Ḣs(R3)に対して，

Ω0 =
(
δ−1∥u0∥Ḣs

) 2
s−1/2

とおくと，|Ω| > Ω0 ならば (1.5) に時間大域的一意解 u が存在することが従う．また
定理 2.1 での減衰評価の改良により，初期速度場の低周波部分に対する制限が，先行
研究 [11] での s < 3/4 から s < 9/10 まで拡張されることが分かる．

Boussinesq 方程式 (1.6) に対しては，以下の定理が成立する．

定理 2.5. 1/2 < s 6 5/8 とする．このとき，ある正定数 δ1 = δ1(s) と δ2 が存在して，

∥P+u0∥Ḣs + ∥P−u0∥Ḣs 6 δ1N
1
2
(s− 1

2
), ∥P0u0∥Ḣ 1

2
6 δ2 (2.4)

を満たす任意の N > 0 と任意の初期速度場u0 ∈ Ḣ
1
2 (R3) ∩ Ḣs(R3) (∇̃ · u0 = 0) に対

して，(1.6) は時間大域的一意解u ∈ C([0,∞); Ḣ
1
2 (R3)) ∩ L4(0,∞; Ẇ

1
2
,3(R3)) をもつ．

注意 2.6. 定理 2.5 における条件 (2.4) を元の初期値 (v0, θ0) に関して書き直すと，以
下のようになる：∥∥∥(−∆h)

− 1
2 (−∆)−

1
2∂xj∂x3v0,j

∥∥∥
Ḣs

6 δ′1N
1
2
(s− 1

2
) (j = 1, 2),∥∥∥(−∆h)

1
2 (−∆)−

1
2v0,3

∥∥∥
Ḣs

6 δ′1N
1
2
(s− 1

2
), ∥θ0∥Ḣs 6 δ′1N

1
2
(s− 1

2
)+1,∥∥∥(−∆h)

− 1
2 (∂x1v0,2 − ∂x2v0,1)

∥∥∥
Ḣ

1
2
6 δ2.

ここで，δ′1 = δ′1(s)は δ1 以下のある正定数である．従って，安定成層の強さを表す浮力
周波数 N > 0 に応じて，(1.6) の時間大域的適切性を保証する初期温度擾乱 θ の Ḣs-

ノルムが大きく取れることが従う．

3. 分散型評価の証明の概略
本節では，定理 2.1, 2.2 に対する証明の概略を与える．証明における大きな違いとし
て，回転に関する相関数pr(ξ) = ξ3/|ξ| は {2−2 6 |ξ| 6 22} において滑らかであるのに
対し，安定成層に関する相関数ps(ξ) = |ξh|/|ξ| は {ξh = 0} において特異性をもつこと
が挙げられる．まずは回転流体に関する定理 2.1 を考察する．この場合，相関数 pr(ξ)

が C∞({2−2 6 |ξ| 6 22}) に属することから，以下の Littman の定理が適用出来る：



定理 3.1 ([20], [22, Corollary 3.2, page 334]). ψ ∈ C∞
0 (Rd) とし，p ∈ C∞(suppψ;R)

は suppψ 上で rank∇2p(ξ) > k を満たすとする．このとき，ある正定数 C = C(d, ψ, p)

が存在して， ∣∣∣∣∫
Rd

eix·ξ+itp(ξ)ψ(ξ) dξ

∣∣∣∣ 6 C(1 + |t|)−
k
2

が全ての (t, x) ∈ R1+d に対して成立する．

上記の定理 3.1より，定理 2.1に関しては{2−2 6 |ξ| 6 22}上で rank∇2pr(ξ) > 2と
なることを示せば良い．実際，直接計算により，

∇2pr(ξ) =
1

|ξ|5

 ξ3(3ξ
2
1 − |ξ|2) 3ξ1ξ2ξ3 ξ1(3ξ

2
3 − |ξ|2)

3ξ1ξ2ξ3 ξ3(3ξ
2
2 − |ξ|2) ξ2(3ξ

2
3 − |ξ|2)

ξ1(3ξ
2
3 − |ξ|2) ξ2(3ξ

2
3 − |ξ|2) −3ξ3|ξh|2


であり，det∇2pr(ξ) =

(ξ21 + ξ22)ξ3
|ξ|9

となる．従って，相関数 pr(ξ)は {ξh = 0}∪{ξ3 = 0}

において退化するが，いずれの場合も，

∇2pr(0, ξ3) =
1

|ξ3|5

 −ξ33 0 0

0 −ξ33 0

0 0 0

 , ∇2pr(ξh, 0) =
1

|ξh|3

 0 0 −ξ1
0 0 −ξ2

−ξ1 −ξ2 0


となることから，円環の性質を用いることで rank∇2pr(ξ) > 2 が従う．
一方，安定成層に関する相関数 ps(ξ) = |ξh|/|ξ| は {ξh = 0} において特異性をもち，

定理 3.1 を直接適用することは出来ない．実際，形式的に計算すると，

det∇2ps(ξ) = − ξ43
|ξ|9|ξh|

となり，{ξh = 0}において特異性，{ξ3 = 0}において退化性が生じる．そこで，異方的
Littlewood-Paley 分解を用いて積分領域を特異部分と退化部分に分けることを考える．
ψh ∈ S (R2), ψ3 ∈ S (R) を suppψh ⊂ {2−1 6 |ξh| 6 2} , suppψ3 ⊂ {2−1 6 |ξ3| 6 2}
かつ ∑

j∈Z

ψh(2
jξh) =

∑
k∈Z

ψ3(2
kξ3) = 1 (ξh ̸= 0, ξ3 ̸= 0)

を満たす関数とする．これらを用いて U±
s (t) における積分領域を次のように分解する：

U±
s (t)f(x) =

∑
j,k∈Z

∫
R3

eix·ξ±itps(ξ)ψh(2
jξh)ψ3(2

kξ3)ψ(ξ)f̂(ξ) dξ

=

( ∑
|j|,|k|63

+
∑
|k|63,
j>4

+
∑
|j|63,
k>4

)∫
R3

eix·ξ±itps(ξ)ψh(2
jξh)ψ3(2

kξ3)ψ(ξ)f̂(ξ) dξ

=: I1(t, x) + I2(t, x) + I3(t, x).

I1 が正則部分 (det∇2ps(ξ) ̸= 0)，I2 が特異部分，I3 が退化部分に対応する．ここで
は，I3 に対する評価の概要を述べる．問題となるのは {ξ3 = 0}，すなわち k → ∞ の
場合のみであるから，十分大きな k0 ∈ N に対して，∑

k>k0

∣∣∣∣∫
R3

eix·ξ±itps(ξ)ψh(ξh)ψ3(2
kξ3) dξ

∣∣∣∣ 6 C(1 + |t|)−
1
2



を示せば良い．変数変換 ξ3 7→ 2−kξ3 により，∫
R3

eix·ξ±itps(ξ)ψh(ξh)ψ3(2
kξ3) dξ = 2−k

∫
R3

ei(xh,2
−kx3)·ξ±itps(ξh,2−kξ3)ψh(ξh)ψ3(ξ3) dξ

とする．このとき，相関数 ps(ξh, 2
−kξ3) に関して Taylor 展開より，

22k
{
1− ps(ξh, 2

−kξ3)
}
= 22k

{
1−

(
1 + 2−2k ξ23

|ξh|2

)− 1
2

}
=

1

2

ξ23
|ξh|2

+ Ek(ξ),

∥Ek∥CN (suppψh⊗ψ3)
6 CN2

−2k (N ∈ N ∪ {0})

が成立する．更に，相関数 p0(ξ) =
1

2

ξ23
|ξh|2

に関して，suppψh ⊗ ψ3 上で，

det∇2p0(ξ) =
ξ43

|ξh|10
̸= 0

であることが分かる．従って，停留位相評価の小さな摂動に関する安定性を用いるこ
とで，十分大きな k0 ∈ N に対して，∑

k>k0

∣∣∣∣∫
R3

eix·ξ±itps(ξ)ψh(ξh)ψ3(2
kξ3) dξ

∣∣∣∣
=
∑
k>k0

2−k
∣∣∣∣∫

R3

ei(xh,2
−kx3)·ξ±itps(ξh,2−kξ3)ψh(ξh)ψ3(ξ3) dξ

∣∣∣∣
=
∑
k>k0

2−k
∣∣∣∣e±it ∫

R3

ei(xh,2
−kx3)·ξ∓i2−2kt22k{1−ps(ξh,2−kξ3)}ψh(ξh)ψ3(ξ3) dξ

∣∣∣∣
=
∑
k>k0

2−k
∣∣∣∣∫

R3

ei(xh,2
−kx3)·ξ∓i2−2kt{p0(ξ)+Ek(ξ)}ψh(ξh)ψ3(ξ3) dξ

∣∣∣∣
6 C

∑
k>k0

2−kmin
{
1, (1 + 2−2k|t|)−

3
2

}
6 C

∑
k>k0

min
{
2−k, 22k(1 + |t|)−

3
2

}
6 C(1 + |t|)−

1
2

が得られる．I2(t, x) に関しても同様の議論を用いることで，十分大きな j0 ∈ N に対
して， ∑

j>j0

∣∣∣∣∫
R3

eix·ξ±itps(ξ)ψh(2
jξh)ψ3(ξ3) dξ

∣∣∣∣ 6 C(1 + |t|)−
3
2

を示すことが出来る．また I1(t, x) の積分領域は det∇2ps(ξ) ̸= 0 となる正則部分であ
るから，通常の停留位相評価から (1+ |t|)− 3

2 の減衰が得られる．以上により，定理 2.2

の時間減衰評価が証明される．
尚，本講演の内容は，Youngwoo Koh 氏（Kongju National University），および

Sanghyuk Lee 氏（Seoul National University）との共同研究 [17, 19] に基づくもので
ある．
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