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Abstract
時間周期磁場に関する散乱問題は，1989年の Korotyaev の結果以

降，大きな進展が得られていない研究分野であった．この問題は定磁場
中の Schrödinger方程式に対する散乱理論において多くの研究を行って
きた Gérard氏と Laba氏らが，自身らの著書 “Multiparticle quantum
scattering in constant magnetic fields ” に未解決問題の一つとして挙
げている．
そこで，足立-川本では，時間周期磁場をパルス化して，問題を簡

略化することでこの問題の解決を目指した．これは，パルス化した磁
場の場合は，伝播子 propagator を具体的に書き下せるからである．本
講演では，これらの結果について詳しく述べる．また，本講演は，足
立匡義氏 (京都大学) との共同研究に基づく．

1. 電磁場中の散乱理論について
量子力学系に対する散乱理論 (以後，単に ”散乱理論” と書く)は，20世紀の後半
から多くの物理学者，数学者によって盛んに研究されてきた研究分野で，現在まで
に膨大な研究がなされてきた．散乱理論において最大の難問と呼ばれた多体問題
は Sigal-Soffer [22] によって 1987年に証明された．その後，Gérard- Laba [9] [10]
によって，定磁場の影響下での多体問題が証明され，Adachi-Tamura [4] [5]によっ
て空間一様な定電場の影響下での多体問題が証明された．ここで Gérard- Labaの
結果は全粒子が荷電している場合に限ったが，Adachi [1] は，1粒子が荷電して
いない場合においての多体問題を証明した．また定電場，定磁場の混合系の場合
も，Skibsted [21] により考察され，多体問題が証明された．
電場や磁場が時間周期的な系については，電場が時間周期的かつ周期平均が

0 でない場合では，系が定電場に似ることに着目し，2体問題が Møller [18] によ
り証明され，Adachi [2] により多体問題が証明された．一方で，時間周期的な電
場で周期平均が 0 の場合は，電場効果は消え，電場のない場合の問題に似ている
にも関わらず，運動量がエネルギーに対し相対有界でなくなるなど，多くの困難
が生じ，多体問題や固有値問題など，多くの問題が未解決の問題として残ってい
る．散乱理論に関しては，2体問題は Yajima [23] などにより証明され，3体問
題は Nakamura [20] により早く減衰するポテンシャルの仮定の下で証明された．
また，Møller-Skibsted [19] により多体系に対するスペクトル理論 (Mourre 理論)
は考察されたが，散乱理論に関して言えば Nakamura の結果以降，私の知る限り
今現在も進展がないように思われる．また時間周期磁場に関しては，Korotyaev
[15] による研究結果により，２体問題の特殊な系については証明されたが，一般
の時間周期磁場を扱われた研究は無く，もちろん 3体以上の研究結果は特殊な場
合においても皆無である．さらに，時間周期電場と時間周期磁場の混合系につい
ても一切の研究結果がない．以上を踏まえ，我々はまず時間周期磁場に対する理
論の整備を行い，2体問題に関して散乱理論を考察した．
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2. パルス磁場と散乱
平面 R2 上を動いている荷電粒子に，その平面に直交するような，時間に周期的
な磁場 B(t) = (0, 0, B(t)) を加えた量子力学系を考察する．粒子の位置を x =
(x1, x2) ∈ R2, 運動量を p = −i∇ = (−i∂1,−i∂2)，質量，電荷をそれぞれ m > 0,
q ∈ R\{0} としたとき，この量子力学系は次のハミルトニアン H0(t)

H0(t) =
1

2m
(p− qA(t, x))2 , A(t, x) =

B(t)

2
(−x2, x1) .

と状態空間 L2(R2)で記述される．ここで，A(t, x)は対称ゲージと呼ばれている．
この粒子にポテンシャル V を加えたハミルトニアンを

H(t) = H0(t) + V

と書く．ここで，V は実数値関数 V (x) をかける掛け算作用素で，V (x) は以下
の仮定 (V1) 満たすとする:
(V1) V ∈ C(R2) で，ある定数 σ > 0 に対して，定数 C > 0 が存在して

|V (x)| ≤ C(1 + |x|)−σ

を満たす．
今，H0(t) が生成する propagator を U0(t, 0), H(t) が生成する propagator を

U(t, 0) と書くことにしよう．この時，ポテンシャルの有界性から，U(t, 0) が一
意に存在することが示される．本講演の最初の目標は，この U0(t, 0) の積分核を
計算することである．しかしながら，一般の時間周期磁場 B(t) でこれを導くの
は困難であった．そこで，まず初めに B(t) をパルス化することを考えた．ここ
でパルス化された磁場とは以下のようなものである：

B(t) =

{
B t ∈ IB,

0 t ∈ I0,
IB :=

∪
n∈Z

[nT, nT + TB), I0 :=
∪
n∈Z

[nT + TB, (n+ 1)T ),

ここで，B > 0, 0 < TB < T は定数とする．すなわち，t ∈ IB で定磁場 B =
(0, 0, B) が現れ (本講演では磁場が on と言う)，また t ∈ I0 で定磁場が消える
(本講演では 磁場が off と言う) ．この場合，B(t+ T ) = B(t), ∀t となり，時間
周期的に磁場が on, off を繰り返す．さらに定磁場中のハミルトニアンを HB, 自
由 Schrödinger 作用素を H0 すなわち

HB :=
1

2m
(p− qA(x))2 , A(x) =

B

2
(−x2, x1) ,

H0 :=
p2

2m

とおけば，H0(t) は，

H0(t) =

{
HB t ∈ IB,

H0 t ∈ I0



となり，U0(t, 0) は

U0(t, 0) =

{
e−i(t−nT )HBU0(nT, 0) t ∈ [nT, nT + TB),

e−i(t−nT−TB)H0e−iTBHBU0(nT, 0) t ∈ [nT + TB, (n+ 1)T ).

となる．ここで一周期での磁場が off の時間を

T0 := T − TB

で定めると，

U0(T, 0) = e−iT0H0e−iTBHB , U0(nT, 0) = (U0(T, 0))n

となる．すなわち U0(t, 0) の積分核を求めるために，まず U0(T, 0) の積分核を求
めることが重要となる．式の煩雑を避けるため，以下では，

ω =
qB

m
, ω̄ =

ω

2
, ¯̄ω =

ω̄

2
=
ω

4
.

と表記する．ここで，ω は Larmor 振動数と呼ばれている．

Lemma 2.1. t ̸= 0 の時，S0
0(t;x) と SB

0 (t;x, y) を

S0
0(t; x) :=

1

2πit
eix

2/(2t),

SB
0 (t; x, y) :=

m|ω̄|
2πi sin(|ω̄|t)

eim|ω̄| cot(|ω̄|t)x2/2e−im|ω̄|(R̂(ω̄t)x)·y/ sin(|ω̄|t)eim|ω̄| cot(|ω̄|t)y2/2

で定める．この時，

e−itH0ψ =

∫
R2

S0
0(t; x− y)ψ(y)dy,

e−itHBψ =

∫
R2

SB
0 (t;x, y)ψ(y)dy

が成立する．ここで，

R̂(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
である．

HB に対するこの結果は，Avron-Herbst-Simon [6], Adachi-Kawamoto [3] な
どを参照して頂きたい．この補題と振動積分による計算を施せば，U0(T, 0) の積
分核 S̃0(T ;x, y) が

S̃0(T ; x, y) =
1

2πic1θ1
eix

2/(2θ1)e−i(R̂(ϕ1)x)·y/(c1θ1)eiσ1y2/(2θ1),

となることが証明出来る．ここで c1, σ1, θ1, ϕ1 は定数で後の (2) 式で与える定
数 L11, L12, L21, L22などを用いて，

θ1 =
L12

L22

, c1 = L22, σ1 =
L11

L22

, ϕ1 = ω̄TB.



で表される．これにより，U0(nT, 0) = (U0(T, 0))n の積分核 S̃0(nT ;x, y) は次の
ような形でかけると予想出来る．

S̃0(nT ;x, y) =
1

2πicnθn
eix

2/(2θn)e−i(R̂(ϕn)x)·y/(cnθn)eiσny2/(2θn). (1)

この時，cn, σn θn, ϕn が満たすべき漸化式は以下となる：

1

θn+1

=

(
1 − 1

c21σ1

)
1

θ1
+

1

(c1σ1)2(θ1/σ1 + θn)
,

1

cn+1θn+1

=
1

c1σ1cn(θ1/σ1 + θn)
,

σn+1

θn+1

=

(
σn −

1

c2n

)
1

θn
+

1

c2n(θ1/σ1 + θn)
,

ϕn+1 = ϕ1 + ϕn.

上の漸化式では ϕn, θn が単独である．また，単純な計算から ϕn = nω̄TB が分か
る． そこで θn を求めよう．θn の漸化式を計算すれば，

1

θn+1

=
L21θn + L22

L11θn + L12

,

L11 = cos(|ω̄|TB) − |ω̄|T0 sin(|ω̄|TB),

L12 =
1

m|ω̄|
(|ω̄|T0 cos(|ω̄|TB) + sin(|ω̄|TB)) , (2)

L21 = −m|ω̄| sin(|ω̄|TB),

L22 = cos(|ω̄|TB)

となる．この漸化式を解くために，α± を方程式

α =
L11α + L12

L21α + L22

の解として導入する．この方程式の判別式 D は，

D = λ20 − 1, λ0 :=
L11 + L22

2
= cos(|ω̄|TB) − 1

2
|ω̄|T0 sin(|ω̄|TB),

となる．ここで

λ± := λ0 ±
√
λ20 − 1, µn :=

λn+ − λn−
λ+ − λ−

=
λn+ − λn−

2
√
λ20 − 1

(3)

とおけば，例えば D > 0 の場合は，

θn =
L12µn

L22µn − µn−1



と具体的に計算できる．判別式 D の条件は，磁場が off の時間によって書き直せ
る．物理的な直感からも，以下のように書き直すのが適切であろう:

T0,cr :=
cos(| ¯̄ωTB|)

| ¯̄ω| sin(| ¯̄ωTB|)
,

T0 ≥ T0,cr ⇒ λ0 + 1 ≤ 0, i.e. D = λ20 − 1 ≥ 0,

0 < T0 < T0,cr ⇒ (λ0 + 1)(λ0 − 1) < 0, i.e. D = λ20 − 1 < 0.

この T0,cr を用いて以下の定理を得る．

Theorem 2.2 (Adachi-’K). propagator U0(nT, 0) の積分核は (1) 式で表され，
それぞれの係数は
T0 ̸= T0,cr の場合，

θn =
L12µn

L22µn − µn−1

, cn = L22µn − µn−1, σn =
L11µn − µn−1

L22µn − µn−1

, ϕn = nω̄TB

T0 = T0,cr の場合，

θn =
nL12

nL22 − (n− 1)λ0
, cn = λn−1

0 {nL22 − (n− 1)λ0} ,

σn =
nL11 − (n− 1)λ0
nL22 − (n− 1)λ0

, ϕn = nω̄TB

と書ける．

Remark 2.3. 実際には [3] では，任意の t ∈ R に対して U0(t, 0) の積分核を構
成した．しかしながら t ̸= nT の場合には式が煩雑になるため割愛する．

この定理から L∞ − L1 評価：

∥U0(nT, 0)ψ∥L∞(R2) ≤ |2πcnθn|−1 ∥ψ∥L1(R2) (4)

が直ちに得られる．ここで，

cnθn =

{
L12µn T0 ̸= T0,cr,

L12nλ
n−1
0 T0 = T0,cr

に注意する．まず T0 < T0,cr の場合を考えよう．この場合，λ20 < 1 より，(3) 式
から λ± ∈ C かつ |λ±| < 1 となる．よって (4) 式の右辺の変数は nT に関する
振動関数の逆数となる．これは e−i(nT )HB におけるL∞ −L1 評価と深く関係して
いる．実際，この場合の U0(T, 0) のスペクトルは，固有値のみからなる事も示す
事が出来る ([3])．次に T0 = T0,cr の場合を考察する．このとき，L∞ − L1 評価
(4) 式は，n−1 のオーダーで減衰する．これは，e−i(nT )H0 の場合の挙動と非常に
良く似ている．すなわち，以下の事が言える：
● 磁場が off の時間が T0,cr より短い ⇒ 磁場の影響が勝ち，粒子は定磁場中の
それと似た挙動を示す．
● 磁場の off の時間が丁度 T0,cr の場合 ⇒ 磁場の影響がかき消され，粒子は磁



場がない場合と似た挙動を示す．

では， T0 > T0,cr の場合はどうなるか．この時，λ0 < −1 から，|λ−| > 1 か
つ |λ+| < 1 が容易に分かる．よって，L12 ̸= 0 すなわち

T0 ̸= T0,res := − sin(|ω̄|TB)

|ω̄| cos(|ω̄|TB)

であり，かつ n が十分大きい場合には

∥U0(nT, 0)ψ∥L∞(R2) ≤
1

2π|µnL12|
∥ψ∥L1(R2) ≤ Ce−νn ∥ψ∥L1(R2) ,

∃ν > 0

となり分散型評価が指数減衰する特殊な系が現れる．
この事実を用いて，以下の命題を得る：

Proposition 2.4. T0 > T0,cr かつ T0 ̸= T0,res とする．この時，任意の θ > 0,
ψ ∈ L2(R2) に対して，ある定数 C > 0 が存在して，∫

R

∥∥(1 + |x|)−θU0(t, 0)(1 + |x|)−θψ
∥∥
L2(R2)

dt ≤ C ∥ψ∥L2(R2)

が成立する．

証明の概略を述べる： Remark 2.3 で述べたように，一般の t ∈ R で証明す
るのは少し面倒である．よってここでは，t→ tn = nT の場合，すなわち，∑

n∈Z

∥∥(1 + |x|)−θU0(nT, 0)(1 + |x|)−θψ
∥∥
L2(R2)

≤ C ∥ψ∥L2(R2) (5)

を示す． Riesz-Thorin の補間定理により p ≥ 2, q = p/(p− 1) に対して，

∥U0(nT, 0)ψ∥Lp(R2) ≤ Ce−2νn(1/2−1/p) ∥ψ∥Lq(R2) .

ここで Kato [14] によって得られた評価式から，∥∥(1 + |x|)−θU0(nT, 0)(1 + |x|)−θψ
∥∥
L2(R2)

≤ Ce−2νn/p
∥∥(1 + |x|)−θ

∥∥2

Lp(R2)
∥ψ∥L2(R2)

ここで p ≥ 2 は自由に選べるので，θ > 0 が十分小さい場合でも pθ > 2 を満た
すよう p を十分大きく選べば，(5) が示される．
最後に，この特殊な系 T0 > T0,cr の場合において散乱理論，すなわち，波動

作用素の存在と漸近完全性についての結果を紹介する．一般に時間に依存する系
はエネルギーが保存しない．しかしながら本研究における系は時間周期的である
ため，一周期のエネルギーを一つのエネルギーと思えばエネルギーは保存する．
時間周期な系については，[8], [11], [12], [17], [23] などを参照されたい．拡張さ
れたヒルベルト空間 K := L2(T;L2(R2)), T = R/TZ をおく．ここで ψ̃ ∈ K ,
ψ̃(t) = ψ̃(t; ·) に対して，作用素 Lσ

0 , Lσ を以下で定める：

(Lσ
0 ψ̃)(t) = U0(t, t− σ)ψ̃(t− σ),

(Lσψ̃)(t) = U(t, t− σ)ψ̃(t− σ).



この時，Lσ
0 , Lσ は K 上の強連続 1 パラメータユニタリ群となる．よって Stone

の定理から K 上の自己共役作用素 Ĥ0, Ĥ で

e−iσĤ0ψ̃ = Lσ
0 ψ̃, e−iσĤψ̃ = Lσψ̃

となるものがただ一つ存在する．この Ĥ0 を U0(t, 0)から生成される Floquetハミ
ルトニアンと呼ぶ．Floquet ハミルトニアンに対して，以下の補題は重要である:

Lemma 2.5. [例えば Yajima [24]] f ∈ K に対して，Ĥf = λf を仮定する．こ
の時，f(t) は L2(R2)-値の連続関数で f(t) = eiλtU(t, 0)f(0), 特に U(T, 0)f(0) =
e−iλTf(0)．逆に U(T, 0)φ = e−iTλφ を仮定すると，f(t) := eitλU(t, 0)φ ∈ D(Ĥ)
であり，かつ Ĥf = λf .

Lemma 2.6 (Kitada-Yajima [17], Enss-Veselić [8]).

L2(R2) = L2
c(U(T, 0)) ⊕ L2

p(U(T, 0))

ここで，L2
c(U(T, 0)) と L2

p(U(T, 0)) はそれぞれ U(T, 0) の連続スペクトル部分空
間，点スペクトル空間である．

先ほどの Lemma 2.5 と合わせて，系の束縛状態は Floquet ハミルトニアン
Ĥ の点スペクトルにより決定される事が分かる．さらに，Floquet ハミルトニア
ンと散乱を繋ぐのが以下のいわゆるHowland-Yajima method (Howland [11] [12],
Yajima [23]) である．

Lemma 2.7 (Howland [11] [12], Yajima [23]).

W± := s− lim
σ→±∞

eiσĤe−iσĤ0

の存在と Ran(W±) = Kac(Ĥ) を仮定．ここで Kac(Ĥ) ⊂ K は Ĥ の絶対連続ス
ペクトル部分空間である．このとき，もしも通常の意味での波動作用素

W± := s− lim
t→±∞

U(t, 0)∗U0(t, 0)

が存在するならば，漸近完全性

Ran(W±) = L2
ac(U(T, 0))

が成立する．ここで，L2
ac(U(T, 0)) ⊂ L2(R2) は U(T, 0) の絶対連続スペクトル

部分空間である．

これらを踏まえ，以下の主結果を得る：

Theorem 2.8 (Adachi-’K [3]). ポテンシャル V は (V1) を満たしているとする．
さらに，磁場が on, off の時間 TB, T0 は以下の条件を満たすとする：

(T0) 0 < |ω̄|TB < π,

(T1) T0 > T0,cr,

(T2) T0 ̸= T0,res, if π/2 < |ω̄|TB < π

この時，波動作用素は漸近的に完全である．すなわち，

Ran
(
W±) = L2

ac(U(T, 0))



3. 証明の流れ
主定理の証明のかなり大雑把な概略を説明する．Howland-Yajima method と，
Kato’s smooth perturbation method (Kato [14]) により，我々が示すべき問題は，
大きく分けて，以下の３つとなる．
1. 相対コンパクト性を示す, i.e., V (Ĥ + i)−1 が K 上，コンパクト作用素の証明
2. 極限吸収原理を示す, i.e., ρ1 = |V |1/2sign(V ), ρ2 = |V |1/2, ψ̃ ∈ K に対して，
∃Γ ⊂ R,

sup
λ∈Γ, ±µ>0

∥∥∥ρ1(Ĥ − λ− iµ)−1ρ2ψ̃
∥∥∥

K
≤ C

∥∥∥ψ̃∥∥∥
K

を証明する．
3. 波動作用素 W± の存在を示す．
まず 3 について考える．Cook-Kuroda method と稠密性の議論により波動作

用素 W± の存在は，任意の ψ ∈ C∞
0 (R2) に対して∫ ∞

0

∥V U0(t, 0)ψ∥L2(R2) dt ≤ C

を示すことで証明される．このとき 命題 2.4 から θ = σ ととれば，∫ ∞

0

∥V U0(t, 0)ψ∥L2(R2) dt

≤ C

∫ ∞

0

∥∥(1 + |x|)−σU0(t, 0)(1 + |x|)−σ
∥∥

B(L2(R2))
∥(1 + |x|)σψ∥L2(R2) dt

≤ C

となる．ここで，分散型評価が指数減衰することから σ > 0 はいくらでも小さく
とれる．よって波動作用素の存在が非常に弱い減衰に対して証明出来る．
次に 2. 極限吸収原理について考える．おおよその流れは，Ĥ0 に関する極限

吸収原理を示し，その後 Kato-Kuroda [16]による抽象的散乱理論の結果を用いて
Ĥ 極限吸収原理に拡張する．H0 に関する極限吸収は Imz > 0 の場合の Floquet
ハミルトニアンのレゾルベントの積分表示 ( Imz < 0 の場合も同様に出来る)

ρ1(Ĥ0 − z)−1ρ2ψ̃ = i

{
∞∑
n=1

∫ T

0

ei(t+nT−s)zρ1U0(t+ nT, s)(ρ2ψ̃)(s)ds

+

∫ t

0

ei(t−s)zρ1U0(t, s)(ρ2ψ̃)(s)ds

}

と，命題 2.4 などを用いれば示す事が出来る．
最後に 1. 相対コンパクト性については，上式のレゾルベントの積分表示と

U0(t, 0) の積分核を用いて示すことが出来る．この証明の際には，積分核が具体
的に書けることが大きなアドバンテージとなる．



4. Remarks
Remark 4.1. 本研究ではパルス磁場のみを扱って考察したが，仮に Hill 方程式

f ′′(t) +

(
qB(t)

2m

)2

f(t) = 0

の独立解が具体的に書ける場合では，積分核自体は，一般の時間周期磁場の場合
でも具体的に求める事が出来る．

Remark 4.2. 分散型評価が指数減衰する系は Bony-Carles-Häfner-Michel [7] な
どにより散乱理論が考察されている．この際のポテンシャルの減衰は，

|V (x)| ≤ C(log(1 + |x|))−1−ε

で証明されている．また，このポテンシャルが波動作用素が存在するギリギリの
クラスであることも Ishida [13] の結果より分かる．残念ながら，我々の手法で
は，log 減衰ポテンシャルは扱うのは困難であった．

Remark 4.3. T0 = T0,cr の場合の完全性は，3次元以上の場合は [15] の手法を真
似することで可能であると思われるが，2次元の場合は [15], [3] の両論文でも一
切扱われていない．
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