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概 要
本稿ではまず前半に球面上の微分形式間の微分対称性破れ作用素 (differential sym-
metry breaking operator) Di→j : E i(Sn) → Ej(Sn−1) の分類ならびにその具体的
構成について解説する. その後, 後半はF-methodの一般論についての概説を行う.
なお本稿の内容は主に小林俊行教授 (東大数理・IPMU) および Michael Pevzner氏
(ランス大学 (フランス)) との共同研究である文献 [15]に基づく.

1. 序
まず本研究の研究対象である「対称性破れ作用素」の定義から始める. Xを滑らかな多様体, Y

をXの滑らかな部分多様体とし, G′ ⊂ Gをそれぞれ Y ⊂ Xに推移的に作用するリー群とす
る. そしてV → X, W → Y をそれぞれV , W をファイバーに持つG-, G′-同変なX, Y 上のベ
クトル束とし, C∞(X,V), C∞(Y,W)をV → X, W → Y の滑らかな切断全体のなす空間とす
る. このとき, C∞(X,V)からC∞(Y,W)への線形作用素T : C∞(X,V) → C∞(Y,W)でG′の作
用と可換であるものを「対称性破れ作用素」(symmetry breaking operator) と呼ぶ. またその
なかで特に微分作用素であるものを「微分対称性破れ作用素」(differential symmetry breaking

operator) と呼ぶ ([11, 20, 22]). なお, 異なる多様体X, Y のベクトル束の間の微分作用素につ
いては本稿の第6節にある定義6を参照されたい.

これまで, 例えば, 整数論や共形幾何学において対称性破れ作用素の研究が時折なされてき
たが (cf. [4, 8, 9, 26]), 系統的な研究は小林俊行氏により「代数的フーリエ変換 (F-method)」
が開発された 2010年 3月以降 ([19, p. 1799]参照)であると思われる. 現在, 整数論や共形幾何
学のみならず, 分岐則の理論 ([12, 13])とも関連しながら, 小林氏を筆頭にØrsted, Speh, Clerc,

Pevzner, Möllers, Somberg, Souček, Juhl, Fischmann, 筆者等によって対称性破れ作用素の研
究が精力的に行われている (cf. [2, 5, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22, 23, 24]).

さて昨年, 上記の (G,G′, V,W )が

(G,G′, V,W ) = (O(n+ 1, 1), O(n, 1),
∧i(Cn),

∧j(Cn−1)) (n ≥ 3)

の場合に微分対称性破れ作用素を完全に分類し, さらにその具体的な式まで決定した ([15]). ま
た, この結果について2016年度秋季総合分科会の一般講演では, その要旨のみを報告した ([16]).

そこで本稿ではそのときの一般講演アブストラクト [16]を元に, その分類結果および明示的な
式について改めてより詳しく解説する. またその際に中心的な役割を果たしたF-methodの一
般論についても概説を行う.

2. 主問題
まず本研究の主問題を共形幾何の言葉で定式化する. (X, g)をリーマン多様体とし, G = Conf(X)

をX の共形変換群とする. すなわち, Gの元 φはX の微分同相写像であり, φによるmetric

tensor gの引き戻しが正の定数倍になるときを言う. したがって, ある正値関数Ω ∈ C∞(G×X)

(conformal factor) が存在し, 次式が成り立つ.

φ∗gφ(x) = Ω(φ, x)2gx (φ ∈ G, x ∈ X).
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さて群Gは引き戻しによって, i次微分形式全体のなす空間E i(X) (0 ≤ i ≤ dimX) に作用す
る. この作用は conformal factor Ωの複素冪乗を用いて連続変形できる. さらにGがXの向き
付けをどのように変えるかの情報も取り込んで, u ∈ C, δ ∈ Z/2Zをパラメータとする表現

ϖ
(i)
u,δ(φ)α := or(φ)δΩ(φ−1, ·)uφ∗α, (φ ∈ G)

が定義できる. 本稿では共形群Gのこの表現 (ϖ
(i)
u,δ, E

i(X))を「共形表現」と呼ぶこととし, ま
た単にE i(X)u,δ とも表すこととする.

次に群Gの部分群として, Xの部分多様体Y を保つ群

G′ := Conf(X;Y ) ≡ {φ ∈ G : φ(Y ) = Y }

を考える. このとき, G′はY に共形変換として作用するので, 上記と同様にY 上の j次微分形式
全体のなす空間Ej(Y ) (0 ≤ j ≤ dimY ) に群G′の表現の族ϖ

(j)
v,ε (v ∈ C, ε ∈ Z/2Z) を定めるこ

とができる. この表現の族 (ϖ
(j)
v,ε, Ej(Y )) をEj(Y )v,εとも表すこととする.

これら二つのG′の表現ϖ
(i)
u,δ|G′ , ϖ

(j)
v,εと可換である微分作用素Di→j : E i(X) → Ej(Y )が本研究

の研究対象である微分対称性破れ作用素である. (ここで, ϖ
(i)
u,δ|G′はGの表現ϖ

(i)
u,δのG′への制限

を意味する.) 本稿ではこの微分対称性破れ作用素Di→jのなす空間をDiffG′(E i(X)u,δ, Ej(Y )v,ε)

と表す.

それではここに主問題である問題A, Bを提起する.

問題 A. 非自明な微分対称性破れ作用素が存在するパラメータ (i, j, u, v, δ, ε)の必要十分条件を
求めよ. さらにDiffG′

(
E i(X)u,δ, Ej(Y )v,ε

)
の次元を決定せよ.

問題 B. DiffG′
(
E i(X)u,δ, Ej(Y )v,ε

)
の元を具体的に構成せよ.

例えば, X = Y , G = G′の場合では, i = j = 0のケースについては山辺作用素 ([18]), Paneitz

作用素 ([25]), GJMS作用素 ([7]) などが知られている. また j = i+ 1, j = i− 1の場合の対称
性破れ作用素の例としては順に外微分d ≡ dX , 余微分d∗ ≡ d∗Xが上げられる.

より一般的な場合であるX ̸= Y の場合では, j = i, j = i− 1の場合の簡単な例として, それ
ぞれXからY への制限作用素 RestY や制限作用素と内部積の合成作用素RestY ◦ ιNY (X)が上
げられる. ただし, ここで ιN(Y )は (Y が余次元1の時) 法ベクトル場に関する内部積を表す. さ
らに (X,Y ) = (Sn, Sn−1), i = j = 0の場合では, Juhl作用素 ([9])が知られている.

さて共形不変な微分作用素Di→j : E i(X) → Ej(Y ), すなわち, G′の二つの作用ϖ
(i)
u,δ|G′ , ϖ

(j)
v,ε

と可換である微分作用素Di→jが普遍的に構成できるとするならば, 共形変換群が特に大きいモ
デル空間 (X,Y ) = (Sn, Sn−1)に対してもそのような作用素が存在するはずである. そこで文献
[16]では, このモデル空間に対して問題 A, Bに取り組み, 両方ともに解決することに成功した.

それではこれよりその分類結果および明示的式について解説する.

3. 微分対称性破れ作用素の分類
まず分類結果から述べる. なおG′ = Conf(X;Y )とO(n, 1)の関係等については本稿の第5節を
参照されたい.

定理 1. ([15, Thm 1.1]) n ≥ 3とし, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n − 1, u, v ∈ C, δ, ε ∈ Z/2Zとする.

このとき, (i, j, u, v, δ, ε)における次の3つの条件は同値である.

(i) DiffO(n,1)(E i(Sn)u,δ, Ej(Sn−1)v,ε) ̸= {0}.

(ii) dimCDiffO(n,1)(E i(Sn)u,δ, Ej(Sn−1)v,ε) = 1.

(iii) j ∈ {i− 2, i− 1, i, i+ 1} ∪ {n− i+ 1, n− i, n− i− 1, n− i− 2},
(u, v, δ, ε) : 正整数条件やパリティを含む明示条件.



(iii)のパラメータにおける条件については実際は次の12のケースに分類される.

Case (I). j = i− 2, 2 ≤ i ≤ n− 1, (u, v) = (n− 2i, n− 2i+ 3), δ ≡ ε ≡ 1 mod 2.

Case (I′). (i, j) = (n, n− 2), u ∈ −n− N, v = 3− n, δ ≡ ε ≡ u+ n+ 1 mod 2.

Case (II). j = i− 1, 1 ≤ i ≤ n, v − u ∈ N+, δ ≡ ε ≡ v − u mod 2.

Case (III). j = i, 0 ≤ i ≤ n− 1, v − u ∈ N, δ ≡ ε ≡ v − u mod 2.

Case (IV). j = i+ 1, 1 ≤ i ≤ n− 2, (u, v) = (0, 0), δ ≡ ε ≡ 0 mod 2.

Case (IV′). (i, j) = (0, 1), u ∈ −N, v = 0, δ ≡ ε ≡ u mod 2.

Case (∗I). j = n− i+ 1, 2 ≤ i ≤ n− 1, u = n− 2i, v = 0, δ ≡ 1, ε ≡ 0 mod 2.

Case (∗I′). (i, j) = (n, 1), u ∈ −n− N, v = 0, δ ≡ ε+ 1 ≡ u+ n+ 1 mod 2.

Case (∗II). j = n− i, 1 ≤ i ≤ n, v − u+ n− 2i ∈ N, δ ≡ ε+ 1 ≡ v − u+ n+ 1 mod 2.

Case (∗III). j = n − i − 1, 0 ≤ i ≤ n − 1, v − u + n − 2i − 1 ∈ N, δ ≡ ε + 1 ≡
v − u+ n+ 1 mod 2.

Case (∗IV). j = n− i− 2, 1 ≤ i ≤ n− 2, (u, v) = (0, 2i− n+ 3), δ ≡ 0, ε ≡ 1 mod 2.

Case (∗IV′). (i, j) = (0, n− 2), u ∈ −N, v = 3− n, δ ≡ ε+ 1 ≡ u mod 2.

ただし, 次に述べる双対性により本質的には j = i− 1および j = i+1の場合のみを考えれば良
い. (前者は分類に連続パラメータが含まれ, 後者は離散パラメータのみで分類される.) まず

ĩ := n− i, j̃ := n− j − 1, ũ := u+ 2i− n, ṽ := v + 2j − n+ 1, δ̃ ≡ δ + 1, ε̃ ≡ ε+ 1 mod 2

とおくと, ホッジ双対により, 写像 (i, j, u, v, δ, ε) 7→ (̃i, j̃, ũ, ṽ, δ̃, ε̃) は

(I) ⇐⇒ (IV), (I′) ⇐⇒ (IV′), (II) ⇐⇒ (III) (3.1)

の双対性を与え, また写像 (i, j, u, v, δ, ε) 7→ (i, j̃, u, ṽ, δ, ε̃)は

(P) ⇐⇒ (∗P) (P = I, I′, II, III, IV, IV′) (3.2)

の双対性を与える. 特に (∗I)–(∗IV′)のケースの対称性破れ作用素はホッジの星型作用素 ∗と
(I)–(IV′)の対称性破れ作用素の合成で与えられる.

4. 微分対称性破れ作用素の明示的式
問題Bの解を立体射影を通じて平坦な座標 (X,Y ) ≈ (Rn,Rn−1)で記述する. なお (3.2)より,

j = i− 2, i− 1, i, i+ 1の場合について考えればよい.

それでは j = i− 1, iの場合から始める. まず C̃µ
a (t)をa次のGegenbauer多項式とし,

(IaC̃
µ
a )(y, z) := y

a
2 C̃µ

a

(
z
√
y

)
とおいて 2変数 y, zに関する a次の斉次式を定める. さらに形式的に yに−∆Rn−1を, zに ∂

∂xn

を代入して得られるスカラー値微分作用素をDµ
aと書く. すなわち,

Dµ
a := (IaC̃

µ
a )

(
−∆Rn−1 ,

∂

∂z

)
.

このとき, パラメータ u ∈ C, a ∈ N に対し, 二つの線型作用素の族 Di→i−1
u,a : E i(Rn) →



E i−1(Rn−1), Di→i
u,a : E i(Rn) → E i(Rn−1) を次に定義する.

Di→i−1
u,a := Restxn=0 ◦

(
−Dµ+1

a−2dRnd∗Rnι ∂
∂xn

− γ(µ, a)Dµ+1
a−1d

∗
Rn +

1

2
(u+ 2i− n)Dµ

a ι ∂
∂xn

)
,

Di→i
u,a := Restxn=0 ◦

(
Dµ+1

a−2dRnd∗Rn − γ(µ− 1

2
, a)Dµ

a−1dRnι ∂
∂xn

+
1

2
(u+ a)Dµ

a

)
.

ただし, µ := u+ i− 1
2(n− 1), γ(µ, a) := 1 (a: 奇数), µ+ a

2 (a: 偶数)とする.

ホッジ双対より, 双対性 (II) ⇐⇒ (III)が成り立つと上述したが ((3.1)), 実際にDi→i
u,a は

Di→i
u,a = (−1)n−1 ∗Rn−1 ◦ Dn−i→n−i−1

u−n+2i,a ◦ (∗Rn)−1

で与えられる. ただし, ここで∗X はホッジの星型作用素∗X : E i(X) → En−i(X)を表す.

これら二つの微分作用素Di→i−1
u,a , Di→i

u,a は genericなパラメータに対しては消えないが, 以下
の命題で述べる特別なパラメータの場合には消えてしまうことに注意する.

命題 2. ([15, Prop. 1.4]) u ∈ C, a ∈ Nとする.

(1) 1 ≤ i ≤ nに対して, Di→i−1
u,a = 0 となることの必要十分条件は (u, a) = (n − 2i, 0),

(u, i) = (−n− a, n)である.

(2) 0 ≤ i ≤ n − 1に対して, Di→i
u,a = 0となることの必要十分条件は (u, a) = (0, 0), (u, i) =

(−a, 0)である.

そこで, どのような (i, a, u)に対しても消えないようDi→i−1
u,a , Di→i

u,a をそれぞれ次のように正
規化する.

D̃i→i−1
u,a :=


Restxn=0 ◦ ι ∂

∂xn

, a = 0;

Restxn=0 ◦ D
u+n+1

2
a ◦ ι ∂

∂xn

, i = n;

Di→i−1
u,a , それ以外,

D̃i→i
u,a :=


Restxn=0, a = 0;

Restxn=0 ◦ D
u−n−1

2
a , i = 0;

Di→i
u,a , それ以外.

このとき以下の主張が成り立つ.

定理 3 (j = i − 1, i). ([15, Thms. 1.5, 1.6]) 1 ≤ i ≤ nとする, また (u, v) ∈ C2 および
(δ, ε) ∈ (Z/2Z)2は条件v − u ∈ N+, δ ≡ ε ≡ v − u mod 2を満たすとする.

(1) 微分作用素 D̃i→j
u,v−u−i+jは, Rnの共形的コンパクト化であるSn上の作用素へ拡張され, ま

た非自明なO(n, 1)-準同型E i(Sn)u,δ → Ej(Sn−1)v,ε を誘導する.

(2) E i(Sn)u,δからEj(Sn−1)v,εへの任意のO(n, 1)-同変な微分作用素は (1)における微分作用
素 D̃i→j

u,v−u−i+jの定数倍として与えられる.

次に j = i + 1, i − 2の場合を考える. この場合は j = i − 1, iの場合とは対照的に高階の微
分作用素はほとんど出てこない. まず j = i + 1に対して, 微分作用素の族 D̃i→i+1

u,a : E i(Rn) →
E i+1(Rn−1)を以下に定義する.

D̃i→i+1
u,a := Restxn=0 ◦ D

u−n−1
2

−u ◦ dRn .

ただし, a = 1−uとし,さらにケース (IV)の場合にはu = 0 (1 ≤ i ≤ n−2),ケース (IV′)の場合
にはu ∈ −N (i = 0)の条件を加える. なお, D̃i→i+1

0,1 , D̃0→1
1−a,aはそれぞれD̃i→i+1

0,1 = Restxn=0◦dRn ,

D̃0→1
1−a,a = dRn−1 ◦ D̃0→0

1−a,a−1で与えられる.

最後に j = i− 2に対して, 微分作用素の族 D̃i→i−2
u,a : E i(Rn) → E i−2(Rn−1)を

D̃i→i−2
u,a := Restxn=0 ◦ D

u+n+1
2

−u+n−2i ◦ ι ∂
∂xn

◦ d∗Rn



と定義する. ただし, j = i + 1の場合のように a = 1 + n − 2i − uとし, さらにケース (I)の
場合には u = n − 2i (2 ≤ i ≤ n − 1), ケース (I′)の場合には u ∈ {−n,−n − 1,−n − 2, . . .}
(i = n)の条件を加える. なお, D̃i→i−2

n−2i,1, D̃
n→n−2
1−n−a,aはそれぞれ D̃i→i−2

n−2i,1 = Restxn=0 ◦ ι ∂
∂xn

◦ d∗Rn ,

D̃n→n−2
1−n−a,a = −d∗Rn−1 ◦ D̃n→n−1

1−n−a,a−1で与えられる. また j = i, i− 1の場合と同様,

D̃i→i−2
n−2i,1 = (−1)n−1 ∗Rn−1 ◦ D̃n−i→n−i+1

0,1 ◦ (∗Rn)−1, ((I) ⇐⇒ (IV))

D̃n→n−2
u−n,1−u = (−1)n−1 ∗Rn−1 ◦ D̃0→1

u,1−u ◦ (∗Rn)−1, ((I′) ⇐⇒ (IV′))

が成り立つ.

j = i− 2, i+ 1の場合も, ケース (I), (I′), (IV), (IV′)のそれぞれのパラメータに対して, 定理
3と同様の主張が成り立つ ([15, Thms. 1.7, 1.8]).

5. 共形表現ϖ
(i)
u,δと主系列表現 I(i, λ)α

文献 [15]では (X,Y ) = (Sn, Sn−1)に対し, 問題A, B (共形幾何) を解決するにあたって, それ
らを一旦, 主系列表現 (表現論) の問題として捉え, 代数的フーリエ変換 (F-method) を使用す
ることにより証明した. このことについて詳しく述べるため, 本節では共形表現 (ϖ

(i)
u,δ, E

i(X))

とそれにに対応する主系列表現 I(i, λ)αの関係について簡単に述べる.

まず初めにG = O(n + 1, 1)とし, P = MAN+をGの極小放物型部分群 P のラングラン
ズ分解とする. それから 0 ≤ i ≤ n, α ∈ Z/2Z, λ ∈ Cに対して,

∧
i(Cn) ⊗ (−1)α ⊗ Cλを

MA ≃ (O(n) × O(1)) × Rの外部テンソル積表現とし, さらにN+をそこへ自明に作用させ
ることにより, これをP の表現とみなす. 次にこの外部テンソル積表現に同伴した実旗多様体
X = G/P ≃ Sn上のG-同変ベクトル束V i

λ,α := G×P

(∧
i(Cn)⊗ (−1)α ⊗ Cλ

)
を定め, その滑

らかな切断全体のなす空間C∞(X,V i
λ,α)にGの主系列表現

I(i, λ)α := IndGP
(∧i(Cn)⊗ (−1)α ⊗ Cλ

)
を定義する. 同様に0 ≤ j ≤ n− 1, β ∈ Z/2Z, ν ∈ Cに対して, Gの部分群G′ = O(n, 1)の主系
列表現

J(j, ν)β := IndG
′

P ′

(∧j(Cn−1)⊗ (−1)β ⊗ Cν

)
を Y := G′/P ′ ≃ Sn−1 上の G′-同変ベクトル束Wj

ν,β := G′ ×P ′
(∧

j(Cn−1)⊗ (−1)β ⊗ Cν

)
の滑らかな切断全体のなす空間 C∞(Y,Wj

ν,β)に定義する. なお k ∈ Zに対し, I(i, λ)k mod 2,

J(j, ν)k mod 2 を単に I(i, λ)k, J(j, ν)kと書くこととする.

さて球面 X = Sn の共形群 Conf(X) ならびに大円 Y = Sn−1 を保つ元からなる部分群
Conf(X;Y )に対して, それぞれ次の同型が成り立つ.

Conf(X) ≃ O(n+ 1, 1)/{±In+2}, (5.1)

Conf(X;Y ) ≃ (O(n, 1)×O(1))/{±In+2}. (5.2)

これらの同型を踏まえ, これより共形表現ϖ
(i)
u,δと主系列表現 I(i, λ)δの関係を考える.

まず (5.1)を通して二つの表現ϖ
(i)
u,δ, I(i, λ)δに対して, 以下の同型が成り立つ.

命題 4. ([15, Prop. 2.3]) G = O(n + 1, 1) (n ≥ 2)とし, 0 ≤ i ≤ n, u ∈ Cとする. このとき,

δ ∈ Z/2Zに対して, 次のG-加群としての同型が成り立つ.

ϖ
(i)
u,δ ≃

I(i, u+ i)i, δ = 0;

I(n− i, u+ i)n−i, δ = 1.

命題 4より, 共形表現 (ϖ
(i)
u,δ, E

i(X)u,δ) を調べるのに条件 α ≡ ℓ mod 2を満たす主系列表現
I(ℓ, λ)α を調べれば十分であることが分かる.



さらに (5.2)より, 次の同型が成り立つ.

補題 5. ([15, Lem. 11.2]) (X,Y ) = (Sn, Sn−1)に対して, 次の自然な同型が成り立つ.

HomConf(X;Y )(E i(X)u,δ, Ej(X)v,ε) ≃ HomO(n,1)(I(δ · i, u+ i)δ·i, J(ε · j, v + j)ε·j). (5.3)

ただし, δ, ε ∈ Z/2Z, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n− 1に対して, δ · i, ε · jを次に定義する.

δ · i :=

i, δ ≡ 0 mod 2;

n− i, δ ≡ 1 mod 2,
ε · j :=

j, ε ≡ 0 mod 2;

n− 1− j, ε ≡ 1 mod 2.

さて同型 (5.3)より, 特に微分作用素全体のなす部分空間に対して, 次の同型が成り立つ.

DiffConf(X;Y )(E i(X)u,δ, Ej(X)v,ε) ≃ DiffO(n,1)(I(δ · i, u+ i)δ·i, J(ε · j, v + j)ε·j). (5.4)

文献 [15]では, F-methodを用いてまずDiffO(n,1)(I(i, λ)α, J(j, ν)β)の元を分類・構成し, それか
ら同型 (5.4)を通し, DiffConf(X;Y )(E i(X)u,δ, Ej(X)v,ε) の問題である問題A, Bを解決した. 次
節では本稿の最後としてこのF-methodについて解説する.

6. F-method

主問題A, Bを解決する上で中心的な役割を果たしたF-methodの一般論を概説し, 本稿を終え
ることとする. 詳細は文献 [20]を参照されたい.

ここまでX = Sn, Y = Sn−1と異なる多様体のベクトル束の間の微分作用素について述べて
きたが, その定義については全く触れてこなかった. そこでまず異なる多様体X, Y のベクトル
束V, Wの間の微分作用素の定義から始める.

定義 6. ([20, Def. 2.1])与えられた底空間の間の滑らかな写像 (単射でなくても良い) p : Y → X

に対して,次の包含関係を満たす連続線形写像T : C∞(X,V) → C∞(Y,W)を微分作用素と呼ぶ.

p(Supp(Tf)) ⊂ Supp(f) for any f ∈ C∞(X,V).

実際, X = Y でpが恒等写像の場合, 定義6で定められた微分作用素は普通の意味での微分作
用素と一致する. 詳しくは [20, Rem. 2.2, Example 2.4]を参照されたい.

さて詳しい設定や記号等は後に紹介するとして, 手始めにF-methodのアイデアについて軽
く触れておきたい. F-methodではまず以下の3つの線形空間の間の同型 (6.1)を軸とする. (下
記の定理8, 9を参照).

Sol(n+;σλ, τν)
∼−→ Homg′,P ′(indg

′

p′(W
∨), indgp(V

∨))
∼−→ DiffG′(VX ,WY ) (6.1)

ここでHomg′,P ′(indg
′

p′(W
∨), indgp(V

∨))は一般Verma加群 indg
′

p′(W
∨)から indgp(V

∨)への (g′, P ′)

加群としての準同型全体のなす空間を表し, Sol(n+;σλ, τν)はP の表現σλとP ′の表現 τνに同
伴したある偏微分方程式系 (F-system)

( ̂dπ(σ,λ)∗(C)⊗ idW )ψ = 0 for all C ∈ n′+ (6.2)

の解空間を表す (下記(6.5)参照). ただし,ここで ̂dπ(σ,λ)∗(C)はベクトル場でなく,例えばn+が可
換の場合では, (6.2)は2階の微分方程式になることに注意されたい ([20, Lem. 3.8]). またn+が可
換の場合は,定数係数の微分作用素の表象を与える写像Symbによって,同型Sol(n+;σλ, τν)

∼−→
DiffG′(VX ,WY )が直接得られる (下記の定理10を参照).

F-methodでは同型 (6.1)を通して, 偏微分方程式系 (6.2)を解くことにより, 微分対称性破れ
作用素D ∈ DiffG′(VX ,WY )を分類・構成する.

ところで同型 (6.1)において, 同型「Hom
∼→ Diff」(duality theorem) はG′ = Gで特に多様

体Xが旗多様体の時に知られていたが ([20, Rem. 2.11]参照), 同型「Sol ∼→ Hom」はG′ = G



の場合も含めて, 小林俊行氏による「代数的フーリエ変換」の開発によって初めて明らかになっ
た. この代数的フーリエ変換の開発により, それまでには知られていなかった新しい微分対称
性破れ作用素がつぎつぎと構成されている ([15, 21]).

それではこれより文献 [15, Sect. 3.3]を元に, 順を追ってF-methodについて概説する.

6.1. 主系列表現π(σ,λ)と微分表現dπ(σ,λ)

まずGを実簡約リー群とし, P = MAN+を放物型部分群P のラングランズ分解とする. また
これらのリー環をそれぞれg(R), p(R) = m(R) + a(R) + n+(R) と書き, さらにそれらを複素化
したリー環をそれぞれg, p = m+ a+ n+ と書くこととする.

λ ∈ a∗ ≃ HomR(a(R),C)に対し, Aの 1次元表現 a 7→ aλ := e⟨λ,log a⟩をCλと表す. MN+を
自明に作用させることにより, CλをPの表現ともみなそう. 続いてMの有限次元表現 (σ, V )と
λ ∈ a∗に対し, V 上のMAの表現σλ ≡ σ ⊗ Cλをma 7→ aλσ(m)と定める. Cλの場合と同様,

N+を自明に作用させることにより, (σλ, V )をP の表現ともみなす. これにより, 表現 (σλ, V )

に同伴した実旗多様体X = G/P 上のG-同変ベクトル朿 VX = G ×P V を定め, 主系列表現
π(σ,λ) = IndGP (σλ)をその滑らかな切断全体のなす空間C∞(X,VX)に定義する.

g(R) = n−(R)+m(R)+ a(R)+n+(R)をg(R)のGelfand–Naimark分解とする. このとき, ベ
クトル朿VX → Xは開ブリュア胞体 n−(R) ≃ N− ↪→ G/P = X へ制限すると自明化する. そ
こでこの開ブリュア胞体への制限を通し, C∞(X,VX)をC∞(n−(R))⊗ V の部分空間とみなす.

リー環g(R)のC∞(n−(R))⊗ V 上の微分表現をdπ(σ,λ)と書くこととする.

6.2. 準同型 ̂dπ(σ,λ)∗
次に 2ρ ∈ a∗を Z 7→ Trace(ad(Z) : n+(R) → n+(R))より定まる a(R)上の準同型とし, P の
1次元表現 p 7→ χ2ρ(p) = |det(Ad(p) : n+(R) → n+(R))|を C2ρ と表す. また (σ, V )に対し,

V ∨ = HomC(V,C)と書き, (σ∨, V ∨)を (σ, V )の反傾表現とする. そして λ ∈ a∗ に対して,

MAの表現 σ∗λ := σ∨ ⊗ C2ρ−λを定め, σλの場合と同様にこれを P の表現とみなす. σ∗λに同
伴した双対ベクトル束 V∗

X = G ×P V ∨ の滑らかな切断全体のなす空間C∞(X,V∗
X)上に表現

π(σ,λ)∗ = IndGP (σ
∗
λ)を定義する. このときX上の積分はG-不変な自然な非退化双線型形式

IndGP (σλ)× IndGP (σ
∗
λ) → C

を与える.

さてC∞(X,VX)と同様にC∞(X,V∗
X)はC∞(n−(R))⊗ V ∨の部分空間とみなせる. このとき

C∞(n−(R))⊗ V ∨上のπ(σ,λ)∗の微分表現dπ(σ,λ)∗はリー環としての準同型

dπ(σ,λ)∗ : g −→ D(n−)⊗ End(V ∨)

を与える. ただし, ここでD(n−)はn−のワイル代数を表す. ここで「ワイル代数の代数的フー
リエ変換」([20, Def. 3.1]) を施すことにより, リー環としての準同型

̂dπ(σ,λ)∗ : g −→ D(n+)⊗ End(V ∨)

を得る.

6.3. 一般Verma加群の代数的フーリエ変換Fc

リー環gの一般Verma加群 indgp(V
∨)を indgp(V

∨) := U(g)⊗U(p) V
∨と定義する. ただし, ここで

V ∨はn+を自明に作用させdσ∨ ⊗ (−λ)を通しp加群とみなしている. このときg加群 indgp(V
∨)

はP加群構造も合わせ持つ. そこでPが非連結である場合も考え, indgp(V
∨)を (g, P )加群とみ

なそう. 一方で ̂dπ(σ,λ)∗を通してPol(n+) ⊗ V ∨もまた (g, P )加群とみなせる. このとき次の主
張が成り立つ.



定理 7. ([20, Cor. 3.12]) (g, P )加群として同型

Fc : indgp(V
∨)

∼−→ Pol(n+)⊗ V ∨ (6.3)

が成り立つ. また同型 (6.3)はu ∈ U(g), v∨ ∈ V ∨に対して,

u⊗ v∨ 7−→ ̂dπ(σ,λ)∗(u)(1⊗ v∨)

で与えられる.

この同型Fcを「一般Verma加群の代数的フーリエ変換」と呼ぶ ([20, Sect. 3.4]).

6.4. Duality Theorem

同型 (6.1)における同型「Hom
∼→ Diff」(duality theorem)は放物型部分群Pに対してだけでな

く, 一般の閉部分群Hに対して成り立つ. 本節ではその一般の設定で duality theoremを記述
する.

まずH ′ ⊂ HをGの (連結とは限らない)閉部分群とし, h′ ⊂ hをそれぞれH ′, Hのリー環の
複素化とする. またGの部分群G′をH ′ ⊂ G′となるようにとる. それからV , Wを順にH, H ′

の有限次元表現とし, 同伴ベクトル束VX := G ×H V , WY := G′ ×H′ W を定める. このとき,

Y からXへは
Y ↪−→ G/H ′ −↠ X

となる滑らかな写像が存在するため, 同伴ベクトル束VX , WY の間の微分作用素が定義できる
ことに注意されたい (定義6).

また indgh(V
∨) := U(g)⊗U(h) V

∨, indg
′

h′(W
∨) := U(g′)⊗U(h′) W

∨ とし, 前節と同様にこれら
をそれぞれ (g,H)-加群, (g′,H ′)-加群とみなす. 特に前者は (g′,H ′)への制限を通して, (g′,H ′)-

加群ともみなす.

このとき次の主張が成り立つ.

定理 8. (Duality Theorem) ([20, Thm. 2.9]) ベクトル空間として次の自然な同型が成り立つ.

DX→Y : Homg′,H′(indg
′

h′(W
∨), indgh(V

∨))
∼−→ DiffG′(VX ,WY ) (6.4)

同型DX→Y は単に抽象的に与えられる訳ではなく具体的に与えられる. 詳しくは [20, Thm. 2.9]

を参照されたい.

6.5. F-method

G′をGの実簡約部分群とし, P ′ =M ′A′N ′
+をG′の放物型部分群でM ′A′ ⊂MA, N ′

+ ⊂ N+を
満たすものとする. G′, P ′等のリー環はGの場合と同様に g′(R), p′(R)などと表す. またP の
場合と同様に, M ′の有限次元表現 (τ,W )と ν ∈ (a′)∗より, P ′の表現 τνを定め, G′-同変ベクト
ル束WY := G′ ×P ′ W → Y := G′/P ′を定義する.

さてψ ∈ (Pol(n+)⊗ V ∨)⊗W ≃ HomC(V,W ⊗ Pol(n+))に対して, 偏微分方程式系 (6.2)を
考えよう. 空間Sol(n+;σλ, τν)を

Sol(n+;σλ, τν) := {ψ ∈ HomL′(V,W ⊗ Pol(n+)) : ψは (6.2)を満たす} (6.5)

と定める. このとき次の主張が成り立つ.

定理 9. ([20, Thm. 4.1]) ベクトル空間として次の自然な同型が成り立つ.

Fc ⊗ id : Homg′,P ′(indg
′

p′(W
∨), indgp(V

∨))
∼−→ Sol(n+;σλ, τν)



6.6. 冪零根基n+が可換の場合

最後に放物型部分代数pの冪零根基n+が可換の場合を考える. 定数係数の微分作用素の表象を
与える写像

Symb: Diffconst (C∞(Rn)⊗ V,C∞(Rn)⊗W )
∼−→ Pol[ζ1, . . . , ζn]⊗HomC (V,W ) (6.6)

を次に定める.

e−⟨z,ζ⟩D
(
e⟨z,ζ⟩ ⊗ v

)
= Symb(D)(v) ∈ Pol[ζ1, · · · , ζn]⊗W for all v ∈ V .

このとき次の主張が成り立つ.

定理 10. ([20, Cor. 4.3]) 冪零根基 n+が可換であるとする. このとき, ベクトル空間として次
の同型が成り立つ.

RestY ◦ Symb−1 : Sol(n+;σλ, τν)
∼−→ DiffG′(VX ,WY )

さらに以下の3つの同型による図式は可換になる.

Sol(n+;σλ, τν)

RestY ◦ Symb−1

""D
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
D

⟲

Homg′,P ′(indg
′

p′(W
∨), indgp(V

∨))
DX→Y

//

Fc⊗id

99ssssssssssssssssssssssssss

DiffG′(VX ,WY )

F-methodについてより詳しく知りたい方は文献 [20]を見ていただきたい. 特に [20, Sect. 4.4]

では「Recipe of the F-method」としてF-methodについてとても美しくまとめられている.

本節では触れなかったが, 対称性破れ作用素・ F-methodについては例えば, 対称性破れ作用
素が自動的に微分作用素になるための十分条件を与えた「localness theorem」([20, Sect. 5]),

局所的に定義された微分対称性破れ作用素がコンパクト化に拡張される定理である「extension

theorem 」([16], [20, Sect. 5]), そして文献 [15, 21]でGegenbauer多項式が自然に現れること
を明らかにした「T-saturation」([21, Sect. 3.2]) など, 興味深い事実・結果が（当たり前のこ
とだが）数多くある. 本稿を機に一人でも多くの人に対称性破れ作用素・ F-methodに興味を
持っていただければ幸いである.

追辞：文献 [15, 16]での共同研究などを通し, これまで小林俊行先生には技術面だけでなく数
学を研究していく上での心構えなど, 気持ちの面においても貴重なアドバイスを数多くいただ
いた. また忙しい合間を縫って草稿にも目を通していただき, コメントもいただいた. ここに改
めて感謝を意を表したい.
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