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概 要

Deformation/rigidity理論とは，近年のフォンノイマン環論の中心的話題で
ある．特に非従順な環の構造を解明する事を目的としており，その方面にお

いて極めて大きな進展を見せている．本講演では，このdeformation/rigidity
理論における，私の近年の研究についてのサーベイ講演を行う．
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1. フォンノイマン環とは

1.1. はじめに

フォンノイマン環論は，量子力学や群論への応用を念頭に，フォンノイマン（J. von

Neumann）によって創始された理論である．フォンノイマンはその研究の中で，フォ

ンノイマン環の研究の意義を数学・物理両方の視点から語っており，いち早くその重

要性を認識していた．その後多くの研究者によって，数学・物理両方の視点から活発

に研究が行われ，当初の予想を超える大きな進展が何度も訪れた．例えば非可換幾何

学を提唱したA. Connesの研究，結び目の不変量をフォンノイマン環を用いて定義し

たV. Jonesの研究，フォンノイマン環をランダム行列のある種の極限として捉えたD.

Voiculescuの研究等はよく知られており，これらは研究分野の枠を超えた大きな影響を

与えている．

本講演の主題であるdeformation/rigidity理論は，2000年以降に起きた新しいブレイ

クスルーである．いわゆる非従順フォンノイマン環の構造解明を目的に作られた理論

で，離散群から作るフォンノイマン環が主な研究対象だ．もちろんフォンノイマン環

としての構造研究が主たる目的だが，そのアイデアや手法は分野を超え，エルゴード

理論や測度的群論等，群と測度空間を用いた研究にも影響を与えている．

本研究は「研究課題/領域番号 17K14201」の助成を受けたものである．
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本講演の目的は，deformation/rigidity理論における私の研究のサーベイを行う事で

ある．私の研究は一言で言えば，deformation/rigidity理論の III型フォンノイマン環へ

の適用である．III型フォンノイマン環とは難しい構造を持つ環の事で，その研究には

冨田・竹崎理論と呼ばれる道具が必要となる．要するに私の研究は，既存の技術を改

良して，もっと難しいクラスの環に適用してみよう，という類のものである．

講演の流れは以下の通りである．まず最初にフォンノイマン環の定義や例などを紹

介し，次に従順性という概念について触れる．続いてdeformation/rigidity理論の紹介

を行い，これらを踏まえて私の研究のサーベイを始める．証明等について詳しく述べ

る事はせず，定理の意義や証明のアイデアにのみ焦点を当てる．

1.2. 定義と例

この原稿では，Hはヒルベルト空間を意味する事にする．簡単のため，高々可算次元

である事にしよう．対応する内積とノルムを 〈ξ, η〉H , ‖ξ‖H , (ξ, η ∈ H)のように書く．

次に有界線形作用素のなす環を

B(H) := {T : H → H |有界線形作用素}

とする．有界とはノルム

‖T‖ := sup{‖Tξ‖H | ξ ∈ H, ‖ξ‖H ≤ 1}

が有限の値を取るという意味であり，これによってB(H)はノルムを持つ完備な環にな

る．ここで和は写像の和，積は写像の合成である．次に，ヒルベルト空間の構造を反

映させるため，対合写像を考える．これはT ∈ B(H)に対してT ∗ ∈ B(H)を与える対

応であり，その定義は

〈Tξ, η〉H = 〈ξ, T ∗η〉H , ∀ξ, η ∈ H

で与えられる．Rieszの表現定理があるから，このようなT ∗はいつでも存在する．最

後に，B(H)は写像の空間だから，各点収束によって位相を入れる事が出来る．具体的

にはTα → Tという収束を，

‖Tαξ − Tξ‖H → 0, ∀ξ ∈ H

によって定める事で位相が定まる．

以上をまとめると，B(H)は対合を持つノルム環であり，さらに各点収束の位相を

持っているという事になる．作用素環とは，これらの構造を保つB(H)の部分環であ

り，要するに作用素のなす環の事である．

定義 1.1. 部分環A ⊂ B(H)がフォンノイマン環とは，Aが対合写像で閉じ（つまり

T ∈ AならばT ∗ ∈ A），かつAが各点収束の位相で閉集合である事である．

注意 1.2. 部分環Aがノルム位相で閉集合の時はC∗環と言い，フォンノイマン環と合

わせて作用素環と言う．ノルム位相は各点収束の位相より強いので，フォンノイマン

環はいつもC∗環であるが，構造がかなり違うため独立に研究されている．

部分集合A ⊂ B(H)に対して，その可換子環を

A′ := {x ∈ B(H) | xa = ax, ∀a ∈ A}



で定める．一般に ∗-部分環 A ⊂ B(H)に対して，Aがフォンノイマン環である事と

A = A′′が成り立つ事は同値である．つまり，閉集合という位相的な条件を，代数的な

条件で特徴付けられる．このような視点から，環の中心A ∩A′は研究上重要な意味を

持っている．

定義 1.3. 中心が自明なフォンノイマン環を因子環と言う．これは環として単純である

事（閉イデアルを持たない）と同値である．

下に，いくつかの基本的な例を挙げておく．本講演ではフォンノイマン環に焦点を

当てるが，C∗環の例も同様に紹介しておく．

例 1.4. Iを単位閉区間，µをその上のルベーグ測度とする．関数環L∞(I, µ)を以下の

ようにB(L2(I, µ))の中に入れられる：

L∞(I, µ) 3 f 7→Mf ∈ B(L2(I, µ)); Mfg := fg, (g ∈ L2(I, µ))

この同一視の元で包含関係L∞(I, µ) ⊂ B(L2(I, µ))を見ると，これはフォンノイマン環

である．ここで I上の連続関数のなす環C(I)はL∞(I, µ)の部分環であるが，これはC∗

環の例になっている．

注意 1.5. これらは可換な作用素環の例を与えているが，実は全ての可換作用素環は，

概ね上の例のような形をしている．一般に作用素環は非可換だから，作用素環の研究

はしばしば非可換幾何学，非可換積分論などと呼ばれる事もある．

例 1.6. サイズがn× nの行列の集まりをMnと書く．行列のテンソルを無限回繰り返

したもの

Mn ⊗Mn ⊗Mn ⊗ · · ·

を考えると，しかるべき完備化によってC∗環やフォンノイマン環が出来る．このよう

にして出来るフォンノイマン環を超有限フォンノイマン環という．物理学で現れるフォ

ンノイマン環は，全てこの形をしている．

例 1.7. 離散群Γを考える（離散群とは群に離散位相を入れたものである）．群の元を

シンボルとした正規直交基底{δg}g∈Γを持つヒルベルト空間を `2(Γ)と書く．（L2関数の

集まりと思ってもよい．）これに対して群Γの表現を

λ : Γ → B(`2(Γ)); g 7→ λg, λgδh = δgh (h ∈ Γ)

で定める．これをΓの正則表現という．群フォンノイマン環LΓとは，この表現の像が

生成するフォンノイマン環の事である（群C∗環も同様に定義出来る）．表現λは，群

環C[Γ]の表現に線形に拡張出来るから，要するにLΓとは群環C[Γ]の閉包である．
群の単位元eに対応するベクトル δe ∈ `2(Γ)を用いて，写像 τ(x) := 〈xδe, δe〉がLΓ上

に定まる．これは非常に役に立つ写像で，いわゆるトレース条件 τ(xy) = τ(yx)を満た

している．群環の上では，単位元の部分を取り出す写像 τ(
∑

g agλg) = aeである．

例 1.8. 離散群Γを考え，これが測度空間 (X,µ)に非特異，本質的自由，エルゴード的

に作用しているとする．非特異とは，零集合を零集合に移すという事で，L∞(X,µ)へ

の作用に拡張出来る．本質的自由，エルゴード的は，単に良い作用を表すと思えばよ

い．この時，群の半直積と同様の視点で，接合積フォンノイマン環L∞(X,µ)o Γを作



る事が出来る．詳細な定義は述べないが，L∞(X,µ)とLΓのコピーによって生成され

ていて，以下の条件を満たすものである：

λgfλ
∗
g = αg(f), g ∈ Γ, f ∈ L∞(X,µ).

ここでαは与えられた作用である．この方法で，群からは作れないような様々な性質

を持ったフォンノイマン環を作る事が出来る．

部分環L∞(X,µ) ⊂ L∞(X,µ) o ΓをCartan部分環と言う（注．本当は抽象的な定

義がある）．この部分環の位置を特定する事で，群作用の情報をある程度取り出す事が

出来る．

1.3. 従順性について

物理学で現れるフォンノイマン環は，必ず例1.6で見た超有限フォンノイマン環の形を

している．だから，この環を数学的に特徴付け分類するというのが，初期のフォンノイ

マン環論における重要な問題だった．この問題は，多くの人達の努力とA. Connesの

大活躍のおかげで完遂出来た．その際に得られたいくつかの同値条件を合わせて，従

順性という言葉が使われている．以下に詳しく紹介しよう．

定理 1.9 ([Co75]). フォンノイマン環M ⊂ B(H)に対して，次の条件は全て同値である．

• (AFD) Mの有限次元部分フォンノイマン環の上昇列Nn ⊂ M (n ∈ N)が存在し
て，

∪
n∈NNn ⊂Mが各点収束の位相で稠密である．

• (injective) 射影 E : B(H) → M が存在する．ここで射影とは，‖E‖ = 1かつ

E|M = idMという条件を満たす線形写像である．

• (semidiscrete) 任意のn ∈ N, x1, . . . , xn ∈M , y1, . . . , yn ∈M ′に対して

‖
n∑

i=1

xiyi‖ ≤ ‖
n∑

i=1

xi ⊗ yi‖min．

ここで ‖ · ‖minはM ⊗C M
′に定まる極小テンソルノルム（完備化してC∗環にな

るようなノルムで最小なもの）である．

• (Schwartz property) 各T ∈ B(H)に対して

co{uTu∗ | uはMのユニタリ} ∩M ′ 6= ∅.

ここで coは，各点収束の位相で凸閉包を取った集合である．

因子環や群フォンノイマン環に対しては，これをもっとはっきりした形で以下のよう

に述べる事が出来る．（一つ目の系はKrieger，Haagerupの仕事と合わせて完成した．）

系 1.10 ([Co75, Kr75, Ha85]). 従順な因子環は完全に分類出来る．特に物理学で現れ

るフォンノイマン環は一つしかない．

系 1.11. 従順な離散群から作られるフォンノイマン環は，本質的に一つしかない．特

にLΓが因子環ならば，それはただ一つの超有限フォンノイマン環に同型である．



注意 1.12. LΓが因子環であるための必要十分条件は，Γが ICC(infinite conjugacy

class)条件を満たす事である：任意の（単位元でない）g ∈ Γに対して{hgh−1 | h ∈ Γ}
が無限集合である事．

注意 1.13. 離散群 Γが従順とは，左平行移動不変な有限加法的測度が Γ上に取れる

事である．有限群，可換群，可解群等多くの例があるが，系 1.11によれば出てくる環

は全て（本質的に）同じである．要するに，群環から閉包をとって LΓを作った瞬間

に，群のほとんど全ての情報を忘れているという事である．これは，フォンノイマン

環論の難しさと面白さを同時に表しているように思う．対応する因子環が一つしかな

いという結果は，研究の多くの場面で肯定的に使われている事に注意しておく．また，

Deformation/rigidity理論による発展のおかげで，非従順群の場合は事情が全く異なる

事が分かっている．

従順性は，フォンノイマン環論において最も重要な概念である．フォンノイマン環が

従順な時は，すでに見たように著しく良い振る舞いをし，しかも完全な分類が可能で

ある．そして環が従順でない時は，その振る舞いはコントロール出来ず，体系的な研

究が出来ない．このような対比は専門家にとって常識であり，非従順環に対する理解

は限定的だった．そしてこの常識を覆したのが，次節に紹介するdeformation/rigidity

理論なのである．

2. Deformation/rigidity理論

Deformation/rigidity理論とは，非従順環を研究するための新しい理論である．非従順

群やその群作用から作るフォンノイマン環を，これまでと全く異なる視点から研究す

る事が出来る．その研究の核となるのが，S. Popaによって導入された intertwining

technique（通称Popaの技術）である．この節では，Popaの技術と，その基本的な

使い方について紹介する．

2.1. Popaの技術：同値な特徴付け

まずフォンノイマン環Mとその部分環A,B ⊂Mを固定しよう．Popaの技術とは，非

常に大雑把にいえば，「AがBに埋め込まれる」という代数的な情報を，「解析的な収束

の条件」に置き換えるものである．

詳しく述べるため，以下のように記号を用意する．まずMはトレース写像τ : M → C
を持つとする．つまりτ(xy) = τ(yx)を満たす線形写像の事で，例1.7等を想定している．

次にMの新しいノルムを‖x‖2,τ := τ(x∗x)1/2で定める．このノルムによる位相は，M

の単位閉球の上で各点収束の位相に一致する．最後にMからBへの射影EB : M → B

を固定する（τを用いて作る事が出来る）．この状況で以下の定理が成立する．

定理 2.1 ([Po01, Po03]). 次の二つの条件は同値である．

1. 二つの射影p ∈ A, q ∈ Bと，∗-準同型 θ : pAp→ qBq，さらにある元x ∈ qMpが

あって次を満たす：

θ(a)x = xa, ∀a ∈ pAp.

2. 次のようなユニタリ元の列 (un)n ∈Mは存在しない：全てのx, y ∈Mに対して

lim
n→∞

‖EB(y
∗unx)‖2,τ = 0.



これらが成り立つ時，A �M Bと書く．

注意 2.2. 条件 1の x ∈ M を intertwinerという．これは θと idpApを結ぶことから

その名がついている．これを上手く探してくる所が証明の肝なので，この定理はよく

intertwining techniqueと呼ばれている．もし x ∈ M がユニタリ元 uだったとすると，

条件が θ(a) = uau∗となるから，写像 θはユニタリ共役写像である．これは，AがBに

（Mのユニタリ共役を経由して）埋め込まれるという事だ．条件1はこの一般化なので，

Mの中でAがBに弱く埋め込まれるという事である．条件を弱める事で，使い勝手の

良い条件2と同値になるという点は重要である．

実際の研究では，以下のように良い部分環を考える事で，さらなる力を発揮する．こ

れは部分環が互いにユニタリ共役で移りあうための，極めて扱いやすい十分条件を提

供してくれる．

系 2.3. Mを例 1.8の接合積フォンノイマン環，部分環A,B ⊂ MがそれぞれCartan

部分環とする．もし定理 2.1の条件 2が成り立てば，あるユニタリ u ∈ M があって

uAu∗ = Bとなる．

2.2. Popaの技術：どうやって使うか

では実際に使ってみよう．突然だがΓ := Z2 o SL(2,Z)とする．これはとても興味深い
群で，包含Z2 ⊂ Γは相対性質 (T)を満たし，さらに群 SL(2,Z)はHaagerup性を満た

す．群の細かい性質は気にしない事にして，ここで重要な事は次の二点だ．

• これらの性質は，フォンノイマン環LΓに対しても類似の性質として現れる．

• 一般に性質 (T)とHaagerup性は同時に成り立たないが，今はいずれも相対的な

性質なので，同時に成り立っている．

では，これを上の定理2.1と組み合わせてみよう．

準備1：Haagerup性とdeformation

まずSL(2,Z)のHaagerup性から次のような良い写像（いわゆるpositive definite map）

の族ϕi : SL(2,Z) → Cが作れる：

∀s ∈ SL(2,Z), ϕi(s) → 1 (as i→ ∞).

これらの写像はΓの上に（Z2上で idとして）拡張される．さらにこれらの写像を，群

環C[Γ]の上にϕi(
∑

g∈Γ ag g) :=
∑

g∈Γ agϕi(g)として拡張する．これが実は，対応する

フォンノイマン環LΓの上にまで伸ばせて，以下を満たす：

ϕi : LΓ → LΓ s.t. ‖ϕi(x)− x‖2,τ → 0, x ∈ LΓ.

一般に，このように idLΓに収束する良い写像（いわゆるcompletely positive map）の族を

deformationと言う．特に今はHaagerup性から作ったので，最初の写像ϕi : SL(2,Z) →
Cの段階で，ϕi ∈ C0(SL(2,Z))，すなわち次を仮定出来る：

∀i, ϕi(s) → 0 as s→ ∞.

ここで s → ∞とは，どんな有限部分集合F ⊂ SL(2,Z)に対しても，途中からずっと
s 6∈ Fが成り立つように，sを遠くに飛ばすという意味である．この条件をフォンノイ

マン環LΓの情報に翻訳すると，次の補題が得られる．



補題 2.4. もしユニタリ元の列 (un)n ⊂ LΓが

∀x, y ∈ LΓ, lim
n

‖ELZ2(y∗unx)‖2,τ = 0

を満たしていれば，上で作ったdeformation {ϕi}iは次を満たす：

∀i, lim
n

‖ϕi(un)‖2,τ = 0.

この補題の (un)n ⊂ LΓが満たす仮定は，条件 s → ∞に対応していて，結論は
lims→∞ ϕi(s) = 0に対応している．これらの対応は，いわゆるフーリエ展開をする事に

よって簡単に正当化出来るのだが，ここでは触れない事にする．証明はフォンノイマ

ン環論の基礎を知っていれば難しくない．最後に，この補題の仮定は，定理2.1の条件

2と同じ形をしている事に注意しておく．

準備2：相対性質 (T)と rigidity

包含Z2 ⊂ Γは相対性質 (T)を満たすから，フォンノイマン環の包含LZ2 ⊂ LΓも類似

の性質を満たす．これは，次の形で述べられる：

補題 2.5. もしLΓ上に deformation {ψj}jがあれば，部分環LZ2上での収束は，次の

意味で一様収束になる：

sup{‖ψj(a)− a‖2,τ | a ∈ LZ2, ‖a‖ ≤ 1} → 0 as j → ∞.

これは rigidityと呼ばれるものの一種で，性質 (T)を用いた研究でよく見かける形

の現象である．ここで，supの中にある条件‖a‖ ≤ 1は，‖ · ‖2,τではなく通常の作用素
としてノルムである事に注意する．また，この補題の主張はフォンノイマン環の情報

のみを使っており，群の情報は一切出てきていない事にも注意する．（厳密にはトレー

ス写像 τの構成に群の情報を使っているが，今見ているLΓはトレース写像を一つしか

持たない環なので，これも環の情報から定まっていると思ってよい．）

Deformation/rigidityの使い方

さて，上の二つを組み合わせてみよう．後で定理2.1を使う事を想定して，B := LZ2 ⊂
LΓ =: M と書こう．そしていきなりだが，自己同型 π ∈ Aut(M)を固定して，A :=

π(LZ2)とする．相対性質 (T)は環の性質として理解出来ると言ったので，A ⊂Mもや

はり相対性質 (T)を満たしており，補題2.5が適用出来る．だから，上のようにSL(2,Z)
のHaagerup性から作ったdeformation {ϕi}iを用意すると，{ϕi}iはA上で一様収束し

ている事になる．ここでdeformation {ϕi}iがϕi ∈ C0(SL(2,Z))から作った特別なもの
だった事を思い出そう．この条件は補題2.4の形に翻訳してあった．では，これらの事

実を使って次を示そう．

定理 2.6 ([Po01]). この時，定理2.1の条件A �M Bが成り立つ．

証明. これが成り立たないと仮定すると，定理2.1の条件2によって

∀x, y ∈ LΓ, lim
n

‖EA(y
∗unx)‖2,τ = 0

となるユニタリ元の列 (un)n ⊂Mが取れる．すると補題2.4が使えて

∀i, lim
n

‖ϕi(un)‖2,τ = 0



が成り立つ事になる．一方で，補題 2.5が包含A ⊂ M と {ϕi}iに対して使えるので，
{ϕi}iはA上で一様収束している．今任意の ε > 0を固定すると，この一様収束によっ

て，ある番号 i0が存在して，

‖un − ϕi0(un)‖2,τ < ε, ∀n ∈ N

となる（注．unはユニタリなので，‖un‖ = 1である）．次にこの番号 i0について，補

題2.4の条件からある番号n0があって，

‖ϕi0(un0)‖2,τ < ε

となる．あとはこれらを組み合わせると，

1 = ‖un0‖2,τ ≤ ‖un0 − ϕi0(un0)‖2,τ + ‖ϕi0(un0)‖2,τ < 2ε

となり，εは任意なので矛盾する．以上によって定理2.1の条件A �M Bが示された．

実は L(Z2) = B ⊂ M = LΓは，例 1.8の意味で Cartan部分環である．これは，

Pontryagin双対L∞(T2,Haar) ' LZ2等から理解する事が出来る．よって，A,B ⊂ M

はいずれもCartan部分環であり，系2.3から次を得る．

系 2.7. 任意の自己同型π ∈ Aut(M)に対して，あるユニタリ元u ∈Mがあって

uπ(B)u∗ = B

を満たす．つまりMの全ての自己同型は，（ユニタリ共役の違いを無視すれば）部分環

B ⊂Mを保つ．

例 1.8の最後に触れたように，Cartan部分環の位置が特定出来れば，群作用の情報

がある程度復元出来る．詳しくは触れないが，軌道同値関係と呼ばれる情報が取り出

せて，これを既知の結果と組み合わせる事で次が得られる．

系 2.8. フォンノイマン環LΓの基本群は自明である．

フォンノイマン環の基本群とは，フォンノイマンの初期の論文に現れた不変量であ

る．フォンノイマン環論で最も重要な問題は環の分類であるが，現在までに定義出来

た不変量はこの基本群のみである．よって非常に重要な研究対象なのだが，フォンノ

イマンの初期の研究以来，ほとんど理解が進んでいなかった．基本群に対する新しい

計算方法を提案した今回のPopaの仕事は，まさに歴史的発見であると言えよう．

この革命的仕事の後，Popaはさらなる理論の改良を重ね，基本群に限らず大きな結

果を量産していく事になる．これがdeformation/rigidity理論の始まりである．これま

で見てきたように，群やその作用と関係が深い理論であるが，一方で最も重要な定理

2.1は一般的な定理である．だからこそ，群やその作用の研究に留まらない可能性を持っ

ており，そしてだからこそ大きな進展をもたらす事が出来たのである．

3. Deformation/rigidity理論とIII型フォンノイマン環

この章では，いよいよ私の研究について解説する．まず最初に，冨田・竹崎理論や量

子群などいくつかの概念を先に解説し，その後私の研究の紹介に入る．



3.1. III型フォンノイマン環と冨田・竹崎理論

前章では，群フォンノイマン環LΓについての話が主だった．この場合，フォンノイマ

ン環はトレース写像 τ : LΓ → Cを持っており，これは極めて有効な道具として機能し
ていた．しかし，フォンノイマン環はいつもトレースを持っているとは限らない．

フォンノイマン環のタイプ

一般にフォンノイマン環は I型，II型，III型の3つのタイプに分類出来る．I型は可換

環や行列環，II型は I型ではないがトレース写像を持つ環，そして III型はトレース写

像を持たない環だ．すでに見たように，離散群と良い関係があるのは II型環である．一

方で，物理学で現れるフォンノイマン環はいつも III型であり，II型，III型ともに重要

な研究対象となっている．

一般に III型環は，II型環よりも研究が難しい．トレース写像とはある種の可換性を

意味するのだから，これは当然の事であろう．III型環を研究する道具として，1960年

代から始まったのが冨田・竹崎理論である．

フォンノイマン環の標準表現

一般にはトレース写像があるか分からないので，しょうがないからフォンノイマン環

Mと，トレース条件を満たすか分からない線形写像ϕ : M → Cの組を考える（faithful，

normal，positiveという条件がいつでも仮定出来る）．群フォンノイマン環LΓがヒル

ベルト空間 `2(Γ)に作用するように，フォンノイマン環Mが自然に作用するヒルベル

ト空間L2(M,ϕ)を以下のように構成出来る．

まずM上に内積を

〈·, ·〉ϕ : M ×M 3 (x, y) 7→ ϕ(y∗x) ∈ C

で定める．これがwell-definedかつ非退化である事は，上で仮定したϕの条件から分か

る．これを用いてMを完備化したヒルベルト空間をL2(M,ϕ)（または単にL2(M)）と

書こう．包含写像をΛϕ : M → L2(M)と書くと，Mの（左からの）作用が

xΛϕ(a) := Λϕ(xa), x, a ∈M

で定まる．この方法でM ⊂ B(L2(M))となる．このヒルベルト空間への作用を，Mの

標準表現と言う．実は表現がϕの取り方によらない事や，LΓの時はちょうど `2(Γ)に

なる事などが知られている．

注意 3.1. （トレース条件の使い方）もしϕがトレース条件ϕ(xy) = ϕ(yx) (x, y ∈M)

を満たすとすると，Mの右からの作用

xΛϕ(a) := Λϕ(ax), x, a ∈M

も同様に定まる．この時は，環構造とヒルベルト空間の構造を組み合わせた研究が出

来るようになる．代表的なものは，ヒルベルト空間の射影定理を用いてフォンノイマ

ン環の中から適当な不動点を探してくる方法である．こういう議論は一般には成り立

たず，III型環の難しさの一つにもなっている．例えば，定理 2.1の証明でもこのよう

な方法が使われており，だからこそ III型環への理解が追い付いていないという状況に

なっている．



冨田・竹崎理論

フォンノイマン環Mと写像ϕを上のように考え，標準表現L2(M)を固定する．この時

反線形作用素

Sϕ : M 3 x 7→ x∗ ∈M

を，L2(M)の上の閉作用素に拡張する事が出来る．これが有界であるという条件は，

ϕ(x∗x)とϕ(xx∗)があまり離れていないという意味になる．つまりこの作用素は，ϕが

どのくらいトレースと近いか，という情報を持っているという事である．（例えばϕが

トレース写像ならば，これは等長である．）冨田・竹崎理論とは，「トレース条件を満た

さない事から来る困難」を，この非有界作用素Sϕの情報を用いて記述する理論である．

以下では，本稿に必要な情報のみに絞って説明する．冨田・竹崎理論の詳細について

は [Ta83]を見よ．

さてSϕは閉作用素なので，極分解を取って

Sϕ = Jϕ∆ϕ, ∆ϕ = (S∗
ϕSϕ)

1
2

としよう．ここで∆ϕは自己共役，正，線形かつ閉作用素であり，Jϕは等長，全射，反

線形作用素である．∆ϕをモジュラー作用素，Jϕをモジュラー共役作用素と言う．Sϕ

の情報はこの二つの作用素が持っている．∆ϕは自己共役かつ正なので，∆it
ϕ (t ∈ R)と

いうユニタリの族を考える事が出来る．この時，冨田の定理によって

∆it
ϕM∆−it

ϕ =M, t ∈ R

が成り立つので，各 t ∈ Rに対して

σϕ
t : M 3 x 7→ ∆it

ϕx∆
−it
ϕ ∈M

は自己同型である．ここからRのMへの作用が定まるので，これをモジュラー作用と

言う．

モジュラー作用は多くの情報を持っている．特に重要な点として，モジュラー作用

が自明である事とϕがトレース条件を満たす事は同値である．ここから例えば，

Mϕ := {x ∈M | σϕ
t (x) = x, ∀t ∈ R}

という部分フォンノイマン環（これをϕの可換子環と言う）の上ではϕはトレース条

件を満たす．この部分環がどのくらいの大きさかは分からないが，ある程度大きけれ

ば研究に役立つ．例えば

M ′
ϕ ∩M := {x ∈M | xy = yx, ∀y ∈Mϕ} ⊂Mϕ

を満たすくらい大きければかなり役に立つ．全ての III型因子環がこれを満たす写像ϕ

を持つか，というのは有名未解決問題である（Connes’ bicentralizer problem）．

次にこのモジュラー作用素を用いて，冨田・竹崎理論で最も重要な定理である竹崎双

対性について説明する．モジュラー作用によってRがMに作用しているので，例 1.8

と同様の方法で，接合積M oRを作る事が出来る．こうやって作った新しいフォンノ
イマン環は，実はモジュラー作用素が自明になるように調節出来るので，必ずトレー



ス写像を持つ（ただし無限値を許すような写像になる）．この接合積フォンノイマン環

をMの連続核と呼ぶ．連続核の構成には写像ϕを用いるが，実は結果的に出来るフォ

ンノイマン環は写像ϕの選び方によらない事が知られている．竹崎双対性とは，この

ようにして作った連続核から，元のMを復元出来るという定理である．

詳しく述べるためには，相対作用の概念が必要となる．構成方法から，M oRの中
にはLRのコピーが入っているが，Pontryagin双対性からLR ' L∞(R̂) = L∞(R)であ
る．L∞(R)にはRが平行移動で自然に作用するので，これを相対作用と呼ぶ．この作
用は，自然に連続核M oRの上に拡張出来る．

定理 3.2 (竹崎双対性). 連続核と双対作用で作った接合積フォンノイマン環 (MoR)oR
は，自然にM ⊗ B(L2(R))と同型である．特にMが III型ならば，Mとも同型である．

この定理によって，III型フォンノイマン環Mを研究する事は，II型フォンノイマン

環M oRとその上のR作用の組を研究する事と同じになる．これは，原理的には II型

環の研究だけで III型環の事が全て分かるという定理であり，冨田・竹崎理論の集大成

とも呼ぶべき大定理である．

注意 3.3. 実際の研究では，II型環の上の作用（特に局所コンパクト群の作用）は非常

に難しく，なんでも簡単に分かるというわけではない．例えばConnesの従順環の分類

定理でも，竹崎相対性を認めた上で，II型環の作用の研究に多くの難しさが残ってい

た．しかし竹崎相対性なしにこのような研究をする事はそもそも不可能であり，その

重要性は今後も変わる事はないであろう．

3.2. Popaの技術と冨田・竹崎理論

すでに見たように，deformation/rigidity理論の核となる技術は定理 2.1である．これ

は環の埋め込みという代数的な条件を，扱いやすいノルムの条件に変換する重要な技

術なのであった．この時，フォンノイマン環Mはトレース写像を持っている必要があ

るので，III型フォンノイマン環には直接適用出来ない．

そこで，我々の考える基本的問題は次のものである．

問題 3.4. III型フォンノイマン環Mとその部分環A,B ⊂ Mに対しても，A �M Bを

定式化し，定理2.1と同じ特徴付けを与える事は出来るか？

この方面についての最初の結果は，次のものである．

定理 3.5 ([CH08]). フォンノイマン環Mが II型で，無限値を許すようなトレース写像

Trを持つ場合でも，定理 2.1と同様の条件が成立する．その際，条件 1の射影 p ∈ A,

q ∈ BはTr(p),Tr(q) <∞となるようにして考える．

フォンノイマン環Mが III型の時，その連続核M oRは II型なのだが，対応するト

レース写像は必ず無限値を許す写像になる．この定理は，主にこのM oRを想定して
述べられている．実際，論文 [CH08]で初めて，連続核を用いてPopaの技術を適用す

るという視点が用いられた．これは非常に有効で，いくつかの問題について肯定的な

結論が得られた．

次に現れた視点は，以下のものである．

定理 3.6 ([HV12, Ue12]). フォンノイマン環Mが III型でも，部分環Bがトレース写

像を持てば定理2.1と同様の条件が成立する．



これは全体の環Mに制限がないのが良い所で，特にPopaの技術を使う際に連続核

に行く必要がない．実際の研究ではどこかで連続核は現れるのだが，少なくともPopa

の技術を使う際には必要ないという事だ．一方で，Bがトレース写像を持つというの

は強い制約だし，実はAもそうでないと実用性がない．例えばA,Bが可換な時などは，

非常に役に立つ定理であり，系2.7の視点とも相性が良い．

これらの定理は，deformation/rigidity理論を III型フォンノイマン環に適用する際の

最も基本的な道具である．これらを元に，多くの重要な定理が III型フォンノイマン環

に対しても示されている．

3.3. 磯野の結果の紹介

では最後に，実際に私が得た結果について解説しよう．私は2012年の修士論文以来ずっ

と，deformation/rigidity理論と冨田・竹崎理論についての研究を行っている．2014年

までは自由量子群フォンノイマン環と呼ばれる具体例の研究を，その後はPopaの技術

など必要な道具についての研究を主に行った．

自由量子群フォンノイマン環

量子群について解説するのは本稿の趣旨とは違うので，ここでは必要最小限に留める．

作用素環論におけるコンパクト量子群 [Wo95]とは，フォンノイマン環M（C∗環でも

よい）と ∗-準同型∆: M → M ⊗Mの組であって，ある条件を満たすものの事だ．写

像∆は余積と呼ばれ，群の積に対応する．例えばコンパクト群Gの場合は

M = L∞(G), ∆(f)(x, y) = f(xy) (x, y ∈ G, f ∈ L∞(G))

を考える事に対応しており，出てくるフォンノイマン環は可換である．量子群は，こ

れを非可換フォンノイマン環にまで拡張したものとみなせばよい．双対定理の視点か

らは離散群の双対を含むべきだが，これはM = LΓと∆(g) = g ⊗ gを考えるとよい．

量子群の最も基本的な例は，いわゆるリー群のq-変形である．しかしこれらから出て

くるフォンノイマン環は全て従順なので，フォンノイマン環論からは面白くない（フォ

ンノイマン環論の道具で研究すべき対象でない，という意味である）．一方，量子群論

においてはもっと複雑な構造を持つものも知られており，中でも興味深い例が自由量

子群である．自由量子群とは，ユニタリ群U(n)の量子群版であり，その双対の構造が

自由群に似ている事からその名前がついている．

きちんと定義してみよう．まずユニタリ群U(n)を可換C∗環C(U(n))の視点で見て

みる．関数ui,j ∈ C(U(n))を，行列の (i, j)成分を取り出す関数とすると，C(U(n))は

ui,j達で生成されており，行列u := (ui,j)i,jはu∗u = uu∗ = 1を満たすユニタリ行列で

ある．これらの条件を用いて，C(U(n))を次のように捉えなおす事が出来る．

• もし可換C∗環Aが生成元{vi,j}ni,j=1を持ち，かつ (vi,j)i,jがユニタリとすると，必

ずC(U(u))からAへの∗-準同型がui,jを vi,jに移すように存在する．

これはC(U(n))の普遍性を表している．これを元にAの部分を非可換環に変えたもの

が自由量子群である．非可換になる都合上，ユニタリの部分がやや複雑になる．

定義 3.7 ([VW95]). 行列F ∈ GL(n,C)を固定する．自由量子群とは{ui,j}ni,j=1で生成

されており，次の条件を満たすただ一つのC∗環の事である．

• (ui,j)i,jとF (u∗i,j)i,jF
−1はユニタリである．



• もしC∗環Aが生成元{vi,j}ni,j=1を持ち，かつ (vi,j)i,jとF (v∗i,j)i,jF
−1がユニタリと

すると，Aへの∗-準同型がui,jを vi,jに移すように存在する．

この環を，C(U(n))上の類似でC(U(F )+)と書く事にしよう．普遍性から写像

∆: C(U(F )+) 3 ui,j 7→
n∑

k=1

ui,k ⊗ uk,j ∈ C(U(F )+)⊗ C(U(F )+)

が定まるので，これは (C∗環としての)量子群の条件を満たす．すると量子群の一般論

からHaar測度にあたるものが作れて，L∞(U(F )+)が定義出来る．これが自由量子群

フォンノイマン環である．（L∞という記号を用いているが，非可換である．）

この環は，リー群の q-変形で作ったものとはかなり異なる性質を持っており，特に

その双対である離散量子群の構造が自由群 Fnとよく似ている．そのような視点から，

自由群フォンノイマン環LFnと類似の性質が成り立つ事が期待されていたのだが，主

に次の理由により簡単には研究出来なかった：

• 群ではなく量子群であるため，群の時の道具が使えない事．

• 多くの場合に III型環になってしまうため，自由群フォンノイマン環LFnの研究

に使っていた道具が使えない事．

我々の主題はもちろん二つ目の方であるから，最初の問題についてはここではあまり

触れない事にする．ただし，自由量子群の（量子群としての）研究は興味深く，近年

の量子群論の中心的話題の一つである事に注意しておく．

磯野の研究1：自由量子群フォンノイマン環の構造定理

では，私が実際に証明した定理を紹介していこう．基本的には，自由群フォンノイマン

環LFnに対して示された重要な定理を，自由量子群フォンノイマン環L∞(U(F )+)に対

しても証明した，という内容である．行列F ∈ GL(n,C) (n ≥ 2)に対して，L∞(U(F )+)

はいつも因子環であり，ほとんどの場合 III型になる事に注意しておく．

まずは最初の定理である．

定理 3.8 ([Is12, Is13]). 任意F ∈ GL(n,C) (n ≥ 2)に対して，L∞(U(F )+)はCartan部

分環を持たない．特にここから，接合積フォンノイマン環とは同型にならない．

例 1.8で見たように，Cartan部分環とは群作用から作る接合積フォンノイマン環が

必ず持っているものである．だからこの定理は，環の構造定理であると同時に，分類定

理の一種とみなす事も出来る．Cartan部分環を持たない環を探す事は，重要な未解決

問題だったのだが，それはVoiculescuによって解決した [Vo95]．その際に示された最初

の例が，自由群フォンノイマン環LFnである．証明は自由確率論に基づいていたため，

フォンノイマン環論のみを用いた証明が望まれていた．そして2007年に，小沢・Popa

によって，deformation/rigidity理論の枠組みで新たな証明が与えられた [OP07]．それ

を推し進める形で，多くの新しい例も発見され，それらの中には III型環の例もあった．

量子群から作った例としては定理3.8が初めてであり，後述するように，証明に使われ

た技術も新しいものを含んでいる．

では，次の結果を紹介するためにいくつか定義をしよう．フォンノイマン環M,Nが

stable同型とはM ⊗ B(`2) ' N ⊗ B(`2)である時に言う．この時M ∼stab Nと書こう．

テンソル積の同型類を考える時は，この stable同型を使うのが自然である．



定義 3.9. フォンノイマン環Mがprimeとは，Mが非自明なテンソル積に分解しない

事である．具体的には，もしM ∼stab M1 ⊗M2ならば，M1かM2は I型である．

定義 3.10. Primeフォンノイマン環の族Cを考える．Cが一意テンソル分解性質を満た
すとは，任意有限個のM1, . . . ,Mmに対して，テンソル積M :=M1 ⊗ · · · ⊗Mmが非自

明なテンソル分解を持たない事である．具体的には以下のようにする：

もしN1 . . . , Nn ∈ Cに対してM ∼stab N1 ⊗ · · · ⊗Nnならば，実はm = nで，適当に順

番を並び替える事で，全ての iについてMi ∼stab Niであるように出来る．

注意 3.11. もし全てのMiが II型ならば，Niは任意のフォンノイマン環でよい．しか

し III型の時には技術的仮定が必要になるので，簡単のためNiもCから選んでいる．

Primeフォンノイマン環の例を探す事は，やはり重要な未解決問題だったが，Popa

[Po83]，Ge [Ge96]によって解決した．やはり自由群フォンノイマン環LFnがその最初

の例である．その後小沢によるブレイクスルー [Oz03]があり，非常に簡単で強力な証

明が得られた．その小沢の証明と，deformation/rigidity理論の技術を組み合わせる事

で，一意テンソル分解性質を満たす最初の例が小沢・Popaによって得られた [OP03]．

その後も多くの例が見つかったのだが，III型の例は見つかっていなかった．

以下の私の結果が，III型環に対する初めての例である．

定理 3.12 ([Is14]). n ≥ 2と行列F ∈ GL(n,C)を動かして得られる自由量子群因子環
の族をCとすると，これは一意テンソル分解性質を満たす．

定理3.8，3.12の証明について

小沢によって定義された性質 (AO)という概念がある．これはすでに述べた小沢のブ

レイクスルー論文 [Oz03]で用いられており，フォンノイマン環の構造を調べる上で重

要な概念になっている．特に，その証明の中で必ずC∗環論が使われる点が興味深い．

定理 3.8，3.12の証明の核となるアイデアは，自由量子群因子環の連続核に対して，

性質 (AO)の類似を証明する事である．自由量子群因子環そのものが性質 (AO)を満た

す，というのはすでに知られていた [Ve04, VV05, VV08].その証明に立ち返り，そこで

の現象とモジュラー作用の関係を調べ，連続核の上での類似の現象を証明した．そこ

で主に使われたのは，やはりC∗環論の基本的な道具である．

この核となるアイデアを使うと，定理3.8の方は比較的簡単に証明出来る．実際，論

文 [PV12]のアイデアを少し改良して，連続核で再現すればよい．一方，定理3.12の方

はさらに多くの議論が必要で，証明はかなり複雑で面倒な形になってしまった．実際，

連続核を使ってテンソルを調べるのは大変で，より直接的な証明を探すべきである．そ

れは後に定理3.14で見つかった．

磯野の研究2：Popaの技術の新しい定式化

次に，Popaの技術の新しい定式化について解説する．これらはいずれも，定理3.5，3.6

よりも扱いやすい形の定式化である．またこれらの定式化のもとで，連続核を使わな

い証明が出来るという点も理論的に重要である．

定理 3.13 ([HI15]). フォンノイマン環Mが III型でも，部分環Aがトレース写像を持

てば定理2.1と同様の条件が成立する．

ここから次の定理が示せる．これは定理3.12の改良版である．



定理 3.14 ([HI15]). 一意テンソル分解定理を満たすさらなる例が作れる．さらにその

証明は，連続核を使わない新しい証明である．

次に，定理3.13とは異なる視点として，超積を用いる定式化を考える事も出来る．超

積とは，有界点列からなる空間に適当な同一視を入れて作るものだが，フォンノイマ

ン環の超積はもっと複雑である．環構造を入れるために，適切な部分集合を見なけれ

ばならない点が面倒で，その扱いは一般に難しい．これについては [AH12]で詳しく議

論されている．

以下の定理では，条件A′ ∩M �M L∞(X,µ)の代わりに，超積Mωを用いた条件が

使われている．この定理を使って例えば，完全因子環の新しい例を与える事が出来る．

この証明もやはり，連続核を一切使わずに行う事が出来る．

定理 3.15 ([HI16]). Γを自由群とし，これが測度空間 (X,µ)に非特異に作用している

として接合積M := L∞(X,µ) o Γを考える．この時，部分フォンノイマン環A ⊂ M

（良い射影EA : M → Aを仮定する）に対して，以下のどちらかが成立する．

1. A′ ∩Mω ⊂ L∞(X,µ)ω;

2. Aは従順な直和因子を持つ．

定理3.13，3.14，3.15の証明について

定理3.13では，部分環Aがトレースを持つと仮定するので，EA : M → Aという射影を

合成すると，A上でトレース条件を満たす線形写像が作れる．証明の肝は，定理2.1の

証明に出てくる basic constructionを扱う際に，その上での operator valued weightと

上の線形写像を合成する点である．この条件のもとで，注意3.1で述べた，平均を取る

という問題をクリア出来る．また，ここでは深くは述べないが，Connes’ bicentralizer

problemについてのある定理を示しており，それは定理3.14の証明の中で使われる．具

体的には，もしこの条件を満たさない環があるとすれば，その中からもっと特別な構

造を持った部分環で，やはりこの条件を満たさないものが取れる，という定理である．

これも，[AH12]での発展を元にした結果の一つであり，証明は難しくないものの，結

論は極めて非自明である．

定理3.15は超積を用いる方法だが，そのような視点自体は II型環の時にすでに現れ

ていた．Popaの技術を超積に変えた際の具体的な違いは，ユニタリの列が一般の有界

点列に変わる点である．II型の時の証明はそれでもよいのだが，III型の場合には問題

が起きる．これは，Popaの spectral gap論法と呼ばれる議論を III型環で再現する事

で，上手く乗り越える事が出来た．
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