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精度保証付き数値計算が微分方程式, 力学系の諸問題に応用されて久しい. 常微分方程式
の時間定常解に始まり, 周期解, フロケ理論, コネクティングオービット, 記号力学系, 分岐
などその適用は多岐にわたる. 近年では偏微分方程式 (ill-posedなものも含む), 時間遅れを
含む方程式などの無限次元問題にも適用が爆発的に広がっている. 精度保証付き数値計算の
微分方程式への応用は解の具体的なプロファイル, 存在や安定性などの性質を導く定理に基
づき, その仮定を計算機により検証する事を主としているが, その真価の一つとして, 数学解
析でも数値計算でも捉えることが一般に困難な対象1をリーズナブルに計算することが挙げ
られる. その根源をたどると, (i) : 何かしらの写像の不動点問題に帰着させる, あるいは (ii)

: サドル型平衡点の検証を出発点にするものが少なくない. 前者は解析的アプローチ, 後者
は位相的・幾何学的アプローチでしばしば見受けられる. 著者は後者の立場をとり, サドル
を軸として精度保証付き数値計算の力学系への応用を展開してきた. 本稿では, その流れの
一端を紹介する. 講演時には, 時間が許す限りさらなる展開も論じる.

1 平衡点・孤立化ブロック

次の一般的な常微分方程式系を考える：

x′ = f(x, ν), x ∈ Rn, f : Rn × Rk → Rn : smooth (1)

ここに, ν ∈ Rkはパラメータである. {φν}ν : R×Rn → Rnを (1)のなす flowの ν-パラメー
タ族とする. νを陽に考察しない場合, f(x, ν)は単に f(x), φν は単に φなどと書く. 正方行
列Aに対して, Spec(A)をAの固有値全体の集合とする.

定義 1.1. f(x, ν) = 0を満たす点 xを (1)の平衡点と呼ぶ. 平衡点 xにおける f のヤコビ行
列Df(x)が Spec(Df(x)) ∩ iR = ∅を満たすとき, xは双曲型平衡点という. 双曲型平衡点
xは Spec(Df(x)) ⊂ {Reλ < 0}となるときシンク, Spec(Df(x)) ⊂ {Reλ > 0}となるとき
ソース, シンクでもソースでもないものはサドルと呼ぶ2.

位相的アプローチでサドルを考えるときは, サドルの近傍にまで目を向ける.

定義 1.2. コンパクト集合B ⊂ Rnについて, x ∈ ∂Bは次を満たすとき (1)の出口点という：

∃ϵx > 0 s.t., φ((0, ϵx), x) ∩B = ∅, φ((−ϵx, 0), x) ∩ ∂B = ∅
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1パラメータ摂動に対して不安定な時間依存解はその典型である. Ill-posedな問題の解, マルチスケールダイ
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同様に, x ∈ ∂Bは次を満たすとき入口点という：

∃ϵx > 0 s.t., φ((0, ϵx), x) ⊂ IntB, φ((−ϵx, 0), x) ∩B = ∅.

出口点全体を B−と書き, Bの出口, 入口点全体を B+と書き, Bの入口という. 最後に, B

は次を満たすとき (1)の孤立化ブロックという：(i) ∂B = B− ∪B+, (ii) B− ⊂ ∂Bは閉.

ここで, 本講演の基礎となるサドル周りの孤立化ブロックの精度保証付き数値計算法を
論じる. これは [11]に端を発するもので, システマティックに平衡点とその近傍を構成す
るものである3. まずコンパクト集合 K ⊂ Rk とその中の 1 点 ν0 ∈ K を固定し, 近似
的に (1) の平衡点 x0 を求めておく. 特に, f(x0, ν0) ≈ 0 である. ここで, Df(x0, ν0) を
P−1Df(x0, ν0)P ≈ Λ = diag(λ1, · · · , λn)と近似対角化し (genericには可能である), 新しい
座標系として y = P−1(x− x0)を考える. この時, (1)は次のように成分ごとに書ける：

ẏi = λiyi + ei(y, ν; y0, ν0), i = 1, · · · , n. (2)

ここに, e = (e1, · · · , en)T = P−1(f(x, ν) − Df(x0, ν0)(x − x0))である. 簡単のために,

λi ∈ Rとする4. いまコンパクト集合N ⊂ Rnを, x0がその内部に含まれるようにとり, 各 i

に対してある実数 δ±i が存在して次を満たすと仮定する
5：

0 ∈ {ei(y, ν; y0, ν0) | x = Py + x0 ∈ N, ν ∈ K} ⊊ [δ−i , δ
+
i ]. (3)

この評価を使い, Bを以下で定義する：

B :=

n∏
i=1

[b−i , b
+
i ], [b−i , b

+
i ] =


[
− δ+i

λi
,− δ−i

λi

]
if λi > 0,[

− δ−i
λi
,− δ+i

λi

]
if λi < 0.

(4)

この時, λi > 0に対応するB ∩ {bi = b±i }はBの出口, λi < 0に対応するB ∩ {bi = b±i }は
Bの入口となる. よって, Conley指数や写像度の理論によって以下が示される：

命題 1.3 ([11]). Bを上で構築した集合として, {x0} + PB ⊂ N が成り立つとする6. この
時, {x0}+ PBは任意の ν ∈ K に対して φν の孤立化ブロックであり, 平衡点のパラメータ
族 {xν}ν∈K を含む.

ニュートン法などと違い, 命題 1.3は平衡点の存在だけでなく, ∂Bのダイナミクスを厳密
に与えるという意味で, 力学系の情報をより多く含む方法と言える.

2 サドルから「外の世界」へ

本講演での主役のサドルの精度保証付き数値計算と, その展開例を述べる.

3元はKuramoto-Sivashinsky方程式という放物型偏微分方程式においてこの方法が構築された. 有限系
に制限することで, (1)の平衡点周りのダイナミクスを精度保証計算する方法としても使える.

4複素数の場合は, [11]や [4]に記述がある.
5ここが精度保証付き数値計算の真骨頂である. N や K を区間の直積集合として, ei の N ×K における区

間包含をこの段階で計算する. 各 ei は陽に求めておく. 原理的には, ei は x− x0 の高次の項しか残っていない
ため, 区間演算を施しても充分小さな N , K に対して非常に小さい包含を得られる.

6包含式 (3)は N での評価として作っていたので, この条件がないと “N における評価”としての意味がなく
なる. これが由来で, [11]では本仮定を満たす (4)(あるいはその適切な無限次元版)を self-consistent a priori
boundsと呼んでいる.



2.1 リャプノフ関数・錐・サドル

まずは, 孤立化ブロック Bの中で見つけた平衡点周りの厳密なダイナミクスを記述する.

双曲型平衡点はHartman-Grobmanの定理によって, ある小近傍のダイナミクスが線型
化ダイナミクスで支配されることが知られているが, 本節の議論は具体的に与えられた近傍
内のダイナミクスの情報を与えるという, 精度保証付き数値計算の恩恵を大きく感じられる
ものとなっている. 簡単のため, 考察を以下の集合に限定する.

定義 2.1 (h-set, cf. [9, 10]). 以下の集合・整数・写像を伴うものを (n次元)h-setと呼ぶ:

• コンパクト集合N ⊂ RD.

• 非負整数 u(N), s(N)で, u(N) + s(N) = n ≤ Dを満たすもの.

• 同相写像 cN : Rn → Ru(N) × Rs(N)で, cN (N) = Bu(N) ×Bs(N)となるもの.

ここで, Bkは k次元単位閉球である. h-set N = (N, u(N), s(N), cN )に対して, 次の記号を
導入する：

Nc := Bu(N) ×Bs(N), N−
c := ∂Bu(N) ×Bs(N), N+

c := Bu(N) × ∂Bs(N),

N− := c−1
N (N−

c ), N+ := c−1
N (N+

c ).

パラメータ集合K ⊂ Rk を区間集合, Bを (4)で作った孤立化ブロックとすると, B ×K

は h-setである. ここで, 解の漸近挙動を幾何学的に特徴付ける以下の概念を導入する.

定義 2.2 (リャプノフ関数). 集合N ⊂ Rn上の ((1)に対する)リャプノフ関数を, N の開近
傍 U で定義された C1関数 L : U → Rで, dL

dt (x(t))|t=0 ≤ 0が x ∈ N を通る任意の解軌道
{x(t)}に対して成り立ち, ある x∗ ∈ N で dL

dt (x(t))|t=0 = 0となるならば, x∗は (1)の平衡点
となるものとする.

定義 2.3 (円盤, [10]). N ⊂ Rnを h-setとし, bu : Bu(N) → N , bs : Bs(N) → N を連続写像,

(bu)c = cN ◦ bu, (bs)c = cN ◦ bsとする. buは次を満たすとき, N 内水平円盤という：あるホ
モトピー h : [0, 1]×Bu(N) → N が存在し, hs = h(s, ·)として,

h0 = (bu)c, h1(x) = (x, 0), for all x ∈ Bu(N),

h(s, x) ∈ N−
c , for all s ∈ [0, 1] and x ∈ ∂Bu(N).

同様に, bsは次を満たすとき, N 内垂直円盤という：あるホモトピー h : [0, 1]×Bs(N) → N

が存在し,

h0 = (bs)c, h1(x) = (0, x), for all x ∈ Bs(N),

h(s, x) ∈ N+
c , for all s ∈ [0, 1] and x ∈ ∂Bs(N).

リャプノフ関数は従来大域的に定義されるものであり (i.e., N = Rn), その存在は勾配系
でない限り非自明である. しかし, 平衡点：とくにサドルの周りでは, 非常にシンプルな形で
システマティックにリャプノフ関数を作ることができる. さらに, この条件は平衡点の (不)

安定多様体を構成するのにも役立つ.

命題 2.4 ([6, 10]). N を h-setとし, (1)の平衡点 x∗を含むとする. ある実対称行列 Y が存
在して, 次の行列がN のすべての点で狭義負値であると仮定する：

A(x) := Df(x)TY + Y Df(x).



この時, L(x) := (x− x∗)
TY (x− x∗)はN 上のリャプノフ関数となる. さらに, x∗が双曲型

であるならば7, 不安定多様体W u(x∗)がN 内の水平円盤, 安定多様体W s(x∗)がN 内の垂
直円盤として与えられる.

これにより, 具体的に与えられた h-setにおける解の挙動が安定多様体・リャプノフ関数
を通して理解される8. よって, 孤立化ブロックの構成法と組み合わせることで, 境界まで込
めた N 全体, とくにサドル周りのダイナミクスを精度保証付きで知ることができる. さら
に, 上記の安定多様体の特徴づけは正 (負)不変な「錐」の構成に由来し, サドル近傍のダイ
ナミクスの幾何学的議論に大きく貢献する. しかも, 行列の負値性評価で上記の結果がすべ
て陽に実現されることは特筆すべき点である. ある集合の任意の点における負値性 (≈不等
式)の評価は, 精度保証付き数値計算の得意技である. また, 1節の孤立化ブロックをあるパ
ラメータ領域K 上で作って, ν ∈ K まで込めて命題 2.4にある行列 A(x, ν)の負値性検証+

双曲性検証が成功したとすると, 陰関数定理よりN 内一意双曲型平衡点の ν(∈ K)-パラメー
タ族を得られる.

2.2 コネクティングオービット

サドルや周期軌道のような力学系の局所的な不変集合から, より大域的な描像を見るとき
に典型的な考察の対象となるのが, コネクティングオービットである.

定義 2.5. (1)が平衡点 p, q ∈ Rnを持つとする. (1)の解軌道 {x(t)}は

lim
t→−∞

x(t) = p, lim
t→+∞

x(t) = q

を満たす時間大域解であるとき, pと qをつなぐコネクティングオービットという. 特に p = q

の時はホモクリニック軌道, p ̸= qの時はヘテロクリニック軌道という. p, qは一般の不変集
合の時に一般化できる.

位相的アプローチによるコネクティングオービットの検証に使われる道具の中で代表的な
ものとして, covering relationがある.

定義 2.6 (Covering relation, cf. [9, 10]). N,M を h-setで, u(N) = u(M) = uなるものと
する. f : N → RdimM を連続写像で, fc := cM ◦ f ◦ c−1

N : Nc → Ru × Rdim s(M)なるものと

する. ここで次が満たされるとき, N はM を f -被覆する (N
f

=⇒ M)と言う：

1. 次を満たすホモトピー h : [0, 1]×Nc → Ru × Rs(M)が存在する：

h0 = fc, h([0, 1], N−
c ) ∩Mc = ∅, h([0, 1], Nc) ∩M+

c = ∅. (5)

ここに, hλ = h(λ, ·) (λ ∈ [0, 1])とする.

2. 連続写像A : Ru → Ruで次を満たすものが存在する: p ∈ Bu, q ∈ Bsに対して,

h1(p, q) = (A(p), 0), A(∂Bu) ⊂ Ru \Bu, deg(A,Bu, 0) ̸= 0. (6)

以下を命題 2.4と組み合わせることで, covering relationの言葉でコネクティングオービッ
トを特徴づけられる.

7これは, 厳密なヤコビ行列 P−1Df(x)P に対して Gershgorinの定理を用いることで検証できる.
8行列 Y は, 典型的には 1節の行列 P を用いて Y = Re(P−HP−1)として作られる.



命題 2.7 ([9]). Ni, i = 0, 1, · · · , k を h-set で u(Ni) = u (i = 0, 1, · · · , k) となるもの,

fi : Ni → Rdim(Ni+1) (i = 0, 1, · · · , k − 1)を連続写像とする. さらに, b : Bu → N0をN0内

水平円盤, v : Bs(Nk) → NkをNk内垂直円盤とする. ここでNi
fi
=⇒ Ni+1 (i = 0, 1, · · · , k−1)

となるとき, τ ∈ Buで次を満たすものが存在する：

(fi ◦ fi−1 ◦ · · · ◦ f0)(b(τ)) ∈ Ni+1, for i = 0, 1, · · · , k − 2,

(fk−1 ◦ fk−2 ◦ · · · ◦ f0)(b(τ)) ∈ v(Bs(Nk)).

2.3 Fast-slow system

多重時間スケールを伴う力学系：fast-slow systemを考察する. 神経回路・化学反応を記
述するモデル, 特異摂動反応拡散系の進行波解が満たす方程式系としても頻繁に登場する：x′ = f(x, y, ϵ),

y′ = ϵg(x, y, ϵ),
f : Rn × R× R → Rn, g : Rn × R× R → R, Cr (r ≥ 1). (7)

(7)の興味の一つは, ϵ = 0とした極限系での特異解軌道が, 十分小さい ϵ > 0に対して, (7)

の時間大域軌道に摂動するかを調べる事にある. 通常この手の問題における困難として異な
るスケールのダイナミクスの接合が挙げられるが, 具体的なモデルに対する (数値)計算に対
しては, “充分小さい ϵ”と “具体的な ϵ”における結果のギャップを埋めることも同時に非自
明な問題として残る. ここでは Fenichelに始まる幾何学的アプローチ (e.g., [3])を基礎とす
る精度保証付き数値計算法を紹介する. 特に, 与えられた ϵ0に対する任意の ϵ ∈ (0, ϵ0]で時
間大域解の存在を議論する.

最初のステップは, 平衡点の集まりである critical manifoldの摂動で得られる slow man-

ifoldの構築である. Fenichel理論により法双曲性の仮定の下でその存在が保証されている
が, その精度保証計算を考えると, サドルとその周りの (不)安定多様体の存在検証に帰着さ
れてしまうことがわかる. まず, slow manifoldが存在する近傍を作る. Critical manifoldに
近い点 (x0, y0, 0)の周りで (7), 特に f を近似対角化した次の系を考える：

a′ = Aa+ F1(a, b, y, ϵ), b′ = Bb+ F2(a, b, y, ϵ), y′ = ηϵ0g(a, b, y, ϵ), η′ = 0. (8)

ここに, ϵ = ηϵ0とし, η ∈ [0, 1], ϵ0は定数としている. さらに, 行列A, Bは次を満たすもの
とする9:

Reλ ≥ λA > 0, ∀λ ∈ Spec(A), Reµ ≤ µB < 0, ∀λ ∈ Spec(B). (9)

遅い変数 yを考えるコンパクト集合K ⊂ Rを取り, K × [0, ϵ0]に対して (7)ϵ=0の孤立化ブ
ロックN を 1節の方法で構築する. これは ϵ > 0において孤立化ブロックではないが, ϵ > 0

における速いダイナミクスの特性を記述する. このN を fast-saddle-typeブロックと呼ぶ
ことにする.

定理 2.8 (不変多様体定理). N を fast-saddle-typeブロックとし, critical manifold S0 =

{y = h(x)}が存在し10, N × [0, ϵ0]内で (8)についての安定m-錐条件が成り立つと仮定す
る. すなわち, σm

As
1
= σm

As
1
(z), σm

As
2
= σm

As
2
(z), σm

Bs
1
= σm

Bs
1
(z), σm

Bs
2
= σm

Bs
2
(z), σm

gs1
= σm

gs1
(z),

9実際の計算では, A,B は (ブロック)対角化されたものを考えるのが通例である.
10例えば, ϵ = 0とした (7) : 特異極限系における双曲型平衡点の y-パラメータ族により実現される.



σm
gs1

= σm
gs1
(z)を z ∈ N における以下の行列の最大特異値とし,

σm
As
1
: A1(z) = m

(
∂F1

∂b
(z)

)
: u× s-matrix,

σm
As
2
: A2(z) =

(
∂F1

∂a
(z)

∂F1

∂y
(z)

∂F1

∂η
(z)

)
: u× (u+ 1 + 1)-matrix,

σm
Bs
1
: B1(z) =

(
∂F2

∂b
(z)

)
: s× s-matrix,

σm
Bs
2
: B2(z) = m−1

(
∂F2

∂a
(z)

∂F2

∂y
(z)

∂F2

∂η
(z)

)
: s× (u+ 1 + 1)-matrix,

σm
gs1

: g1(z) = m

(
∂g

∂b
(z)

)
: 1× s-matrix,

σm
gs2

: g2(z) =

(
η
∂g

∂a
(z) η

∂g

∂y
(z) g(z) + η

∂g

∂η
(z)

)
: 1× (u+ 1 + 1)-matrix,

以下の不等式を仮定する11:

µB +
(
supσm

Bs
1
+ supσm

Bs
2

)
< 0, (10)

λA − µB −
{
supσm

As
1
+ supσm

As
2
+ supσm

Bs
1
+ supσm

Bs
2
+ ϵ0

(
supσm

gs1
+ supσm

gs2

)}
> 0. (11)

この時, あるリプシッツ関数 huが存在して, N × [0, ϵ0]内で (8)の局所負不変な集合

W u(Sϵ) ∩N = {(a, b, y, ϵ) | b = hu(a, y, ϵ)}, ϵ ∈ [0, ϵ0]

を得る. huのリプシッツ定数は≤ mである. 対応する結果がW s(Sϵ)に対しても成り立ち,

ϵ ∈ [0, ϵ0]に対して Sϵ := W s(Sϵ) ∩W u(Sϵ)として, slow manifoldを得る.

上の定理は本質的に固有値の優位性が Sϵを定める事を示しており, 命題 2.4と通じる点が
ある. (7)のコネクティングオービットを考察する際は, 特異摂動により不変集合の構造が劇
的に変わるため, フルスケールの不変集合と, その (不)安定多様体の特定が必要となる. そ
れには, Sϵ上のファイバー束を同定する次の方法がある.

定理 2.9 (ファイバー錐条件, Fenichel fibering, [3, 4]). N を安定m-錐条件を満たす fast-

saddle-typeブロックとし, σ1,a, σ1,b, σ1,y,η, σslow,a, σslow,b, σslow,y,η を以下の行列の最大特
異値のN × [0, 1]における上限とする:

σ1,a :
(
∂F1
∂a (z)

)
, σ1,b :

(
∂F1
∂b (z)

)
, σ1,y,η :

(
∂F1
∂y (z) ∂F1

∂η (z)
)
,

σslow,a :
(
∂g
∂a(z)

)
, σslow,b :

(
∂g
∂a(z)

)
, σslow,y,η :

(
η ∂g
∂y (z) g(z) + η ∂g

∂η (z).
)

ただし, z = (a, b, y, η) ∈ N × [0, 1]. ここで, L > 0に対して以下を仮定する (この時, N は
(8)について不安定ファイバー L-錐条件を満たすという):

λA > β (12)

≡ σ1,a +m(1 + L−2)1/2σ1,b + L−1σ1,y,η + σ
(
Lσslow,a +m(L2 + 1)1/2σslow,b + σslow,y,η

)
.

この時, 任意の z ∈ Sϵ ∩ intN に対してリプシッツ関数 hzf,uが取れて, 局所的に

W u(z) = {(a, hu(a, hzf,u(a), ϵ), hzf,u(a), ϵ)} ⊂ W u(Sϵ)

が zを通る (8)の局所不変集合となる. hzf,uのリプシッツ定数はm(1 + L−2)1/2で押さえら
れる.

11ここでは “ sup”は N × [0, ϵ0]における上限を意味する.



Slow manifold上のダイナミクスは, 遅いダイナミクスとして (7)からの縮約により独立
して解析が可能であるが, 興味のある (7)の解はほとんどの場合 slow manifoldの上ではな
く, 近くを通る. すなわち, 速いダイナミクスの影響を無視できない. これが接合問題の困難
さの本質である. さて, 今の場合 slow manifoldの近くを通る解をどのように記述すれば良
いだろうか？無論, slow manifoldの近くを通る解を直接求めるのは正気の沙汰ではない. こ
こで, slow manifoldの法双曲性をベースに, slow manifoldの近くを通る軌道を covering

relationを使って表すことを考える.

定義 2.10 (速い出口, [4]). M を (n+ 1)次元 h-setで, 同相写像 cM : Rn+1 → Ru(M)+s(M)

により次の表示を持つものとする: Mc = cM (M) = Bu ×Bs × [0, 1].

ただし, u = u(M) = 1, s(M) = s+ 1. ここで h-set Maは次を満たすとき, M の速い出
口と呼ぶ事にする：u(Ma) = 1, s(Ma) = sで, ある a ∈ ∂Buとコンパクト区間K0 ⊂ (0, 1)

による次を満たす：
cM (Ma) = {a} ×Bs ×K0.

定義 2.11 (Covering-Exchange, [4]). ϵ ≥ 0を固定した (7)を考える. N ⊂ Rn+1を h-setで
u(N) = 1なるもの, M ⊂ Rn+1を (n+ 1)-次元 h-setで u(M) = 1なるものとする. この時,

以下を満たす h-setの対 (N,M)を (7)の covering-exchange pairと呼ぶ:

(CE1) M は次の座標表示を持つ fast-saddle-type blockである：

Mc = B1 ×Bs × [0, 1], a ∈ B1, (b1, · · · , bs) ∈ Bs, y ∈ [0, 1].

(CE2) M 内で錐条件が成立する.

(CE3) ある q ∈ {±1}に対して, q · g(x, y, ϵ) > 0がM 内で成立する.

(CE4) φϵを (7)の flowとして, ある T > 0に対してN
φϵ(T,·)
=⇒ M となる.

(CE5) M は次を満たす速い出口Maを持つ：

cM (Ma) = {a} ×Bs × [y−, y+], a ∈ ∂B1, [y−, y+] ⊂ (0, 1),sup(πyφϵ(T,N) ∩M) < y− if q = +1

inf(πyφϵ(T,N) ∩M) > y+ if q = −1

Covering-exchange pairは, 速いダイナミクス, 遅いダイナミクスとそれらが切り替わる
ところの covering relationの存在を保証する. 実際, ある h-set M̃ ⊂ M で次を満たすもの
が存在する:

N
φϵ(T,·)
=⇒ M̃

PM
ϵ=⇒ Ma.

この covering relationはマルチスケール接合問題の解を自動的に与えてくれる. しかも, ϵ > 0

に対する (7)の直接の積分は, 本質的に速いダイナミクスに対してのみ要求している. よっ
て, 標準的な精度保証付き数値計算のテクニックのみで covering-exchange pairは構成でき,

さらにその (例えば命題 2.7のような)列を構成すれば, ϵ ∈ (0, ϵ0]における時間大域解を精
度保証付き数値計算できる.



2.4 爆発解

有限時刻でノルムが発散する (1)の解を爆発解といい, ノルムが発散する時刻 tmaxを爆発
時刻という. 解が発散するとそこから解の延長ができなくなるため, 初期値問題の適切性を
崩す厄介な対象である. 数値計算でも爆発時刻近くまで計算し, その振る舞いを知る方法が
数多く研究されているが, 得られる解が真の爆発解なのか, また真の爆発時刻がいくらか, そ
の評価は非自明な問題として常に付きまとってくる. これらの情報を知ることは, 微分方程
式の爆発解の性質を調べる際の基本的な問題である.

本節では, (1)の爆発解の精度保証付き数値計算を論じる. 慣習として, (1)を “y′ = f(y)”

と書き直す. 特に, yをオリジナルの相変数とする. 幾何学的考察 [5]により, 爆発解もサド
ルを軸とした漸近挙動の考察により特徴づけられることがわかる. そのために, まずは数値
計算による取り扱いが原理的に不可能な “無限”をうまく取り扱えるようにする.

定義 2.12 (許容的擬斉次コンパクト化, [7]). 自然数 α1, · · · , αnを固定する. さらに自然数
β1, · · · , βnを

α1β1 = α2β2 = · · · = αnβn ≡ c ∈ N (13)

を満たすものとし, 汎関数 p(y)を p(y) := (y2β1
1 + y2β2

2 + · · · + y2βn
n )1/2c で定義する. ここ

で, T : Rn → Rnをある κ : Rn → R>0に対して

T (y) = x, xi :=
yi

κ(y)αi

で定義する. この写像 T は次を満たすとき, 型 αの許容的擬斉次コンパクト化と呼ぶ：

(A0) κ(y) > p(y) for all y ∈ Rn,

(A1) κ(y) ∼ p(y) as p(y) → ∞,

(A2) ∇κ(y) = ((∇κ(y))1, · · · , (∇κ(y))n)は次を満たす：

(∇κ(y))i ∼
1

αi

y2βi−1
i

p(y)2c−1
as p(y) → ∞.

(A3) y ∈ Rnに対して yα = (α1y1, · · · , αnyn)
T とすると, ⟨yα,∇κ⟩ < κ(y).

この T は, RnをD = {x ∈ Rn | p(x) < 1}へ全単射に移すことがわかる. そして, 無限は
次の集合の 1点と対応する：E = {x ∈ Rn | p(x) = 1}. この集合 E を地平線と呼ぶ.

ここから, f は型 α, 次数 k + 1の無限遠において漸近的擬斉次なベクトル場とする (e.g.,

[5, 7]). このとき, 型 αの許容的擬斉次コンパクト化により, 時間スケール特異点解消

dτ

dt
= κ(y(t))k

を導入することで, 地平線を含むD上で連続なベクトル場を作ることができる：

dxi
dτ

= f̃i(x)− αi⟨∇xκ(x), f̃(x)⟩xi ≡ gi(x). (14)

ただし,

f̃i(x1, · · · , xn) = κ−(k+αi)fi(κ
α1x1, · · · , καnxn), i = 1, · · · , n

としている. これにより, (1)の発散する解は, (14)の地平線へ漸近する時間大域解と対応す
る. さらに, 漸近先がサドルの場合は, 爆発解の一つの特徴づけを与える.



定理 2.13 (定常爆発 : 概略. [5]). (14)右辺の gが D上で C1 であると仮定し, x∗ ∈ E が
(14)についてサドルであると仮定する. この時, (1)の解 {y(t)}で, その T による像を τ -ス
ケールで計ったもの {x(τ) = T (y(τ))}がW s(x∗; g)に含まれるものは爆発解である12. 特
に, 次数 k + 1によって爆発レートが決まるタイプ I 爆発解となる.

この定理は, 爆発解の精度保証付き数値計算の一つのガイドラインを与える. 特に, (14)の
地平線上のシンクへの時間大域解を計算すれば, 爆発解を計算できると期待される.

アルゴリズム 2.14 ([7, 8]). (1)を変換した (14)を考える. gはD上で C1と仮定する.

1. (14)の平衡点 x∗ ∈ E を一つ見つける13.

2. x∗ の D内の近傍 Ñ を取り, 命題 2.4の条件を Ñ で考える. 成功した場合, ϵ > 0を
N ≡ {x ∈ D ∩W s(x∗) | L(x) ≤ ϵ2} ⊂ Ñ となるものとする.

3. 初期値問題 (14) + “x(0) = x0” の解 {x(τ)}で, ある τ = τN で x(τN ) ∈ N ∩ Dとな
るものを求める.

特に, L(x)自身が非負になるならば, リャプノフ関数の性質より解 x(τ)は τ ≥ τN でN の
中に留まり続け, τ → ∞で x∗に収束する. t-スケールにおける最大存在時刻 tmaxは積分

tmax − tN =

∫ ∞

τN

dτ

κ(T−1(x(τ)))k
, tN =

∫ τN

0

dτ

κ(T−1(x(τ)))k

により求められる. 後者は直接計算, 前者については {x(τ)}τ≥τN の性質より, 被積分関数を
L(≤ ϵ2)を使って評価できる. 特に上記の積分は有限確定し, tmaxの上限・下限を精度保証
付きで計算でき, 爆発解とその爆発時刻の陽な評価が完了する14.

同様の考察は, 以下のような型 αの指向的コンパクト化を用いても同列に実現できる：

yi = ± 1

sαi
, yj =

xj
sαj

(j ̸= i). (15)

このとき, E = {s = 0}を地平線と呼び, この集合が無限遠と対応する. このコンパクト化
は, ±yi > 0でのみ意味を持つ, 局所的なコンパクト化であることに注意する.

2.5 位相的・幾何学的アプローチの真価

本稿で解説していない解析的アプローチとして, Day-Lessard-Mishaikow に端を発する
radii polynomials (e.g., [1]), ごく近年ではMireles-Jamesらによる, よりシンプルな力学
系との位相共役を求める parameterization methodを用いた精度保証付き数値計算法が
ある (e.g., [2]). これらの方法は, 元の問題を非線形写像の不動点問題に帰着させることで元
の微分方程式やその力学系が持つ特性を削ぎ落とす. よって, 適切なバナッハ空間における
縮小写像が作れさえすれば話は完結する. そのため, 時間大域解, 方程式の型, 分岐, (不)安
定多様体, ill-posedな PDEの解, 時間遅れ方程式などお構いなしに, 同一のアイデアのもと
で検証を実行できる. 対して, 著者は Piotr Zgliczyńskiらの影響を多分に受け15, 常微分方
程式の積分と位相的・幾何学的アプローチを用いて研究を進めてきた. 解析的アプローチと

12初期データの (大きさや符号などの)定量的情報は, この定理では必要としない. 地平線にある (14)のサド
ル周りのダイナミクスが, 爆発解ダイナミクスを決定すると言える.

13通常は, x∗ での Dg の固有値が (近似的に)全て実部負になるものを取ってくる.
14tmax − tN が有限確定すればいいので, x∗ は L(x)の存在が認められる漸近安定な平衡点であれば充分であ

る. この方法は [6]で提案されたリャプノフ関数による軌道のパラメータ付で, リャプノフ追跡と呼んでいる.
15学位を取得して間もない頃, どの方向性で研究を進めればいいか Zgliczyńskiに相談したところ, ただ一言,

「積分しろ」と (しかも即答). この衝撃は今でも忘れられない.



異なり, 位相的・幾何学的アプローチは微分方程式やその力学系が持つ特性をフルに活かす
. その最たるものは, 考察の対象の近傍の性質も捉える事だと考える. 直接検証可能な対象
(例えば slow manifold)の近傍にあるものが本質的な場合, 検証できる対象そのものだけを
考察しても決して問題は解決できない. 位相的・幾何学的アプローチは対象の近傍のダイナ
ミクスも同時に考察することで, 数学的に考察できる箇所, 真に計算機援用解析が効いてく
る箇所の特定により検証を実現する可能性を提示する. 爆発解においても, リャプノフ関数
を用いたサドル近傍のダイナミクスの記述がその精度保証計算に大きく貢献している.
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