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柏原 Vergne 問題
河澄　響矢 (東京大学)∗

概 要
Let Σ be a compact connected oriented surface with non-empty bound-
ary and a framing f . Then a subset of the mapping class group of Σ,
which includes the Torelli group, is naturally embedded into the (com-
pleted) Goldman-Turaev Lie bialgebra of Σ. A framed version of the Tu-
raev cobracket vanishes on the image of the embedding. So we need a
formal description of the Goldman-Turaev Lie bialgebra. In the genus 0
case, the set of expansions inducing a formal description of the bialgebra is
naturally bijective to the set of solutions of the Kashiwara-Vergne problem
in the formulation of Alekseev-Torossian [6]. In view of this bijection, we
can formulate a Kashiwara-Vergne problem associated with (Σ, f). The set
of its solutions is non-empty except some of the genus 1 cases. This talk
is based on joint works with Anton Alekseev (U. Geneva), Yusuke Kuno
(Tsuda U.) and Florian Naef (U. Geneva).

はじめに

本講演の前半は、久野雄介氏（津田塾大学）との共同研究、後半は、久野氏, Anton

Alekseev 氏（Genève 大学）および Florian Naef 氏（Genève 大学）との共同研究に基
づきます。

2009年 11月に私のセミナーの大学院生だった久野雄介氏が拡大第一 Johnson準同型
[29] の Dehn twist における値の表示式を発見しました。その表示式は、函数 1

2
(log x)2

が Dehn twist を表示していることを示唆しており、symplectic 展開を使わなければ
成り立たないものでした。これには驚嘆すると同時に函数 1

2
(log x)2 が神秘的に思わ

れました。かねてから（symplectic 展開を含む）Magnus 展開を使った Johnson 準同
型の拡張を研究テーマとしていた私は、彼の公式をすべての次数の拡大 Johnson 準同
型に一般化するべく共同研究をはじめました。その共同研究の中で Goldman Lie 代数
の存在が浮かび上がり、symplectic 展開による Goldman Lie 代数の形式表示（formal

description）に到達しました。本講演の内容はここから始まります。
そこで分かってきたのは、写像類群の Johnson準同型は、Torelli群の完備 Goldman

Lie 代数への埋め込みと理解されるべきであるということです。そして、埋め込みの
像は (framed) Turaev 余括弧積の核に含まれることもわかりました。これが Turaev

余括弧積の tensot 表示を必要とする理由でした。このあたりまでの共同研究の結果は
survey paper [22]にまとめてあります。また、日本語文献としては [18]があります。そ
れ以来、久野氏とともに Turaev余括弧積の tensor表示を求める試みを続けていました
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が、その中で Alekseev-Torossian [6] の発散 cocycle が出てきました。同時に、framing

の必要性も明らかになってきました。
2015 年 3 月に Anton Alekseev 氏が来日し、数学会年会でも講演しました。その際、

ホストの河野俊丈氏にお願いして Alekseev氏と議論する機会を得たのがAlekseev氏お
よび彼の大学院生の Florian Naef 氏との共同研究の始まりです。結果として、以下の
ことが分かりました [2] [3] [4] 。種数 0 曲面においては、（Alekseev-Torossian [6] の意
味での）柏原 Vergne 問題の解は Turaev 余括弧積の形式表示を与えます。これによっ
て一般に、空でない境界をもつ framed compact 曲面のそれぞれに対して柏原 Vergne

問題が定式化され、その解の全体の集合は、(framed) Turaev 余括弧積の形式表示を与
える special/symplectic展開全体の集合と自然に一対一対応することになります。種数
1 での幾つかの例外を除き、これらの柏原 Vergne 問題の解の集合は空でありません。
解の構成にはEnriquez [9] の elliptic associator の構成法を参考にしました。したがっ
て、Turaev 余括弧積は、種数 1 での幾つかの例外を除き、形式表示を持ちます。とく
に、(framed) Turaev 余括弧積の定める Johnson 準同型像の制約条件は榎本佐藤 trace

[8] による制約条件と同値であることが分かります。なお、我々とは独立に Massuyeau

[27] は種数 0 曲面での (framed) Turaev 余括弧積の形式表示を Kontsevich 積分を使っ
て与えています。

本稿を通して、曲面 Σ は向きづけられた連結 compact 2 次元C∞ 多様体で空でない
境界をもつものとする。このような曲面は種数と境界成分数によって分類される。整
数 g, n ≥ 0 について種数 g と境界成分数 n + 1 の向きづけられた連結 compact 曲面
をΣg,n+1 と表す。これらの曲面の接束は自明で、基本群は自由群である。
また、kを標数 0の体とする。一般に k-結合代数 Aについて [A,A]を集合 {[a, b](=

ab−ba); a, b ∈ A}の生成する Aの vector部分空間とし、商 vector空間 |A| := A/[A,A]

を考える。a priori には |A| に入っている代数構造は k-vector 空間の構造だけである。
言い換えると、結合代数 A を交換子 [−,−] によってLie 代数と見なしたときのLie 代
数としての Abel 化が |A| である。A に位相が入っているときの |A| は、[A,A] の閉包
による A の商ということにする。いずれの場合も商写像を | · | : A→ |A|, a 7→ |a|, と
表す。
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1. Goldman Lie 代数の完備化と形式表示
1.1. Goldman Lie 代数
まず、曲面 Σ = Σg,n+1, g, n ≥ 0, についてGoldman Lie 代数の定義 [11] を思い出す。
π̂ = π̂(Σ) := [S1, Σ] を曲面 Σ における自由 loop の自由 homotopy 類全体の集合とす
る。Σ は連結だから、Σ の基本群 π1(Σ) の共役類全体の集合とみなすこともできる。



| · | : π1(Σ)→ π̂(Σ), γ 7→ |γ|, を共役類をとる写像すなわち基本群の基点を忘れる写像
とする。任意の α と β ∈ π̂(Σ) について、これらを表す写像 S1 q S1 → Σ として高々
横断的二重点しかもたない C∞-はめ込みであるものをとり、同じ記号 α と β で表す。
交点の全体 α ∩ β は有限集合となる。このとき、Goldman 括弧積 [α, β] は

[α, β] :=
∑

p∈α∩β

εp(α, β)|αpβp| ∈ Zπ̂

によって定義される。ここで εp(α, β) ∈ {±1} は局所交叉数であって交点 p における
α の速度ベクトルと β のそれとが右手系をなすとき +1, 左手系をなすとき −1 と定
める。αp および βp ∈ π1(Σ, p) はそれぞれ α およびβ が定める p を基点とする based

loop である。これらを π1(Σ, p) において積をとり、その上で基点 p の情報を忘れたも
のが |αpβp| である。 Zπ̂ は集合 π̂ = π̂(Σ) の生成する自由 Abel 群である。Goldman

[11] は、この括弧積が代表元のとり方によらず、Zπ̂ に Lie 代数の構造を定めることを
証明した。そこで Zπ̂ = Zπ̂(Σ) を曲面 Σ の Goldman Lie 代数と呼ぶ。

1.2. Goldman Lie 代数の完備化
ここから Zπ̂ の代わりに、標数 0 の体 k に係数をもつ自由 vector 空間kπ̂ を考える。
境界成分に番号をつける: ∂Σ =

∐n
j=0 ∂jΣ, ∂jΣ ≈ S1. 基点 ∗ ∈ ∂0Σ をとる。基本群

π := π1(Σ, ∗) の群環 kπ について |kπ| = kπ̂ がなりたつことに注意する。記号 | · | は
商写像としても基点を忘れる写像としても同じ写像を表している。元 γ ∈ π について
1
2
(log γ)2 などを考えるためには、群環 kπ に filtrationを入れて完備化する必要がある。
各 j ≥ 1について境界成分 ∂jΣに曲面 Σgj ,1, gj ≥ 1, 1 ≤ j ≤ n,を貼付けたものを Σ̃と
する。̃g := g+

∑n
j=1 gj ≥ 1についてΣ̃ = Σg̃,1となる。π̃ := π1(Σ̃, ∗)とする。包含準同型

ι : π = π1(Σ, ∗)→ π̃ = π1(Σ̃, ∗)と、添加 ideal Iπ̃ := Ker (kπ̃ → k,
∑

γ∈π̃ aγγ 7→
∑

aγ)

をつかって F p(kπ) := ι−1((Iπ̃)p), p ≥ 0, と定義する。F p(kπ) は貼付ける曲面 Σgj ,1

のとり方によらない。F p(kπ) の kπ̂ = |kπ| における像を |F p(kπ)| と表す。例えば、
非分離的単純閉曲線と定数 loop との差は |F 1(kπ)| に属し、境界に沿う閉曲線や分離
的単純閉曲線と定数 loop との差は |F 2(kπ)| に属する。包含準同型 ι は単射であるか
ら
∩∞

p=0 F p(kπ) = 0 である。群環 kπ の完備化を k̂π := lim←−p→∞ kπ/F p(kπ) によっ
て定義し、Goldman Lie 代数 |kπ| = kπ̂ の完備化を k̂π̂ := lim←−p→∞ kπ̂/|F p(kπ)| に
よって定義する。群環 kπ には余積 ∆ : kπ → kπ ⊗ kπ が、任意の γ ∈ π につい
て∆(γ) = γ ⊗ γ をみたすものとして定義されており、これによって kπ は Hopf 代
数となるが、この余積の連続拡張により、完備化 k̂π は完備 Hopf 代数となる。ここ
で γ ∈ π について 1

2
(log γ)2 ∈ k̂π である。(log γ)2 は (γ − 1) ∈ F 1(kπ) の冪級数

だからである。したがって |1
2
(log γ)2| ∈ k̂π̂ が定義される。他方、Goldman 括弧積

は
[
|F p(kπ)|, |F q(kπ)|

]
⊂ |F p+q−2(kπ)| を充たすので、k̂π̂ にLie 代数の構造が誘導さ

れる。この Lie 代数を完備 Goldman Lie 代数とよぶことにする。同時に完備次数商
gr(kπ̂) :=

∏∞
p=0 |F p(kπ)|/|F p−1(kπ)| にもLie 代数の構造が定義される。Goldman Lie

代数の形式表示の問題とは、これら２つの Lie代数が同型になるか?という問題である。

1.3. Goldman Lie 代数の形式表示
曲面 Σ の homology 群を H := H1(Σ;k) と表す。境界成分の homology 類を zj :=

[∂jΣ] ∈ H, 0 ≤ j ≤ n, と表す。これらの生成するH の k-vector 部分空間を H(2)



とし、H = H(1) として H に filtration を入れる。H の生成する完備自由結合代数
を T̂ = T̂ (H) :=

∏∞
k=0 H⊗k とする。T̂ には通常の完備 Hopf 代数の構造が入る。つ

まり、余積 ∆ : T̂ → T̂ ⊗ T̂ は、任意の X ∈ H について∆(X) = X ⊗ 1 + 1 ⊗ X

を充たす連続代数準同型であり、antipode ι : T̂ → T̂ は、任意の X ∈ H につい
て ι(X) = −X を充たす連続代数反準同型である 1。|T̂ | は各成分への巡回群作用の
coinvariants に他ならない: |T̂ | =

∏∞
k=0(H

⊗k)Z/k. ここで巡回群 Z/k は H⊗k の成分入
れ替えとして作用している。上述の H の filtration は T̂ および |T̂ | の上の filtration

を定める。随伴する完備次数商 gr(T̂ ) は完備次数商 gr(kπ) と自然に同型である。これ
をA = A(g,n+1) :=

∏∞
p=1 F p(T̂ )/F p+1(T̂ ) = gr(T̂ ) = gr(kπ) と表す。A には完備 Hopf

代数の構造が T̂ から誘導される。A は (H(1)/H(2)) ⊕H(2) の生成する完備 tensor 代
数に位相同型である。このとき group-like element の全体Grp(A) := {a ∈ A; ∆(a) =

a⊗a, a 6= 0}は乗法に関して群をなす。これは、指数函数と対数函数を通じて、Lie-like

element 全体の集合、すなわち (H(1)/H(2)) ⊕H(2) の生成する完備自由 Lie 代数 L =

L(g,n+1) := {u ∈ A; ∆(u) = u⊗ 1 + 1⊗ u} と一対一対応している: exp : L
∼=→ Grp(A),

u 7→ exp(u) =
∑∞

k=0
1
k!

uk, log : Grp(A)
∼=→ L, a 7→ log(a) =

∑∞
k=1

(−1)k+1

k
(a− 1)k.

群準同型 θ : π → Grp(A) が group-like expansion であるとは、その線型拡張 θ :

kπ → A がfiltration を保ち、随伴する次数商 gr(θ) : gr(kπ)→ gr(A) = A = gr(kπ) が
恒等写像であることをいう。このとき、θ : kπ → A,

∑
aγγ 7→

∑
aγθ(γ), は filtration

を保つ完備 Hopf 代数の同型 θ : k̂π
∼=→ A を誘導し、filtration を保つ k-vector 空間の

同型 θ : k̂π̂
∼=→ |A| を誘導する。group-like expansion θ の誘導する同型 gr(kπ̂) ∼= |A|

は θ のとり方によらず、これにより |A| には括弧積が誘導され、 |A| は Lie 代数と
なる。|A|/k|1| は、Σ = Σg,1 のときA の連続 symplectic 導分のなす Lie 代数、すな
わち Kontsevich の associative wor(l)d [23] に同型であり、Σ = Σ0,n+1 のとき special

derivation Lie 代数 [12] [1] に自然に同型である。一般の場合の括弧積は [22] Theorem

7.4 に述べてある。
形式表示すなわち適切な θであって、それが誘導する同型 θ : k̂π̂

∼=→ |A|がGoldman括
弧積と Turaev余括弧積を保つものを見いだすことが本講演の最終目標である。そのため
には、曲面 Σg,n+1 の位相に適合した group-like expansionすなわち、special/symplectic

expansion を考える必要がある 2。これを定義するために、曲面 Σ = Σg,n+1 を種数 0

の部分曲面 S0
∼= Σ0,n+2と種数 g で連結な境界を持つ部分曲面 S1

∼= Σg,1 に分割する 3。
つまり S0

∼= Σ0,n+2 において∂S0 =
∐n+1

j=1 ∂jS0 と番号付けし、∂1S0 に S1
∼= Σg,1 を貼

り付けたものをΣ とみなす。∂jΣ = ∂j+1S0 とする。曲面の分解 Σ = S0 ∪ S1 は、包
含準同型 H1(S1;k) → H = H(1) が同型 H1(S1;k)

∼=→ H(1)/H(2) を誘導することから、
homology 群の分解H ∼= (H(1)/H(2))⊕H(2) を与え、完備 Hopf 代数 T̂ と A との同型
を与える。基本群 π = π1(Σ, ∗), ∗ ∈ ∂0Σ,の自由生成系 {αi, βi}gi=1∪{γj}nj=1 を以下のよ
うにして定める。まず、基点 ∗j ∈ ∂j+1S0, 0 ≤ j ≤ n をとる。j ≥ 1 について ∗j ∈ ∂jΣ

である。基点 ? ∈ ∂S1 を Σ において? = ∗0 となるようにとる。`j, 0 ≤ j ≤ n, を∗j か

1 T̂ ⊗ T̂ は完備 tensor 積を表す。また、記号 S は曲面に使いたいので antipode は記号 ι を使う。
2これから説明するように、Goldman 括弧積には special/symplectic expansion で充分だが、Turaev
余括弧積には柏原 Vergne 問題の解であることが対応する。

3全ての境界成分に D2 を貼り付けて得られる Σg,0 への包含準同型は同型 H(1)/H(2) ∼= H1(Σg,0;k)
を与えるが、ここでは、この同型写像の与える商写像 H = H(1) → H1(Σg,0;k) の切断を与えようと
している。



ら ∗ への単純 arc で ∗ を除いて互いに交わらないものとする。γj ∈ π, 1 ≤ j ≤ n, を境
界成分 ∂jΣ を∗j を基点として正の向きに一周する loop を arc `j

−1 で共役をとったも
のとする。また、π1(S1, ?) の symplectic 生成系{α0

i , β
0
i }

g
i=1 をとり、これらを arc `0

−1

で共役をとったものを {αi, βi}gi=1 ⊂ π とする。こうしてえられた {αi, βi}gi=1 ∪ {γj}nj=1

は基本群 π = π1(Σ, ∗) の自由生成系である。以上の構成は、∂0Σ を ∗ を基点として正
の向きに一周する loopをγ0 とするとγ0

−1 =
∏g

i=1(αiβiαi
−1βi

−1)
∏n

j=1 γj ∈ π が成り立
つように行う。また、xi := [αi] mod H(2), yi := [βi] mod H(2) ∈ H(1)/H(2), 1 ≤ i ≤ g,

とし、ω :=
∑g

i=1(xiyi − yixi) +
∑n

j=1 zj ∈ F 2(A) とおく。ここで [γ] ∈ H は γ ∈ π の
定める homology 類とする。

定義 1.1. group-like expansion θ : π → Grp(A)が special/symplectic expansionである
とは、任意の 1 ≤ j ≤ n についてある cj ∈ Grp(A) が存在して θ(γj) = cj

−1 exp(zj)cj

がなりたち、θ(γ0
−1) = exp(ω) をみたすことをいう 4。

種数 0 すなわち Σ = Σ0,n+1 のときは special expansion とよばれ [1] など様々な文
脈で現れている。Σ = Σg,1 のときは symplectic expansion とよばれるが、この概念は
Massuyeau [26] によって導入された。Massuyeau による Kontsevich 積分または LMO

函手を用いる方法 [26][27]、久野の組合せ的な方法 [24] 、河澄の複素解析的な方法 [15]

など、special/symplectic expansion の構成の仕方はいろいろある。

定理 1.2. special/symplectic expansion θ : π → Grp(A) の誘導する写像 θ : k̂π̂ → |A|
はLie 代数の同型である。とくに Goldman Lie 代数は形式表示をもつ。

この定理はまず、我々 [20]が Σg,1の場合に群の homologyを使って証明し、Massuyeau-

Turaev [28] が Σg,1 の homotopy 交叉形式 [33] [39] に精密化して別証をあたえた。一
般の Σ については、我々と Massuyeau-Turaev が独立に証明している。この定理の非
可換 Poisson 幾何学からの解釈と別証が Naef [32] によって与えられている。
最後に、後述する柏原 Vergne問題の定式化のために group-like expansion θexp : π →

Grp(A)を θexp(αi) = exp(xi), θexp(βi) = exp(yi), 1 ≤ i ≤ g,およびθexp(γj) := exp(zj),

1 ≤ j ≤ n, によって定義する。これは γj, j ≥ 1 についての条件はみたすが、γ0
−1 に

ついての条件は充たさないので special/symplectic expansion ではない。つまり、ξ :=

log(θexp(γ0
−1)) ∈ L とおくと、ξ 6= ω である。

2. 写像類群とJohnson 準同型
前の節では、曲面 Σの境界の各連結成分上に基点 ∗ ∈ ∂0Σおよび ∗j ∈ ∂jΣ, 1 ≤ j ≤ n,

をとった。 E := {∗} ∪ {∗j}nj=1 とし、曲面 Σ の基本亜群ΠΣ の E への制限 ΠΣ|E を
考える。つまり、ΠΣ|E は、 E を対象全体の集合とする小圏であり、∗′, ∗′′ ∈ E につ
いて射の集合 ΠΣ(∗′, ∗′′) := [([0, 1], 0, 1), (Σ, ∗′, ∗′′)] は path の homotopy 集合である。
` ∈ ΠΣ(∗′, ∗′′) と α ∈ π̂ について、横断二重点しかもたない C∞ はめ込みからなる代
表元をとりσ(α)(`) :=

∑
p∈α∪` εp(α, `)`∗′pαp`p∗′′ ∈ ZΠΣ(∗′, ∗′′) と定める。ここで εp は

局所交叉数であって、`∗′p および `p∗′′ はそれぞれ始点から p までおよび p から終点ま
での ` の segments である。σ(α) は k-線型圏 kΠΣ|E の導分である。 §1 で述べた kπ

の filtration を用いて完備化したk-線型圏を k̂ΠΣ|E と表す。この完備化された k-線型

4group-like element cj のとり方は一つに固定した方がよい。さきに取った arc `j について θ(`j) = cj

と見なすべきだからである。このことは後述する tangential automorphism の定義とも関わる。



圏の連続導分 D であって、任意の 0 ≤ j ≤ n について D(∂jΣ) = 0 をみたすもの全体
のなす Lie 代数を Der∂(k̂ΠΣ|E) と表す。

定理 2.1 ([22]). σ の誘導する Lie 代数準同型σ : k̂π̂/k|1| → Der∂(k̂ΠΣ|E) は位相もこ
めて同型である。

さて、写像類群M(Σ) := π0Diff(Σ, 1∂Σ on ∂Σ) を考える。写像類群M(Σ) は通常
のやり方でk-線型圏 k̂ΠΣ|E に作用している。とくに ϕ ∈M(Σ) について、その対数
log ϕ =

∑∞
k=1

(−1)k+1

k
(ϕ− 1)k は、もし収束するならば、Lie 代数 Der∂(k̂ΠΣ|E) の元と

なる。そこで、対数 log ϕ が収束する ϕ の全体のなす写像類群 M(Σ) の部分集合を
M(Σ)◦ と表す。任意の単純閉曲線 C ⊂ Σ について C に沿う右手 Dehn twist tC は
M(Σ)◦ に属する。また、Σ = Σg,1 のとき、Torelli 群I(Σg,1) もM(Σ)◦ に含まれてい
る。対数 log と Lie 代数同型 σ の逆写像を合成してえられる写像

τ := σ−1 ◦ log :M(Σ)◦
log→ Der∂(k̂ΠΣ|E)

σ−1

→ k̂π̂/k|1|

を幾何的 Johnson 準同型とよぶ。τ は単射であって、完備 Goldman Lie 代数 k̂π̂/k|1|
の filtration から誘導される filtration は Johnson filtration に他ならず、その次数商
gr(τ)はJohnson準同型 [13]に一致する。Johnson準同型 gr(τ)の像を特徴付けること
は、写像類群の基本的な問題の一つである。榎本佐藤 trace [8]は、森田 trace [30]を精
密化したものであって、第一項を除き、Johnson準同型像の上で 0になっている。後述
する系 4.4 により、Turaev 余括弧積の定める Johnson 準同型像の制約条件は榎本佐藤
trace による制約条件と等価である。ただし、榎本佐藤 trace の第一項 : I(Σg,1)→ H

は 0 ではない。古田幹雄の観察 [31] によって、この第一項には曲面 Σ の framing すな
わち接束 TΣ の向きを保つ大域的自明化が関わっている。
さて、Dehn twist については次がなりたつ。

定理 2.2 ([20]). 任意の単純閉曲線 C ⊂ Σ について τ(tC) = 1
2
|(log γ)2| ∈ k̂π̂/k|1| が

なりたつ。ここで γ ∈ π は free loop C を表す based loop とする。

辻俊輔によって、この公式は向きづけ不能曲面 [35], Kauffman bracket skein algebra

[36] およびHOMFLY-PT skein algebra [38] に拡張されている。また、辻は、完備化
されたKauffman および HOMFLY-PT bracket skein algebra それぞれへのTorelli 群
I(Σg,1) の埋め込み [37][38] も構成しており、そこには通常の Johnson 準同型では捉え
られないCasson 不変量が現れている。さらに応用として、辻は、これら２つの skein

代数それぞれを使った 3 次元整 homology 球面の有限型不変量の新しい構成方法を得
ている [37][38]。

3. Turaev 余括弧積
Turaev 余括弧積を定義する。先に述べた榎本佐藤 trace および後に述べる柏原 Vergne

問題との関係から、オリジナルの定義 [40] ではなく、曲面 Σ の framing にともなって
定義されるもの [16] [2] を述べる。
準備として framing について復習しておく。曲面 Σ は空でない境界をもつから接束

TΣは自明である。向きを保つ自明化 TΣ
∼=→ Σ×R2 の homotopy類を Σの framingと

よび、framing全体の集合をF(Σ)と表す。f ∈ F(Σ)の代表元に第二成分の射影を合成
したものTΣ

∼=→ Σ×R2 → R2 をも f と書くことにする。C∞ はめ込み ` : S1 → Σにつ



いて写像 f ◦
·
` : S1 → R2 \{0}, t 7→ f(

·
`(t)), の写像度を `の回転数と呼び、rotf (`) ∈ Z

と表す。ここで
·
`(t) ∈ T`(t)Σ ははめこみ ` の t ∈ S1 における速度 vector である。集

合 F(Σ) には写像類群M(Σ) が右から作用している。ϕ ∈M(Σ) およびf ∈ F(Σ) に
ついて rotfϕ(`) = rotf (ϕ ◦ `) がなりたつ。framing f ∈ F(Σ) が、§1.3 でとった自由生
成系 {αi, βi}gi=1 ∪ {γj}nj=1 に関して adapted であるとは、各 1 ≤ i ≤ g についてαi お
よび βi に自由 homotopic な単純閉曲線の rotf が 0 であって、各 1 ≤ j ≤ n について
rotf (∂jΣ) = −1 であることをいう。このような f はただ一つ存在するから、本講演で
は f adp と書くことにする。Poincaré-Hopf の定理により rotfadp(∂0Σ) = 1− 2g である。
F(Σ)はAbel群 H1(Σ;Z)を modelとする affine集合であり、とくに adapted framing

f adp の H1(Σ;Z) の作用による軌道は F(Σ) の全体に一致する。また、χ ∈ H1(Σ;Z)

の f ∈ F(Σ) への作用f +χ ∈ F(Σ) について rotf+χ(`) = rotf (`)+χ([`]) がなりたつ。
それでは framing f ∈ F(Σ)を一つ固定する。free loop α ∈ π̂ = π̂(Σ)について、その

代表元を高々横断的二重点をもつ C∞-はめ込み αであって rotf (α) = 0であるものにと
る。必要なら monogonを幾つか挿入することにより、回転数についての条件をみたすよ
うにできる。この代表元 α についてDα := {(t1, t2) ∈ S1× S1; t1 6= t2, α(t1) = α(t2)}
と定める。このとき、α のTuraev 余括弧積 δf (α) を

δf (α) :=
∑

(t1,t2)∈Dα

ε(
·
α(t1),

·
α(t2))|α[t1,t2]| ⊗ |α[t2,t1]| ∈ Zπ̂ ⊗ Zπ̂

により定める。ε(
·
α(t1),

·
α(t2)) ∈ {±1}は局所交叉数であり、α[t1,t2] およびα[t2,t1] は、そ

れぞれ S1の segments [t1, t2]および [t2, t1]への αの制限である。三つ組 (Zπ̂, [−,−], δf )

は Lie 双代数であり [40], 対合的である [7]。framed 曲面 (Σ, f) の Goldman-Turaev

Lie 双代数とよぶ 5。任意の χ ∈ H1(Σ;Z) について δf+χ(α) = δf (α) + χ(α)|1| ∧ |α| が
なりたつ。ここで u ∧ v = u⊗ v − v ⊗ u とした。
いま、δf (|F p(kπ)|) ⊂ |F p−2(kπ)| であるから、完備 Goldman Lie 代数 k̂π̂ にTuraev

余括弧積 δf が連続に拡張する。そこで k̂π̂ = k̂π̂(Σ, f) を framed 曲面 (Σ, f) の完備
Goldman-Turaev Lie 双代数とよぶことにする。いま framing f を考えているから、写
像類群も f を動かさないものを考える必要がある。M(Σ, f) := {ϕ ∈M(Σ); fϕ = f}
と定める。よく知られているようにM(Σ, f) はTorelli 群を含まないが Johnson 核を
含んでいる。向きを保つ微分同相は曲線の自己交叉の状況を保つという基本的な事実
から次が得られる。

定理 3.1 ([21]). (δf ◦ τ)(M(Σ, f) ∩M(Σ)◦) = 0.

ここで [28]の結果を使うと δf の次数商gr(δf )が計算できる。次数商gr(δfadp
)は、Σ

に対応するある quiver に伴う necklace Lie 代数上の Schedler 余括弧積 [34] に一致す
る。とくに gr(δf ) には、Σ = Σg,1 の場合、榎本佐藤 trace [8] が現れ、Σ = Σ0,n+1 の場
合、Alekseev-Torossian 発散 cocycle [6] が現れるのである [20][16]6。それでは Turaev

5オリジナルの定義 [40] では、自明 loop |1| による商Zπ̂/Z|1| に Lie 双代数の構造を入れる。これが
本来の曲面 Σ の Goldman-Turaev Lie 双代数である。区別する場合には δf を framed Turaev 余括
弧積と呼ぶことにする。

6オリジナルの [20] では Σ = Σg,1 かつ framing を使わない場合を考えた。そこでは榎本佐藤 trace よ
り弱い情報しか得られない（榎本）。ただし、森田 trace [30] は（Johnson 準同型像の制約条件とは
ならない第一項をのぞき）すべて既にここに現れる。



余括弧積 δf から得られる Johnson 準同型像の制約条件は榎本佐藤 trace に限られる
のであろうか？　かくして、Turaev 余括弧積 δf の形式表示の問題を解く必要が出来
する。つまり、次に定義する homomorphic expansion が存在することが望ましい。

定義 3.2 ([2]). special/symplectic expansion θ が framing f についてhomomorphic で
あるとは、θ の誘導する Lie 代数の同型 k̂π̂ → |A| が、framed Turaev 余括弧積 δf と
その次数商が定める |A| 上の余括弧積に関して Lie 双代数の同型になることをいう。

その答えを与えるのが次節で述べる柏原 Vergne 問題の解ということになる。
なお、定理 3.1 の方法を用いると、久野 [25] による「自己交叉をもつ loop に沿う

Dehn twist」の多くが微分同相としては実現できないことも分かる [21]。また、Turaev

余括弧積は Bernoulli 数と密接に関係しているが、この関係を通して Bernoulli 数につ
いての知見を得ることもできる [10]。

4. 柏原 Vergne 問題
本講演で述べる柏原 Vergne 問題（KV 問題）は、Alekseev-Torossian [6] の定式化に
よる自由 Lie 代数に関するものを指す。オリジナルの KV 問題 [14] との同値性は [6]

Theorem 5.8 に示されている。
H = H1(Σ;k) の完備 tensor 代数 A = A(g,n+1) について、A の位相的自己同型 U で

あって、 任意の p ≥ 1 についてU(F p(A)) = F p(A) および U = 1 on F p(A)/F p+1(A)

をみたすものの全体を IAut(A) と表す。 IAut(A) の Lie 代数を der+(A) と表す。 A

の連続導分 u であって、任意の p ≥ 1 について u(F p(A)) ⊂ F p+1(A) を充たすもの全
体のなす Lie代数である。AのLie-like element全体の集合 L = L(g,n+1) は、homology

類 xi, yi, zj, 1 ≤ i ≤ g, 1 ≤ j ≤ n, の生成する完備自由 Lie 代数に他ならない。L の
位相的自己同型群 Aut(L) の元は、自動的に、余積 ∆ を保つ A の位相的自己同型と
みなすことができる。IAut(L) := Aut(L) ∩ IAut(A) と表す。IAut(L) の Lie 代数を
der+(L) と表すと、der+(L) = der(L) ∩ der+(A) である。
本講演の目的は homomorphic expansion の存在を示すことである。group-like ex-

pansion 全体の集合には、群 IAut(L) が自由かつ推移的に作用している。§1.3 の最後
に導入した group-like expansion θexp を用いると、任意の group-like expansion は、あ
る F ∈ IAut(L) によってF−1 ◦ θexp と表される。我々の homomorphic expansion を
求める問題を、このような自己同型 F を求める問題に書き直すとKV 問題が現れる。
θexp は γj, j ≥ 1, についての条件をみたすから、自己同型 F も対応する条件をみた
す。このような F を tangential automorphism と呼ぶ。A の tangential automorphism

群 TAut(A) を TAut(A) := {U ∈ IAut(A); 1 ≤ ∀j ≤ n,∃fj ∈ 1 + F 1(A), s.t. U(zj) =

fj
−1zjfj} によって定義する 7。また、TAut(L) := {U ∈ IAut(L); 1 ≤ ∀j ≤ n,∃fj ∈

Grp(A), s.t. U(zj) = fj
−1zjfj} と定義する。これらに対応する Lie 代数をそれぞれ

tder(A) および tder(L) と表す。たとえば tder(A) = {u ∈ der+(A); 1 ≤ ∀j ≤ n, ∃uj ∈
F 1(A), s.t. u(zj) = [zj, uj]}である。以上の記号の下で、問題は F−1 ◦θexp が homomor-

phic expansion であるようなF ∈ TAut(L) を求める問題に帰着する。§1.3 の最後にの
べた ω と ξ を思い出すと、F−1 ◦ θexp が special/symplectic であるための必要充分条
件はF (ω) = ξ である。

7発散 cocycle を well-defined にするためには、ここで述べた TAut(A) と (1 + F 1(A))×n の半直積の
部分群を考えるべきである。TAut(L), tder(A) および tder(L) についても同様に半直積を考える。



本講演の３つの主題、すなわち、写像類群（榎本佐藤 trace）と Goldman-Turaev Lie

双代数（Turaev余括弧積）そして柏原-Vergne問題（Alekseev-Torossian発散 cocycle）
の３つをつなぐのが発散 cocycle div : tder(A)→ |A|,

u 7→ div(u) :=

g∑
i=1

∣∣∣∂xi
(u(xi)) + ∂yi

(u(xi))
∣∣∣+ n∑

j=1

∣∣∣zj∂zj
(uj)

∣∣∣,
である。ここで ∂xi

: A → A 等は、任意の a ∈ A について a = a0 +
∑g

i=1((∂xi
a)xi +

(∂yi
a)yi)+

∑n
j=1(∂zj

a)zj, a0 ∈ k,をみたす写像である。div([u, v]) = u·div(v)−v ·div(u)

が成り立つことからdiv は Lie 代数 tder(A) の tder(A)-加群 |A| に値をもつ 1-cocycle

である。n = 0 のとき榎本佐藤 trace [8] に一致し、g = 0 のとき Alekseev-Torossian

発散 cocycle [6] に一致する。発散 cocycle は Jacobian cocycle と呼ばれる群 TAut(A)

のTAut(A)-加群 |A| に値をもつ 1-cocycle j : TAut(A) → |A| に積分される。任意の
u ∈ tder(A) について j(exp(u)) =

eu − 1

u
· div(u) ∈ |A| がなりたつ 8。

曲面 Σ = Σg,n+1 の framing f ∈ F(Σ) に随伴する KV 問題KV
(g,n+1)
f を定式化す

る。さらに幾つか記号が必要である。r(s) := − log((es − 1)/s) ∈ Q[[s]] とし、r :=∑g
i=1 |r(xi) + r(yi)| とおく 9。F ∈ TAut(L) について λji(F ) および µji(F ) ∈ k を、

F = exp(v), v(zj) = [zj, vj] および vj ≡
∑g

i=1 λji(F )xi + µji(F )yi (mod F 2(A)) に
よって定義する。framing f と adapted framing f adp との差をχ ∈ H1(Σ;Z) とする:

f = f adp + χ.

定義 4.1 (KV
(g,n+1)
f 問題). 次の条件をみたす F ∈ TAut(L) を見出せ:

(KVI) F (ω) = ξ.

(KVII) ある h(s), h1(s), . . . , hn(s) ∈ k[[s]] が存在して次をみたす

j(F ) = −r− |h(ξ)|+
n∑

j=1

|hj(zj)|

+

g∑
i=1

(χ(yi) +
∑

j
χ(zj)λji(F ))|xi|+ (−χ(xi) +

∑
j
χ(zj)µji(F ))|yi|.

条件 (KVI) は、F−1 ◦ θexp が special/symplectic であることと同値である。条件
(KVII) の式の２行目は種数 0 すなわち g = 0 の場合と f が adapted framing f adp す
なわち χ = 0 の場合には 0 となる。函数 h(s), hj(s) は Duflo 函数と呼ばれる。種数
0 のときは自動的に h(s) = hj(s) となり、δf の対合性により線型項を modulo として

·
heven(s) は (1

2
+ 1

s
− (1− e−s)−1)/2 に一致する。

定理 4.2 ([2][3][4]). 条件 (KVI) をみたす F ∈ TAut(L) について、条件 (KVII) をみ
たすことと、F−1 ◦ θexp が homomorphic であることとは、同値である。

81-cocycle div の定める k⊕ |A| への tder(A) の作用は、TAut(A) の作用に積分される。この積分さ
れた作用の定める 1-cocycle が j である。

9γj はともかくとして、αi および βi を固定されてしまうのは曲面 Σ にとっては苦痛だろう。その痛
みが r だと思うのだが、そのことの数学的な説明はまだである。



研究の順序を述べると、まず、種数 0の場合の special expansionについて条件 (KVII)

とhomomorphicであることの同値性が分かり [3]、これをもとにして KV
(g,n+1)
f 問題の

定式化 [2][4] に到ったのである。証明は、van den Bergh [41] のやり方での完備 tensor

代数 A = A(g,n+1) の非可換 Poisson 幾何学を用いて行われる 10。Turaev 余括弧積ない
し Schedler 余括弧積は |A|⊗2 に値をとるが、発散 cocyle は |A| に値をとる。前者に
対応するのがdouble divergence tDiv : tder(A)→ |A|⊗2 である。u ∈ tder(A) について

tDiv(u) := (| · |⊗2)

(
g∑

i=1

(Dxi
(u(xi)) + Dyi

(u(yi))) +
n∑

j=1

(xi ⊗ 1− 1⊗ xi)Dzj
(uj)

)

と定義する。ここでDxi
: A→ A⊗A等はwk ∈ {xi, yi, zj}についてDxi

(w1w2 . . . wm) :=∑
wk=xi

w1 . . . wk−1 ⊗wk+1 . . . wm 等と定義される。 Schedler 余括弧積と本質的に等価
なものである。このとき、定理 4.2 の証明の鍵の一つである可換図式

(4.1)

tder(L)
div−−−→ |A|y (1⊗ι)◦∆

y
tder(A)

tDiv−−−→ |A|⊗2

がなりたつ。左側の縦の矢印は包含写像である。左上を tder(A) にすると可換ではな
い。もう一つの鍵は tDiv と作用 σ によって Turaev 余括弧積と Schedler 余括弧積が
表示できるという観察である。
かくして Turaev 余括弧積の形式表示はKV

(g,n+1)
f 問題の解の存在に帰着する。

定理 4.3 ([2][3][4]). KV
(g,n+1)
f 問題は、g 6= 1またはg = 1かつ rotf (α1) = rotf (β1) = 0

のとき解をもつ。

証明は Σ0,3についての解とΣ1,1についての解を貼り合せることによる。つまり Σg,n+1

を Σ0,g+n+1 にg 個の Σ1,1 たちを貼り合わせたものと理解し、Σ0,g+n+1 をパンツ分解す
る。KV

(0,3)
f 問題とは [6] の定式化での KV 問題に他ならず解の存在は [5] [6] で分かっ

ている。Σ1,1 についての KV 問題の解の構成はEnriquez [9] の方法を用いて Σ0,3 につ
いての解から構成する。この方法では Σ1,1 を Σ0,3 の２つの境界成分を貼り合せたも
のと考えている。g = 1 が例外的になる理由は、交叉形式による縮約写像

∧3 H → H

が g ≤ 1 のとき全射でないことに由来する。
以上で、種数 g が 1 でないとき、および種数 1 であってもadapted framing f adp に

限れば、Turaev 余括弧積は形式表示をもつことが分かった。なお、種数 0 の場合の
Turaev 余括弧積の形式表示は Massuyeau [27] によって Kontsevich 積分を使って与え
られている。この結果と我々の結果は独立であるが、Kontsevich 積分の構成と [6] での
KV 問題の解の構成はいずれも Drinfel’d associator を用いている。ともあれ (4.1) 式
に注意すると、ここから写像類群の Johnson 準同型像について次の結果が得られる。

系 4.4 ([2][3][4]). 定理 3.1 によって Turaev 余括弧積が与える Johnson 準同型像への
制約条件は榎本佐藤 trace に同値である。

Turaev 余括弧積の形式表示の問題で最後に残るのは種数 1 の場合である。framing

f ∈ F(Σ) について、写像類群の作用に関する不変量 Ã(f) ∈ Z≥0 を集合 {rotf (`);

10哲学なしに計算しても展望が開けないのは [17] で思い知った。



` は Σ の非分離的単純閉曲線である。} の最大公約数として定義する [19]。種数 g が 2

以上の場合、つねに Ã(f) = 1 である。しかし、種数 1 の場合は非自明である。不変量
Ã によって種数 1 の場合の Turaev 余括弧積の形式表示の問題が完全に記述できる。
定理 4.5 ([4]). g = 1 とする。framing f ∈ F(Σ) についてTuraev 余括弧積 δf が形式
表示をもつための必要充分条件は次式が成り立つことである

Ã(f) = gcd{rotf (∂jΣ) + 1; 0 ≤ j ≤ n}.
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